
Prof dr hab. Tadeusz Kaczorek 
Politechnika Warszawska 

DODATNIE UKŁADY DWUWYMIAROWE 
OPISANE MODELEM ROESSERA 

Streszczenie: Zaproponowano nową klasę dodatnich dwuwymiarowych (2W) 
układów liniowych opisanych modelem Roessera. Podano warunki 
konieczne i wystarczające osiągalności dla zerowych warunków brzegowych 
oraz sterowalności (do zera) dodatniego 2W modelu Roessera. Wykazano, 
że dodatni 2W model Roessera nie mający nilpotentnej macierzy nodelu jest 
nieosiągalny dla niezerowych warunków brzegowych oraz model ten jest 
sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz modelu jest macierzą 
nilpotentną. Został sformulowany i rozwiązany problem sterowania z 
minimalną energią modelu Roessera. Podano warunki dostateczne istnienia 
dodatniej realizacji w postaci kanonicznej dla 2W funckji wymiernej. 

POSITIVE 2D SYSTEMS DESCRIBED BY 
THE ROESSER TYPE MODELS 

A new class of positive 2D Roesser type models is introchked Necessary 
and sufficient conditions are established for the reachabili ty for zero 
boundary conditions and the controllability (to zero) of the positive 213 
Roesser type model. It is shown that the positive 213 Roesser type model 
having not nilpotent system matrix is unreachable for nonzero boundary 
conditions and it is controllable (to zero) if and only if the system matrix is 
a nilpotent matrix. The minimum energy control problem for positive 213 
Roesser type model is formulated and solved Sufficient conditions for the 
existence of a positive realisation in canonical form are established. 

1. WPROWADZENIE 

Podstawowymi modelami dwuwymiarowych (2W) układów liniowych są modele 
zaproponowane przez Roessera [32], oraz Fornasiniego i Marchesiniego [4,5]. Osiągalność i 
sterowalność dodatnich układów jednowymiarowych byty rozpatrywane w pracach [1,2]. 
Osiągalność i sterowalność oraz sterowanie z minimalną energią układów 2W byty 
analizowane w pracach [8-10, 23-30]. Metodę rozwiązania zadania sterowania z minimalną 
energią klasycznego modelu Roessera podał po raz pierwszy Klamka [30]. Metoda ta została 
następnie uogólniona na inne modele [28-31]. Własności dodatnich układów 2W opisanych 
modelem Fornasiniego - Marchesiniego byty analizowane w pracy [6,33]. Problem dodatniej 
realizacji dla układów jednowymiarowych był rozpatrywany w wielu pracach między innymi 
[19], a dla układów 2W opisanych modelem Roessera w pracach [20-22]. 
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Celem tej pracy jest syntetyczne przedstawienie niektórych wyników autora dotyczących 
dodatnich układów 2W opisanych modelem Roessera. Zostaną podane warunki konieczne i 
wystarczające osiągalności i sterowalności do zera dodatniego modelu Roessera. Zostanie 
sformułowane i rozwiązane zadanie sterowania z minimalną energią dodatniego modelu 
Roessera. Podane zostaną warunki wystarczające na istnienie dodatniej 'realizacji w postaci 
kanonicznej oraz procedura wyznaczania tej realizacji. 

2. PODSTAWOWE MODELE I DEFINICJE. 

Niech R+:=[0,+00) oraz Z„:= Zbiór macierzy rzeczywistych o wymiarach nxm i 

nieujemnych elementach oznaczać będziemy przez Kr" oraz /2:::= R71 . 
Weźmy pod uwagę model Roessera [32] 

x = Azji + Buy , = Cxii + 

(1) 

xfp = i,j E Z.4. 

, 
n przy czym x1. - € R i jest horyzontalnym wektorem stanu, .7. e Rn2 jest wertykalnym 1h 4 

wektoremstanu,weRmjestwektoremwymuszek yl./ . e RP jest wektorem odpowiedzi, /./. 

A =[A1 A2 1, B =E B1 ], C =[C1 C2 1 
A3 A4 B2 

A, E R" ,B, e R",C, E RPx"' , A, e R <", B7 E R '",C, e R' 

Definicja 1. Model (1) nazywamy dodatnim modelem Roessera, jeżeli dla wszystkich 
warunków brzegowych 

h n ni . v ron2 . 
X01 E n +  E L±, Xio E J1+  „ł E L+ (2) 

oraz wszystkich ujj. Rr,i,J E Z+ mamy Xy E R.:!,n =n, +n, orazy ER dla i, j e Z+ . 

Twierdzenie 1 [16,17.18]. Model Roessera (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy 

AER.r",BER7", CER.r,DERr" 

Macierz tranzycji 7i; dla (1) jest określona następująco [32, 30, 71 

I„ (macierz jednostkowa) dla i = j = O 
dla i, j ,?_10 (i+j*0) 

sTo. O (macierz zerowa) dla i < 0 lub J< O 

= 1 

przy czym 

(3) 

(4) 
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Twierdzenie 2 [16,17]. Macierz tranzycji Ty dodatniego modelu Roessera (1) jest dodatnia 

7V. E Rr dla wszystkich .i,j e (5) 

Rozwiązanie równania (1) z warunkami brzegowymi (2) ma postać [32,30,7] 

xv = (i, j) + E 
przy czym 

(6)-

Xbe(i, j) : = T-P•i[ 

O 

X 

,s( 
+2j7 

[

B, O 

(7) 

D v := f(p,q) Z+ x Z+ , O p i , O q 5_ j , p+ q # i + (8) 

3. OSIĄGALNOŚĆ DODATNIEGO MODELU ROESSERA. 

Definicja 2. Dodatni model Roessera (1) nazywamy osiągalnym dla zerowych warunków 
brzegowych (ZWB) w punkcie (h,k),h,k Z+ , jeżeli dla ZWB (2) i kadego xf R.11. 

istnieje ciąg wymuszeń uji E Rr ,(i,j) e D, taki, że zm, = x f . 

Definicja 3. Dodatni model Roessera nazywamy osiągalnym dla niezerowych warunków 
brzegowych (NWB) w punkcie (h,k),h,k E Z+, jeżeli dla dowolnych NWB (2) i każdego 
xf E/247_ istnieje ciąg wymuszeń uti ER+ , i\ E n --hk taki i. xhk = xf 

Definicja 4. Zbiór wszystkich nieujemnych kombinacji liniowych kolumn macierzy A E R'
nazywamy dodatnim obrazem A (oznaczonym przez Im. A) 

Im+ A: =ty E R.,." :y = Ax dla wszystkich x E R:"} (9) 

Definicja 5 Macierz R„ e R'" nazywamy uogólnioną dodatnią macierzą permutacji wtedy 
tylko wtedy, gdy R„ ma tylko jeden dodatni element w każdym wierszu i kolumnie i pozostałe 
elementy zerowe 

Twierdzenie 3 [16,17]. Dodatni model Roessera (1) jest osiągalny dla ZWB w punkcie 
(h,k)wtedy i tylko wtedy, gdy 

i) Rhk = R : (10) 
lub równoważnie 
ii) istnieje uogólniona dodatnia macierz permutacji R złożona z n kolumn R„ 

przy czym 
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2 " • M 10 M Ol] (11) 

Uwaga 1. Model Roessera (1) o skończonej pamięci ma nilpotentną macierz A 

detrlIzi A" = z z2 2 (12) 
—A3 A, 

Korzystając z ( 7) łatwo wykazać, że jeżeli zachodzi (12) to x,(i, j) = O dla i >ni, j >n,. 

Twierdzenie 4 [16,17]. Dodatni model Roessera (1) mający nilpotentną A jest nieosiągalny 
dla NWB 

Twierdzenie 5 [16,17]. Dodatni model Roessera (1) jest osiągalny dla ZWB w punkcie 
(h, k), jeżeli rank R, = n oraz istnieje macierz R„kr taka, że 

R hkr R k(h+IXk+l)mxn 

przy czym /2;', jest prawą odwrotnością R,(R,12',= „). 

Przykład 1. Weźmy pod uwagę model (1) z 

1 O 1-
A A 

=E 1
A, A

:]=[0 1 1 

O 1 0_ 

B=I B. 1= 
LB, j 

W tym wypadku n, = 2,712 =1 oraz m=1 
Aby sprawdzić osiągalność tego modelu w punkcie 
obliczamy 

(13) 

(14) 

(h,k)= (1,2) korzystając (14), (7) i (1 1) 

O O O 1 0-

R12 = [M12 MO2 A411 MIO, M011 = O O 1 0 0 (15) 

1 0 0 0 1 
Łatwo zauważyć, że Im. R12 = 3. Warunek (10) jest więc spełniony i model ten jest osiągalny w 
punkcie (1,2). 
Macierz 

1 01 

R,=[M„,M,„,Mod= 1 

[0 

0 0 

0 0 1 

jest uogólnioną dodatnią macierzą permutacji. Warunek ii) twierdzenia 3 jest więc również 
spełniony. Ciąg wymuszeń u (1,2), który sprowadza model ten z ZWB do stanu x ER3 W 

punkcie (1,2) ma postać 

u(1,2) = [u„, u°, , u„, u„ 1T =[o O uld r
Przy czym 
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_ 

U„ -O 1 O 

U, = U„ [ = RV x f = I 0 Ox.

111 I _ _O 0 1 

Korzystając z (15) otrzymamy 
0 0 0.5-

0 0 0 
R,', = R,T2[R,,R,1 1 = O I O e R:" 

1 0 0 

_O O 0.5_ 
Warunek (13) jest spełniony i zgodnie z twierdzeniem 5 model ten jest osiągalny w punkcie 
(1,2). 

4. SEROWALNOŚĆ DODATNIEGO MODELU ROESSERA. 

Definicja 6. Dodatni model Roessera (1) nazywamy sterowalnym (do zera), jeżeli istnieje ciąg 
wymuszeń lL E R7 , (i , j) E Dhk dla dowolnych NWB taki, że x = 0. 

Twierdzenie 6 [22]. Dodatni model Roessera (1) jest sterowalny (do zera) wtedy i tylko 
wtedy, gdy macierz A tego modelu jest macierzą nilpotentną. 

5. STEROWANIE Z MINIMALNĄ ENERGIĄ DODATNIEGO MODELU ROESSERA 

Weźmy pod uwagę dodatni model Roessera (1) oraz wskaźnik jakości o postaci 

/(u):= EuT,q0,„, (16) 
cp,o.oh, 

przy czym Q jest m x m symetryczną dodatnio określoną macierzą wag taką, że
—1 mx m 

Q R+ 
Dane są macierze A,B modeli (1), macierz weg Q i punkt (h, k), należy wyznaczyć ciąg 

E KT (i, j) e Dhk , który przeprowadza ten model z ZWB do pożądanego stanu 
xf = xhk oraz minimalizuje wskaźnik jakości (16). 

Aby rozwiązać ten problem definiujemy macierz 
W2(h,k):= MhpkqQ M Pkq = R„QdR„T (17) 

(p.oeD. 

przy czym M h _ p,k _q , R„ są określone przez (7) i (11) 

diag{Q —I Q-1 j e R kmxhkm 

xn Łatwo wykazać, że macierz WQ(h,k) E R jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy 

R, ma pełny rząd wierszowy 
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Definiujemy ciąg wymuszeń 

IV Q-1 MT, i _ jW(hk)x (0) E Dhk 

Zauważmy, że e Rr dla każdego xf e jeżeli 

W-1 (h,k) e R+nxn 

(18) 

(19) 

Twierdzenie 7. [17] 
Załóżmy, że 
i) dodatni model Roessera (1) jest osiągalny dla ZWB w punkcie (h, k) , 

—1 m ii) Q E R+mx oraz (19) jest spełniony, 
iii) fi" , (i, j) e Dhk jest dowolnym ciągiem wymuszeń, który przeprowadza ten model z ZWB 

do pożądanego stanu xf = xhk • 
Wtedy ciąg wymuszeń (18) realizuje to samo zadanie oraz 

• /Mś_ i (w) (20) 

Ponadto minimalna wartość wskaźnika (16) jest równa 

/()=- x TW—I (h k)x f (21) f Q 

6. DODATNIA REALIZACJA MODELU ROESSERA W POSTACI KANONICZNEJ. 

Macierz transmitancji modelu (1) dana jest zależnością [32,30,7] 

1,, z, — A —A 
T(z1,z2)=C[ 

A A, 
B+DER°"(z1,z2) 

, 
(22) 

Definicja 7. [21,22]. Macierze A,B,C,D nazywamy realizacją macierzy T(z1 ,z2 ) jeżeli 
macierze te spełniają równość (22). Realizację (A,B,C,D) nazywamy minimalną, jeżeli 
macierz A ma najmniejszy wymiar wśród wszystkiich realizacji macierzy T(z, , z2 ). 

Definicja 8. [21,22], Macierze (3) spełniające (22) nazywamy dodatnią realizacją macierzy 

Definicja 9. [23]. Model Roessera o jednym wejściu i jednym wyjściu ma postać kanoniczny 
jeżeli podmacierze A11,A2 i C, mają następującą strukturę 

Al I 

0 1 0 

O O 1 

O - 

O 
0 0 0 • • • 1 

— aol —a„ —a„ • • • —a„,„,

0 0 • • • 0 

0 0 • • • O 

0 0 • •• 0 

1 0 • • • 0 
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- a11 • • • 

a21 • • • a2.,

—a10 1 0 • • • O-

-a„ 0 1 • • • 0 
A21 =  

an,--1,1 • • • a , A 22 —a 0 0 • • • 1 
(23) 

a 0 0 • • • O 

O -
b, 

- 

B, = 

O 
b, 

, c, —fc, C2 •••c„,1, c2 =h, o••• o 1 o••• o] 
O 

b 
1 

Weźmy pd uwagę właściwą transmitancję peratorową o postaci 
n m 

Ex buzr 

T(z„7.2)= 1: 0 : 0

Ey, a,zr-'4,
1=0 J :1 

(au, = 1) 

przy czym bu i au dla i = 0,1,..., n; j = 0,1.....m są rzeczywistymi współczynnikami. 

(24) 

Twierdzenie 8. [22]. Istnieje dodatnia realizacja w postaci kanonicznej transmitancji (24), 
jeżeli 

> 0 oraz au O dla i = 0,1,..., n, j = 0,1,...,m , (a„ =1) (25) 

Ta dodatnia realizacja ma postać 

o o O - 0 0 ••• 

A1, — 
O o  
0 0 

1 O 
0 1 

z Al2 = 

0 

0 

 0 ••• 

0 
E

—a,,0 1 0 ••• 
_

—a., • • •

—47,0 —a„_l,2

A„ = 
—u„„, 

b--n1 

-3[ 11-1,m 

1 I-n-1 1 ••• 
" 4-1m 

E 

b-n2 b,.,..12 ••• 
_ • • • b,. 

(26) 
—a01 1 0 ••• 0 0 0 ••• 

—a02 0 1 ••• 0 0 0 ••• 

0 0 • • • 0 1 0 ••• 
A„ = 

0 0 • • • 0 0 1 ••• 
E R+2.2m 

b02 0 0 -- 0 0 0 ••• 

b„„, 0 0 ••• 0 0 0 ••• 0_ 
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—ao, 

—1•202 

B, = 
O 

1 

e R""' , B, = 

bo, 

baj 

bo, 

= [ko F 0 • " Elo] e R+I" 
e , , D = [b od 

=[4,,,, o — • O 1 • 0] E R.I: 2"" 

przy czym ?iv = au —a„aoi dla 
i 

= 
1, n 

oraz g' . = b•y • —a10 b for

Przykład. Wyznaczyć dodatnią realizację (26) transmitancji operatorowej 

1 72z2 +3,2 + 7  Z + T(Z, ,Z 2 )= 12 2 1 2 1
Z, — Z, — 2z, — z, 

(27) 

(28) 

Transmitancja ta spełnia warunki (26) gdyż a00 =I , a20 = —1, a,„= , ao, = —1, boo = 2, 
bo, =3, b„ =1, b10 = 1. 
W tym przypadku ri = a„ —a,oao, = —2 , =a„, —a„a0,= —1 oraz =b1, —a,obo, =1, 
k, =b2, — a,obo, = 3 , = b„ — a2oboo = 2 , = b„ — aioboo =1 . 

Poszukiwana realizacja (26) ma postać 

O 1 0 O O 1 O Ó - O - O 
A Aii —a 1 O —a2o • to 1 0 1 0 .B,] =B[ 1 1 

A 2, A22 --a21 —'511 —aol 1  2 1 0 B, —ao, 1 
-520 bo, 0_ 3 1 3 0 bo, 3 

C = [C, C, j= F, T [ .o boo (]= [2 1 2 0],D=[bod=2 
Transmitancję (24) można napisać w postaci 

n nt 

EIbu ZrZ2-i 
T(Z„ z, )= 7  j: 

xx a 1 -2 

=Elli uz;-` z:7j (a00 =1) 
1=0 j=0 

(29) 

i=0 p=0 

Twierdzenie 9. [22]. Jeżeli są spełnione warunki (25), to odpowiedź impulsowa tego modelu 
Roessera przyjmuje tylko wartości nieujemne 

> O dla i O oraz j ?. 0 (30) 

Uwagi końcowe: 

W pracy dokonano syntetycznego przeglądu niektórych wyników dotyczących dodatnich 
liniowych układów 2W opisanych modelem Roessera. Ze względu na ograniczoną objętość tej 
Pracy nie zostały przedstawione inne ostatnie wyniki autora dotyczące między innymi: 
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1. dodatnich układów 2W ciągło-dyskretnych, w których jedna zmienna niezależna jest ciągła, 
a druga dyskretna [12] 

2. problemu regularyzacji singulamych układów 2W za pomocą sprzężeń zwrotnych od stanu 
lub wyjścia [11,13,14] 

3. stabilizacji układów 2W ciągło-dyskretnych za pomocą sprzężeń zwrotnych [12] . 
4. innych postaci warunków istnienia realizacji dodatnich oraz metod ich wyznaczania dla 

danych 2W macierzy transmitancji [20,21] 
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