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DODATNIE UKLADY DWUWYMIAROWE
OPISANE MODELEM ROESSERA

Streszczenie: Zaproponowano nowq klase dodatnich dwuwymiarowych (2W)
ukladow liniowych  opisanych modelem Roessera. Podano warunki
konieczne i wystarczajqce osiggalnosci dla zerowych warunkow brzegowych
oraz sterowalnosci (do zera) dodatniego 2W modelu Roessera. Wykazano,
Ze dodatni 2W model Roessera nie majacy nilpotentnej macierzy nodelu jest
nieosiqgalny dla niezerowych warunkow brzegowych oraz model ten Jest
sterowalny wiedy i tylko wiedy, gdy macierz modelu Jjest macierzq
nilpotentnq. Zostal sformulowany i rozwiqzany problem sterowania z
minimalnq energiq modelu Roessera. Podano warunki dostateczne istnienia
dodatniej realizacji w postaci kanonicznej dia 2W Junckji wymiernej.

POSITIVE 2D SYSTEMS DESCRIBED BY
THE ROESSER TYPE MODELS

A new class of positive 2D Roesser type models is introduced. Necessary
and sufficient conditions are established for the reachability for zero
boundary conditions and the controllability (to zero) of the positive 2D
Roesser type model. It is shown that the positive 2D Roesser type model
having not nilpotent system matrix is unreachable Jor nonzero boundary
conditions and it is controllable (to zero) if and only if the system matrix is
a nilpotent matrix. The minimum energy control problem Jor positive 2D
Roesser type model is formulated and solved. Sufficient conditions for the
existence of a positive realisation in canonical form are established.

1. WPROWADZENIE

Podstawowymi modelami dwuwymiarowych (2W) ukdadow limiowych s3 modele
zaproponowane przez Roessera [32], oraz Fornasiniego i Marchesiniego [4,5]. Osiagalnosé i
sterowalno$¢ dodatnich ukladéw jednowymiarowych byly rozpatrywane w pracach [1,2].
Osiagalno$¢ i sterowalno$¢ oraz sterowanie z minimalng energia uktadow 2W byty
analizowane w pracach [8-10, 23-30]. Metodg rozwiazania zadania sterowania z minimalng
energia klasycznego modelu Roessera podat po raz pierwszy Klamka [30]. Metoda ta zostata
nastgpnie uogdlniona na inne modele [28-31 ]. Wiasnosci dodatnich uktadéw 2W opisanych
modelem Fornasiniego - Marchesiniego byly analizowane w pracy [6,33]. Problem dodatniej
realizacji dla ukfadow jednowymiarowych byt rozpatrywany w wielu pracach miedzy innymi
[19], a dla uktadéw 2W opisanych modelem Roessera w pracach [20-22].

22 : AUTOMATION °98



Celem tej pracy jest syntetyczne przedstawienie niektorych wynikéw autora dotyczacych
dodatnich uktadow 2W opisanych modelem Roessera. Zostana podane warunki konieczne i
wystarczajace osiagalnosci i sterowalnosci do zera dodatniego modelu Roessera. Zostanie
sformutowane i rozwiazane zadanie sterowania z minimalna energia dodatniego modelu
Roessera. Podane zostana warunki wystarczajace na istnienie dodatniej realizacji w postaci
kanonicznej oraz procedura wyznaczania tej realizacji.

2. PODSTAWOWE MODELE 1 DEFIi‘IICJE.

Niech Ry:=[0,4¢0) oraz Z,:={0,,2,...}. Zbiér macierzy rzeczywistych o wymiarach nxm i
nieujemnych elementach oznacza¢ bedziemy przez R™ oraz Rl:= R™ .
Wezmy pod uwage model Roessera [32]

1
xr-(]) = Ax,-j- + Bu,:,- y Vi = Cx,-j +Dllij
H
h h ;
x: . P
i 1+l,j /2
XX.(,) = v y ’J = ) ij EZ+
i+ Xy

i
przy czym xg- e R™ jest horyzontalnym wektorem stanu, xUV- e R™ jest wertykalnym

wektorem stanu, Uy € R™ jest wektorem wymuszed, yij € RP jest wektorem odpowiedzi,

A A B
A=[ ! 2},3:[ IJ,C={C] 2]
Az Ay By

A € R B e R C, eR™, A, eR™ B,eR™™ C,eR™

Definicja 1. Model l(l) nazywa.my dodatnim modelem Roessera, jezeli dla wszystkich
warunkow brzegowych

h nyo ny .
X, €Ry JeZy, xjpe R ieZ, (2)
oraz wszystkich Uy eRP i, jeZ, mamy x; €Rl,n=n+n, oraz y;eR} dla i,jeZ,.

Twierdzenie 1 [16,17.18). Model Roessera (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy
A€R™ BeR™ CeRP™ DeR™ 3)

Macierz tranzyc;i Tij dla (1) jest okreslona nastgpujaco [32, 30, 7]
I, (macierz jednostkowa) dla i=j=0
T =TT, + T T, dla i,j20 (i+j#0) 4
T; = 0 (macierz zerowa) dlai<0 lub j<0
przy czym
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Twierdzenie 2 [16,17]. Macierz tranzycji Tjj dodatniego modelu Roessera (1) jest dodatnia

T, e R dla wszystkich i,jeZ + o 5

Rozwiazanie réwnania (1) z warunkami brzegowymi (2) ma postaé [32,30,7)

X, =%, 0,0+ YM_, u. : ©)
(p.g)eDy
przy czym
. . 0] ¢ X, B, 0
X, (7, J):= 2 7;—p.i v +2 7;.1-4 e M-P'J'-q:= it + T;‘P-i—q‘l B ™
p=0 Xpo ] =0 0 2
D,.j:={(p,q)eZ+xZ+,OSpSi,05q$j,p+q¢i+j} ®)

3. OSIAGALNOSC DODATNIEGO MODELU ROESSERA.

Definicja 2. Dodatni model Roessera (1) nazywamy osiagalnym dla zerowych warunkéw
brzegowych (ZWB) w punkcie (h,k).hk € Z,, jezeli dla ZWB (2) i kazdego x 12 e R}

istnieje ciag wymuszen ujj € RT G, )e D, taki, ze xp; = xf.

Definicja 3. Dodatni model Roessera nazywamy osiagalnym dla niezerowych warunkéw
brzegowych (NWB) w punkcie (h,k),h,k € Z,., jezeli dla dowolnych NWB (2) 1 kazdego

xy € RY istnieje ciag wymuszen uj € RY | (i, j) € Dy, taki, ze xpy =x f

Definicja 4. Zbior wszystkich nieujemnych kombinagji liniowych kolumn macierzy A e R™"
nazywamy dodatnim obrazem A (oznaczonym przez Im, 4)

Im, A= {y € R}y = Ax dla wszystkich x Rf} %)

Definicja 5. Mabierz R, € R™ nazywamy uogbéiniona dodatnia macierza permutacii wtedy |
tylko wtedy, gdy R, ma tylko jeden dodatni element w kazdym wierszu i kolumnie i pozostate
elementy zerowe

Twierdzenie 3 [16,17]. Dodatni model Roessera (1) jest osiagalny dla ZWB w punkcie
(h, k) wtedy i tylko wtedy, gdy

i) Im, R, = R] (10
lub réwnowaznie

ii) istnieje uogolniona dodatnia macierz permutacji R, Ztozonaz n kolumn R,

przy czym
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Ryi=[My, M, My, ., Mg, My, | an

Uwaga 1. Model Roessera (1) o skoficzonej pamigci ma nilpotentna macierz 4

In 2 —Al » _AZ '
det| " =z"z) (12)
~ 4, I, z,-4,

LAl ]

Korzystajac z ( 7) fatwo wykazac, ze jezeli zachodzi (12)to x,.(i,))=0dla i>n, j>n,.

Twierdzenie 4 [16,17]. Dodatni model Roessera (1) majacy nilpotentna A jest nieosiagalny

dla NWB

Twierdzenie 5 [16,17]. Dodatni model Roessera (1) jest osiagalny dla ZWB w punkcie
(h,k),jezeli rankR,, =n orazistnieje macierz R, taka, ze

R;k ERihﬂka)mx" (13) )

przy czym R;, jest prawa odwrotnodcia R, (R,‘,‘R[,, = I,,).

Przyklad 1. Wezmy pod uwage model (1) z

1 0i1 1
4 4, : B, o

A= =(0o 1:1,B=|""|=|0 (14)
AJ ‘44 .......... E““ 82 l

W tym wypadku n, =2,n, =1 oraz m=1
Aby sprawdzi¢ osiagalnoéé tego modelu w punkcie (k) =(1,2) korzystajac (14), (7) i (11)
obliczamy

00010
RlZ=[M12’M02’M11’Ml01M01]= 00100 (15)
1 0001
Latwo zauwazy¢, ze Im, R, = 3. Warunek (10) jest wigc spetniony i model ten jest osiagalny w

punkcie (1,2).
Macierz

Ry= [MIIIMIO’MOl]:'

(= =]
O O -
- O O

jest uogélniona dodatnia macierza permutacji. Warunek ii) twierdzenia 3 jest wiec rowniez
spetniony. Ciag wymuszen u(1,2), ktéry sprowadza model ten z ZWB do stanu x,eR} W

punkcie (1,2) ma postaé
T )
u(1,2) =["oo>”ao»uonuoz:un] = [0 0 u:]
przy czym
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Uy, 010
Uy =|uy [=R'x, =1 0 0x,
u, 0 01
Korzystajac z (15) otrzymamy
~ : 0 0 05
00 O
R, = erz[szerz]_l =0 1 0]|e R:“
1 0 0
0 0 05

Warunek (13) jest spetniony i zgodnie z twierdzeniem 5 model ten jest osiagalny w punkcie

(1,2).
4. SEROWALNOSC DODATNIEGO MODELU ROESSERA.

Definicja 6. Dodatni model Roessera (1) nazywamy sterowalnym (do zera), jezeli istnieje ciag
wymuszen u, e R? , (i, )) € Dy dla dowolnych NWB taki, ze x, =0.

Twierdzenie 6 [22]. Dodatni model Roessera (1) jest sterowalny (do zera) wtedy 1 tylko
wtedy, gdy macierz 4 tego modelu jest macierza nilpotentna, '

5. STEROWANIE Z MINIMALNA ENERGIA DODATNIEGO MODELU ROESSERA

Wezmy pod uwagg dodatni model Roessera (1) oraz wskaznik jakosci o postaci

Iwy= Yul Qu, (16)

przy czym () jest mxm symet(r;qc);:; dodatnio okreSlong macierza wag taka, ze
Q-—l mxm .

Dane sa macierze 4,B modeli (1), macierz weg Q i punkt (k k), nalezZy wyznaczyé ciag
ujj eRY, @, J)Y€Dpp . ktory przeprowadza ten model z ZWB do pozadanego stanu
X f = xpj oraz minimalizuje wskaznik jakosci (16).

Aby rozwiaza¢ ten problem definiujemy macierz
‘ Wo(hky= Y M, ,, O"'M] . =R,OR], aamn

(P.q)eDy

przy czym Mh—p,k—q’ Ry, sa okreslone przez (7)i (11)
) — dgiaolo=l =11 phkmxhk
Qd.=drag[Q Y] ]ER+. Xt

Latwo wykaza¢, ze macierz WQ (hk)e fo” jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
R, ma pelny rzad wierszowy
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Definiujemy ciag wymuszen

1;,-1-;=Q"1M,{_,.,k_ jWé’l(h,k)x f» (.)€ Dni (18)
Zauwazmy, ze @ € R’ dla kazdego x ; & R jezell
WQ*‘(h,k)esz” (19)
Twierdzenie 7. [17]
Zalozmy, ze ‘ ) .
i) dodatm model Roessera (1) jest ostagalny dla ZWB w punkcxe k), :
i) 07l e RI™™ oraz (19) jest spetniony,

1t} ﬂij,(i, ) € Dyt jest dowolnym ciagiem wymuszen, ktory przeprowadza ten model z ZWB
do pozadanego stanu x £ = xp .

Wiedy ciag wymuszen (18) realizuje to samo zadanie oraz

I(#)< 1(w) (20)
Ponadto minimalna warto$¢ wskaznika (16) jest rowna
1(&)=x}'WQ'1(h,k)x f @1

6. DODATNIA REALIZACJA MODELU ROESSERA W POSTACI KANONICZNEJ.

Macierz transmitancji modelu (1) dana jest zaleznoscia [32,30,7]

[ z,—4, -4 -
T(z,,z2)=c[ '_;1 ‘ ; ! A} B+DeR"™(z,z,) (22)
3 4

7 -
sdp =2

Definicja 7. [21,22]. Macierze 4,B,C,D nizywamy realizacja macierzy T (zl,zz) jezeli
macierze te speiniajg réwnos¢ (22). Realizacj¢ (4,B,C,D) nazywamy minimalna, jezeli
macierz A ma najmniejszy wymiar wérdd wszystkiich realizacji macierzy T(zl,zz).

Definicja 8. [21,22]. Macierze (3) spetniajace (22) nazywamy dodatnig realizacjg macierzy
T(zl"z)

Definicja 9. [23]. Model Roessera o jednym wejsciu i jednym wyjsciu ma posta¢ kanoniczny
jezeli podmacierze A, AL, 4 Ay, B L B, LG | C, maja nastepujacy strukture

0 1 0 - 0 00 0
0 [} 1 0 {0 0 0
Al P I , Alz = e ,
0 0 0 1 0 0 0
—dy, Ay, —lys Do, 10 0
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a, a, -4, 1 0 .- 0
Iy Oy, —dy 01 -0 )
E= 3 (P SO LI A, =] 23
& L » R "an,—l.q 0 0 « 1} @3)
an,l anzn, _anzo 00 0 \
0
0 b
i b,
B=|:|, By=| |, C=[e ¢,-¢c,], C=[c, 0--0 1 0---0]
0 :
1 ' b”’

Wezmy pd uwage whasciwa transmitancje peratorowa o postaci

n m
n=i_m—j
ZEbrizl %

T(z,,zz) = %——,“ @y =1) (24)
n—i _m—j

a,z/" z;
i=0 f=0

przy czym by i a, dla i=0,,..,n;j=0),....,m sg rzeczywistymi wsp6iczynnikami.

Twierdzenie 8. [22]. Istnieje dodatnia realizacja w postaci kanonicznej transmitancji (24),
jezeli
b; 20 oraz a; <0 dla i=0]l,...,n, j=0,1,.,m, (ay, = }) 25)

Ta dodatnia realizacja ma postaé

0 1 0 0 0 0
O 0 ]' nxn O O O nX2m
A” — .0 ............ 0 0 ................. €R+ s A]z = O_O ......... 6 ER+
Ty a2 i 10 Y
_Enl _C_ln—l.l _(71 1 ]
T T v A
_Enm an—l.m —alm 2mxn
Ay, =l — — — J€R™",
. bnl bn—l.l bll *
I I n
_bnm b—l.m )m_J
(26)
[—a,, 1 0 00 0 - 0]
—a, 0 1 000 - 0
-a 090 010 0
A . Om eRZmXZm
14, 00 001 - of
b, 0 0 000 0
_me 0 0 0 0O OA
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—_am 1
0 ~Ap
: Cl = [bno bn—l.u U blo] € Rix" :
B = 0 eR™, B, =|-a,, e R*™ ,D=[by]e R
b .
1 o Cy=lby 0:-0 1 0..-0[eRM"
by I
L bOm J
_ i=l...n _ i=1,..,n
przy czym a; =a —aiofzoj dla F=tom oraz b; =b; ~a,b,; for j=ol.. 27
Przyklad. Wyznaczy¢ dodatnig realizacj¢ (26) transmitancji operatorowej
2zlz, 432  +z,z, +z2
- ot R 1 THe T e
T(zi,2) iz, -zl =2z 2, @8)

Transmitancja ta spetnia warunki (26) gdyz a,, =1, a,,=~1, a,, =2, a, =-1, b,=2,
by =3, b, =1, b,=1.

W tym przypadku @, =q,, —a,,a, =-2 ay =@, —aya, =—1 oraz i’-n =b, —ayb, =1,
b, =by —ayb, =3, Ezo = by —ayby =2, Exa =by—aby, =1.

Poszukiwana realizacja (26) ma postaé

0 1 0 0 61 00 0 0
gl Az]_|=@% -ay. 1 0l 11 0 10 s|Bl] bt
Ay Ayl =T, -d, -ay O [1 2 1 of" B | [-a,| 1]
by b, by 0/ |31 30 by, 3
C=[C, G]=[bys Bio by 0]=[2 1 2 0} D=[y,]=2
Transmitancje (24) mozna napisaé w postaci
PN
T(zhzz)=%‘l_—‘~= zhijzl—'z:'-j (a2 =1) (29)
GUZ,_' Z.,_" =0 j=0
i=0 j=0 )

Twierdzenie 9. [22]. Jezeli s spefnione warunki (25), to odpowiedz impulsowa tego modelu
Roessera przyjmuje tylko wartosci nieujemne

#,20dla i>0 oraz j20 (30)
Uwagi koficowe:

W_ pracy dokonano syntetycznego przegladu niektérych wynikéw dotyczacych dodatnich
liniowych uktadéw 2W opisanych modelem Roessera. Ze wzgledu na ograniczong objgtos¢ tej
Pracy nie zostaly przedstawione inne ostatnie wyniki autora dotyczace migdzy innymi:

————
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1. dodatnich uktadéw 2W ciagto-dyskretnych, w ktorych jedna zmienna niezalezna Jest ciagta,
a druga dyskretna [12]
. problemu regularyzacji singularnych uktadéw 2W za pomocsg sprzgzef zwrotnych od stanu
lub wyjscia [11,13,14] :
- stabilizacji uktadéw 2W ciagto-dyskretnych za pomoca sprzezen zwrotnych [12]
4. innych postaci warunkéw istnienia realizacji dodatnich oraz metod ich wyznaczania dla
danych 2W macierzy transmitangji [20,21]

8]

w
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