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UKLADY ANTYCYPACYJNE JEDNO
IDWUWYMIAROWE

Streszczenie. W pracy zostaly wprowadzome pojecia  ukladdéw
antycypacyjnych  jednowymiarowych ciqglych i dyskretnych oraz
dyskretnych ukladow dwuwymiarowych (2D). Uklad dyskretny jest
nazywany antycypacyjnym, jezeli jego wektor stanu oraz wektor
odpowiedzi zalezq od przysslych warto$ci wymuszeh. Uklad ciggly jest
nazywany antycypacyjnym, jezeli jego wektor stanu oraz wekitor
odpowiedzi zaletq od pochodnych wymuszeh. Zostaly sformulowane i
udowodnione warunki konieczne | wystarczajgce dla  antycypacji
singularnych  liniowych ukladéw cigglych [ dyskretnych. Zostalo
wykazane, ze: 1) singularne obwody elektryczne nie sq ukladami
antycypacyjnymi; 2) uklad dyskretny otrzymany w wyniku dyskretyzacji
z ukladu ciqglego jest antycypacyjny dla dowolnej dlugosci kroku
dyskretyzacji wtedy i tylko wtedy, gdy ukfad ciqgly jest antycypacyjny.
Zostaly rowniez sformuiowane i udowodnione warunki konieczne i
wystarczajqce dla antycypacji singularnego 2D modelu Fornasiniego-
Marchesiniego oraz singularnego 2D modelu Roessera.

ANTICIPATORY 1D AND 2D SYSTEMS

t
Abstract. Notions of anticipatory systems for discrete-time and continuous-
time 1D linear systems and 2D discrete linear systems are introduced. A
discrete-time system is called anticipatory if its state vector and output
vector depend on the future values of inputs. A continuous-time system is
called anticipatory if its state vector and output vector depend on the
derivatives of inputs. Necessary and sufficient conditions for the
anticipation of singular discrete-time and continuous-time 1D linear
systems are established. It is shown that: 1) the singular electrical circuits
are not anticipatory systems; 2) the discrete-time system obtained by
discretisation from continuous-time one is anticipatory for any value of the
discretisation step if and only if the continuous-time system is anticipatory.
Necessary and sufficient conditions for the anticipation of the singular 2D
Fornasini-Marchesini model and the singular 2D Roesser model are
established,

1. Wprowadzenie

W ostatnich latach obserwuje si¢ dynamiczny rozwdj teorii ukladéw antycypacyjnych,
giéwnie dyskretnych [26,3,4]. Definicje ukladéw antycypacyjnych sa rézne i na ogét mato
precyzyjne [26]. W pracy tej zostany podane precyzyjne definicje antycypacyjnych
dyskretnych i ciaglych ukladéw liniowych. Uklad dyskretny nazywaé bedziemy
antycypacyjnym jezeli wektory stanu i odpowiedzi zaleza od przyszlych wartodci wymuszen.
Uklad ciggly natomiast nazywaé bedziemy antycypacyjnym, jezeli wektory stanu i

SESIA PLENARNA 7




odpowiedzi zalezg od warto$ci pochodnych wymuszes.” W pracach [7-10] wykazano, ze w
singularnych ukladach dyskretnych przebiegi odpowiedzi moga zaleze¢ od przysziych
wartosci wymuszen, a w singularnych ukladach cigglych od wartosci pochodnych wymuszen.
Obwody elekiryczne s przyktadami ukladéw singularnych [8]. Pojawia sie wige pytanie czy i
przy spelnieniu jakich warunkéw te obwody elektryczne s uktadami antycypacyjnymi. Niech
singularny liniowy uklad ciaglty bedzie ukladem antycypacyjnym. Z ukladu singulamego
ciaglego w wyniku dyskretyzacji otrzymamy odpowiedni singularmny uktad dyskretny. Czy
otrzymany uktad dyskretny moze byé ukladem antycypacyjnym? Czy wlasnosé antycypacii
zalezy od dlugosci kroku dyskretyzacji? Celem tej pracy jest danie odpowiedzi na powyzsze
pytania. Zostang sformutowane i udowodnione warunki konieczne i1 wystarczajace na to, aby
uklad singularny dyskretny i ciagly byl ukiadem antycypacyjnym. Zostanie wykazane, Ze
ukiad dyskretny powstaly w wyniku dyskretyzacji z ukladu ciagltego jest ukladem
antycypacyjnym dla dowolnej diugosci kroku dyskretyzacji wtedy i tylko wtedy, gdy uklad
ciagly jest antycypacyjny. Zostang roéwniez sformulowane i udowodnione warunki
konieczne i wystarczajace dla antycypacji singularnego 2D modelu Formasiniego-
Marchesiniego oraz singularnego 2D modelu Roessera.

2. Uklady dyskretne.

Niech R bedzie zbiorem macierzy o elementach rzeczywistych i wymiarach pxn oraz
R7:= R,
Wezmy pod uwagg ukiad dyskretny opisany rOwnaniami

Ex, =Fx,+Gu (la) y,=Cx,+Dy ieZ:={012,.} (1b)

przy czym x; €R", u, €R", y, €R” sg odpowiednio wektorem stanu, wymuszenia i

odpowiedzi w chwili dyskretnej i/,a E,F e R™, G eR™, CeR™ i D e R"™".

Jezeli detE # 0 to uklad (1) nazywamy standardowym. Natomiast jezeli det E =0, to uktad
ten nazywamy singularnym.

Zakladamy, ze pgk (£, F) jest regularny, tzn.

det[Ez— F]= 0 dla pewnych z € C (zbidr liczb zespolonych) t )

Jezeli jest spelniony warunek (2), to

(Ez-F]'= Z(D P &)

i==y

przy czym u jest indeksem nilpotentnosci, a @, jest macierza fundamentalng okreslong
zaleznodcig

I, dla i=0

4
0 dla i#0 )

EQ, ~FO,_ =®,E-O,_F= {

I, - macierz jednostkowa stopnia 7
Rozwiazanie réwnania (1a) ma posta¢ [11,10,21-23]
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irp—1
X, =® Ex,+ ). @, Gy, )
k=0
Z zaleznosci (5) wynika, ze jezeli u>1, to rozwigzanie x, zalezy od przyszlych wartosci
wymuszen, czyli u, dla k>i.

Definicja I Uktad dyskretny (1) nazywamy antycypacyjnym, jezeli wektor stanu x, i wektor
odpowiedzi y, w chwili dyskretnej i zalezg od przyszlych wymuszen u, dla &>i.

Twierdzenie 1. Uklad standardowy (1) nie jest uktadem antycypacyjnym.
Dowdd. Jezeli det E # 0, to istnieje £~ i mozemy napisaé

[Ez- F]—1 = [E(I,,Z—- E_lF)]_1 = (Inz— E"F‘)—l E'l= i(E_IF)iE—lZ_(”l) ®
=0
gdyz (Inz— E"F)-l = i(E‘lF)iz—(i+l)
i=0
ARYED dla i
Wobec tego z (6) mamy @, = {(E F(;) E der :Zg

przypadku x,; (a wigc réwniez y,) nie zalezy od przyszlych wartosci wymuszes. g

oraz (=0. Z (5) wynika, ze w tym

Twierdzenie 2. Singulamy uklad dyskretny (1) jest antycypacyjny wtedy i tylko wtedy, gdy

i

rzad E>st det[Ez-F] - ' O

gdzie st.det[Ez-F] oznacza stopieri wielomianu, kiéry otrzymujemy po rozwinigciu
wyznacznika det[Ez-F].

Dowéd. Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa o dekompozycji peku regulamego (£, F) [11]
wykazemy, ze indeks nilpotentnosci 2>1 wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi (7). Jezeli jest
spetniony warunek (2), to istnieja macierze nieosobliwe P,Q e R™" takie, ze [11]

Iz~ 4 0
PlEz-Flo=| " ., ®

przy czym n =stdet{Ez—F], n,=n-n, A €R"™, a NeR™™ jest macierza
nilpotentng o indeksie 4, tzn. N*” #0, N* =0. Indeks nilpotentnoéci u jest wymiarem
najwickszej klatki Jordana odpowiadajacej zerowej wartosci wlasnej pary (EF) [11]. Z
zaleznosci (8) wynika natychmiast, ze rzad E = n, wtedy i tylko wtedy, gdy N=0 czyli gdy
#=1. Warunek (7) jest wigc spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy £&>1. Ze wzoru (5) wynika, ze
wtym przypadku x, zalezy od u;, dla &>i. o .

3. Ukiady ciqgle

Wezmy pod uwage uklad ciagly opisany réwnaniami
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Ex = Ax+ Bu, x(0)=x, (9a) y=Cx+Du (%b)

przy czym x=%, x=x(t) eR", u=u(t) eR", y=y(t) e R’ sq odpowiednio wektorem
stanu, wymuszenia i odpowiedzi w chwilit,a E,4 e R™, BeR"™™, CeR” i D e R,

Jezeli detE =0 to uklad (9) nazywamy standardowym. Jezeli natomiast detE =0, to uklad
ten nazywamy singularnym,
Zaktadamy, ze pek (K, 4) jest regularny, tzn.

det[Es— A]# 0 dla pewnych s C (10)

Jezeli jest spetniony warunek (10), to

[Es—A]" = i(b,s"’*” an

b= gt

przy czym u jest indeksem nilpotentnosci, a @, jest macierzq fundamentalng okreslong
zaleznoscig [16,22,23)

I, dla i=0

E(D,.—Ad),_,=<D,E—<D,._|A={O da 0 (12)

Rozwigzanie x(f) rOwnania (9a) ma postaé [16,8]

t H
x(t) = e®" O, Ex, + [e* 0, Bu(z)dr+ Y ©_ (BuV + Ex,6U™) (13)
[}

j=

s d! )
przy czym u" =77, 3 oznacza pochodna (dystrybucyjna) j-tego rzedu impulsu
(dystrybucji) Diraca 5(¢) . e
Z (13) wynika, ze jezeli £>1, to rozwiazanie x(f) zalezy od pochodnych wymuszenia u(2).
Definicja 2. Uklad ciagly (9) nazywamy antycypacyjnym, jezeli wektor stanu x i wektor
odpowiedzi y zalezg od pochodnych wymuszen u. .

Twierdzenie 3. Uklad standardowy (9) nie jest ukladem antycypacyjnym.

Dowéd. Jezeli detE =0, to analogicznie jak dla ukiadu dyskretnego (1) mozna udowodnig,
e

gV ED dla i20
P, ={(E A) £ oraz 1=0. (14

0 dia i<0
W tym przypadku ze wzoru (13) wynika, Ze x nie zalezy od pochodnych wymuszenia u. g

Twierdzenie 4. Singulamy ukiad ciagty (9) jest antycypacyjny wtedy i tylko wfedy, gdy

rzadE>st.det[ Es-A] (15)
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Dowdéd. W sposob analogiczny jak dla uktadu dyskretnego (1) mozna udowodnié, ze warunek
(15) jest spelniony wiedy i tylko wtedy, gdy indeks nilpotentnodei z2>1. Ze wzoru (13)
wynika, ze w tym przypadku x zalezy od pochodnych wymuszenia u. o

4, Obwody elektryczne

W pracy [19] wykazano, ze jezeli w obwodzie elektrycznym za zmienne stanu (sktadowe
wektora x) przyja¢ napigcia na kondensatorach i w obwodzie tym wystepuje przynajmniej
jedno oczko zawierajace wyltacznie idealne kondensatory oraz idealne 7rédla napigcia to
macierz £ w réwnaniu (9) tego obwodu jest osobliwa. Dualnie jezeli w obwodzie
elektrycznym za zmienne stanu przyjaé prady w cewkach i w obwodzie tym wystepuje
przynajmniej jeden wezet, do ktérego sa dolaczone tylko idealne cewki oraz idealne zrodia
pradu, to macierz £ w réwnaniu (9) tego obwodu jest osobliwa. Obwody elektryczne typu
R,L lub R,C sg przyktadami stabo dodatnich ukladow singularnych [16,8]. Pojawia sie wiec
pytanie czy sg one réwniez przykladami uktadow antycypacyjnych. Aby odpowiedzieé na to
pytanie weZmy pod uwagg obwdd n oczkowy o danych rezystancjach i indukcyjnosciach
Ly,Ly,....L,, oraz m napigciach Zrédlowych eyey,...em. Niech iy,iy,...i, bgda pradami
oczkowymi tego obwodu. Korzystajac z metody oczkowej [19] mozemy napisa¢ dla tego

obwodu réwnanie (9a), w ktérym x = [i1 L. i,,]r, u= [e, e .. em]r (T - oznacza
transpozycje)
B R B
A
I 0 4 4 B, B k&
E= r ,AZ Rnxn’B_; Rnxm,A:z Lz [ L
[o o} [Ag 4,1¢ B, | A O
A Ry _ R
I, L ' T
Ripet in
L v 'R— Rnl_l Rnl_r r+lr+l Rr+],r+2 Rr+l,n
Borm L R R R +2,r+ -R +2,r+ Rr
A2:= I,, l’l ,A3:: r«:er,I r-:rz,r , A4:= r :Z.rl r:2,r 2 4:—2.11 (16)
% .. % Rnl Rnr Rn,r+l Rn,r+2 - Rnn

Ry sg rezystancjami wlasnymi (i = j) oraz wzajemnymi (i # j) oczek spetniajacymi warunki

>0 dla i=j "

R, =R, " oraz B> YR, i=l,m an
v / >0 dla i #J Ja=l
il

Latwo wykazaé, ze macierz A4, kidrej elementy spelniaja warunki (17), jest macierza
nieosobliwa [19], det 4, = 0.

Wykazemy, e dla tego obwodu macierz N w dekompozycji Weierstrassa (8) peku (& 4) jest
macierza zerowa i indeks nilpotentnosci z=1.

Biorac pod uwagg, ze istnieje macierz odwrotna 4;' wybieramy w tym przypadku

po|dr —AA] Q:[ 1.'. olJ
0 I ’ —A4 A3 A4_

n=r
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—~1
Z zaleznoscei (23) wynika, Ze s, =‘—z‘-A7— sezyli z; =1+ Ats, dlai=1,2,...,n. ¢

Twierdzenie 6. Uktad dyskretny (1), powstaty w wyniku dyskretyzacji z uktadu ciagtego (9),
jest uktadem antycypacyjnym dla dowolnej diugosci kroku Af > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
uktad ciagty jest uktadem antycypacyjnym.

Dowéd. Zgodnie z twierdzeniami 2 i 4 teza zostanie udowodniona, jezeli wykazemy, ze
st.det[Ez — F] = st.det[ Es — 4] (24)

Z lematu wynika, ze liczba wartosci wiasnych par (£,4) i (EF), a wiec réwniez stopnie
wielomianow det[Es-A] i det[Ez-F] sq takie same. Zachodzi wigc réwnosé (24). g

6. Dwuawymiarowe uklady liniowe.
6.1.  Singularny model Fornasiniego-Marchesiniego.

Rozwazmy liniowy uktad 2D opisany réwnaniami
Ex =Ayx; + Ax,,  + 4%, +Bu; (253) Yy =Cx, + Du, (25b) LjeZ,

gdzie x; e R" jest semiwektorem stanu w punkcie (i), u; €R™ jest wektorem

i+, j+1 i+l j

wymuszenia, y, € R jest wektorem odpowiedzi, a EeR™, 4, eR™, k=02,
BeR™,CeR™, DeRP™ . Uklad (model) (25) nazywamy singularnym pierwszym
modelem Fornasiniego-Marchesiniego jezeli det E =0 oraz standardowym jezeli detE = 0.
Zatézmy, ze
detlEzz, — 4, - Az, ~ 4,2,]= 3 d, 2!z 26)
in0 j<=0
oraz d,, # 0 dla pewnych dodatnich liczb calkowitych n,n, (n, <n, n, <n).
Jezeli powyzsze zalozenie jest spetnione, wéwczas [11]
[Ez,2, — 4y — Az~ Ayz, ] = > DT 770750 @7
==ty f=—ty :
przy czym para (44,4,) jest indeksem nilpotentnosci uktadu (25) oraz macierze tranzycji T,
sg zdefiniowane nastepujaco

£, - {AOT_,'_1 + AT, + AT, +1 28

, dlai=j=0
AT+ AT+ 4T, dai#0 i/lub j#0

iT;=0dlai<—y i/lub j<—u,.

-1,j-

Rozwigzanie x; réwnania (25) z warunkami brzegowymi
xo dla ieZ, i x, dla jeZ, 29)
oraz dla ciagu wymuszen u, jest dane przez [11]

I+ J+u i+ b
Xy = Z Tet joa By + Z(T:'—k—l,j—l—l [Ao > B{ B i! + I;’-—k,j—lAlxk()] +

k=l I=] k=1 k0

J*
+ [Tt—l.j-l-l [Ao :B{zm:l + Tl—l,j—1A2x01 J + 7;—1,/—1 [Ao > B{xm] dla §,j=0 (30)

1=l o/ 00
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Ze wzoru (30) wynika, ze jezeli g, 21 oraz/ lub Hy 21 wowezas rozwiazanie x; zalezy od
przyszlych wartodci wymuszed u, dla k>i,1> f.

Definicja 3. Uktad (model) (25) nazywamy antycypacyjnym, jezeli semiwektor stanu X, oraz
wektor odpowiedzi y; zaleza od przyszlych warto$ci wymuszen u,, dla k >,/ > ;.

Twierdzenie 7. Singularny uktad 2D (25) jest antycypacyjny wtedy i tylko wtedy, gdy
st , adj|Ezz, — 4y — Az, ~ 4,7, 251, det[Bz,z, ~ 4, — 4z, — dyz,] dla i=12 G1)

przy czym st, oznacza stopiefi macierzy wielomianéw (lub wielomianu) wzgledem do z,,

i=12 oraz adj A(z,,z, ) oznacza macierz dolaczona macierzy Alz,z,).

Dowéd. Niech st , adilEzz, - 4, - 4z, - 4,2,)=g,
oraz st, det[Ez,z2 — 4y~ Az, - Az, ]=n dlai=12.
Wowczas, wykorzystujac dobrze znang procedure dzielenia wielomianéw z

= adj[Ezz, - 4, — Az - 42)
det[Ezz, — Ay~ Az, — Ayz,| -

(Ez,2, - 4, ~ A4z~ 4z, ] (32
otrzymujemy (27) gdzie g, =g,-n,+1 dla i=12. Zatem, jezeli zachodz (1) wowczas
M, =1 i ze wzoru (30) wynika, ze rozwiazanie x; zaleZzy od przysztych warto$ci wymuszesi.
W tym przypadku z réwnania (25b) wynika, ze Y, réwniez zalezy od przysztych wartosci
wymuszefl. Zgodnie z definicja 3 uktad (25) jest wigc antycypacyjny wtedy.i tylko wtedy, gdy
zachodzi (31). O ’ ‘ :

Uwaga: Niech rzadE=1zad[F, 4,,4,]. Wéwczas (31) jest spehione tylko wtedy, gdy
1zad E > st, det[Ez 2z, ~ 4) — 4,2, - 4,2z, ] dla i=1,2.

Przyklad. Rozwazmy model (25a), dla ktérego

0 1 0}, 1 00 000 010 1
E=|0 0 1,4=[0 0 0,4=|0 1 0,4,=|1 0 0/,B=(0 (33)
000 010 0 00 0 00 1
W tym przypadku n=3,m=1
' -1 zz,-z 0
det[E2122 -4, -4z, —Azzz]= -z, -z, z,2,|=—zz,
0 -1 0
oraz d, =-l,n =n, =1,
Korzystajac z (32) otrzymujemy
~zz, 0 zz}-ztz?
[Ezlzz 4y -4z _Azzz]_l - 0 0 &% =
. %2 -2, 1 —zzl+zi-z |
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1 0 z,~2,2,

= 0 0 -1 =120 2+ T, 52, 4T, 527 2, + T 4T 527 + T, 27 + T2z
-zt 7'z -z, +z'z, 2]
gdzie )
00 -1 0 0 1 000 -1 0 0
Th2=|0 0 O0LT,,=10 0 0|Z,,=|0 0 0,7, ,=[0 0 —I|,
00 0 0 0 -1 001 0 0 0
00 0 0 00 00
T,,={0 0 0%, =0 0 olT,=
00 -1 -1 00 0

Statd ql=q2=2 ip‘.—q,—ni+l dlai=1,2.

Stosujac (30) otrzymujemy

i+2 j+2 i+2
Xy = ZZ Tt joiaBuy + Z[T;‘—k—l.j—l-l [Ao »B {xw} T4 ij +

kel 1ot k=l Ugo

. (34)
+2
+ 2(7;4,;-1-1 [Ao s B{xw} +T jad xolJ +T 44 [Ao B {xw }
=] Uy, Yoo
oraz

i —Up Uy U Uy
X, = —uy

L thy Uy =Uyy =20y — gy + g ~ Uy,

LW R Rt e o Y

X, = -y, dla j>1

"yt Uy g —Uo ;=W ~ Uy,

( U U Uy )
%, = —u, dia i>1

=i F U~ U~ g Ut X~ X

-

U T Uy g Yy

X, = —u,, dla i>11i j>I

|~ ¥ty TRy Y |
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6.2. Singularny model Roessera.

Rozwazmy liniowy uktad 2D opisany réwnaniami

xh, x!
E{ =™ 1+ By, (352)
X 4 Xy
¥y =¢ o +Duy (35b)
i

gdzie x; €R™ jest horyzontalnym semiwektorem stanu, x; € R™. jest wertykalnym

semiwektorem stanu, u, € R" jest wektorem wymuszenia, Yy €RP jest wektorem
odpowiedzi oraz

,CeRPPm) pe gem

E=[Eu E,{I E, eR™™ A=[Au Au] 4, e ™™ {Bljl B, e R™™
N 3 > Bz

Ey Ep[ E,eR™ Ay Ay Ay, e R " B, e R™"

Ukfad (model ) (35) nazywamy singularnym modelem Roessera jezeli detE=0 i
standardowym modelem Roessera jezeli det E # 0.

Zaltézmy, 2e

| Bz, ~4, E,z,-4 1 o

d(zl,z1)=det[ AT et '2}=22d,]z{z{ (36)
Epzi—4, Epz-4,| i3 7=0

oraz d, #0 dla pewnych dodatnich liczb catkowitych r,r,(r, <n,,r, <n,)"
Jezeli to zalozenie jest spetnione, wéwezas [11] -
-1
[Euzl -4, E,z, "Alzjl _ 5: ifsz)zium G7)
E,z—4, E,z,—4, [y — g
gdzie para (u;,4,) jest indeksem nilpotentnosci ukladu (35) a macierze tranzycji T, sa

ij
zdefiniowane nastepujaco [11]

. I, dla i=j=0 E, E,
E, 0 +{0,E, T, —AT_ . = " JE = E, = 38
2 Vi + 0., =L L {o dla i#0 i/lub j#0 ' [En P E, 38)

oraz 7, =0 dla i <~y . i/lub j < —g,

Rozwigzanie x, réwnania (35a) z warunkami brzegowymi

x:j’.iezqrﬁ xi‘;),iEZ+ (39)
jest dane przez [11]
I+ p=t f4p, =1 ity ~1 H -1
Xy = 2 Z Ty Buy + ), T;‘J—l-lElx(')'[ + T Eaxin (40)
k=0 1m0 = =0

Ze wzoru (40) wynika, ze jezeli 4y >1 oraz/lub u, >1 wéwezas rozwiazanie x; zalezy od
przyszlych wartosci wymuszed u,, dla k>i,1> j.
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Definicja 4. Uk}ad (model) (35) nazywamy antycypacyjnym, jezeli semiwektor stanu x;
oraz. wektor odpowiedzi y, zaleza od przysztych wartosci wymuszen u,, dla k>i,0> ;.

Twierdzenie 8. Singularny uklad (35) jest antycypacyjny wtedy i tylko wtedy, gdy
rzad E, > st , d(z),2,) dla i=12 41
gdzie d(z,,z,) jest okreslone przez (36).

Dowéd. Latwo pokazad, ze

st ,'adj[E“zl ~4y Epz, -4,
Eyz ~ 4y Enz, -4,

Wykorzystujac dobrze znang procedure dzielenia wilomianéw do

~1
[E"z,-An Elzzz_An] - 1 ad'{Enzl -4, EIZZZ_AIZ}
Enzi -4, Enzy—4y d(z,,z,) Eyz -4y Epz, - Ay

otrzymujemy p, =rzadE, ~r, +1 dla i=1,2. Zatem, jezeli zachodzi (41) wowczas u, >1 i

] =rzad E, dla i=12 (42)

(43)

*ze wzoru (40) wynika, ze rozwigzanie x; zalezy od przyszlych wartosci wymuszen. O

Przyklad 3. Rozwazmy mode] (35a), dla ktérego

1 0i0 0 0 -1:0 -1 1
(44)
W tym przypadku n, =n, =2, m=1
zz2 1 0 1
d(zl,zz)=det[E”z] -4, Epz, "A12]= 0 z-1 0 -I =21,
Byz~4y Epzy—-Apf |1 2z, -1
0 -1 0 0
oraz , =r, =1.
Wykorzystujac (43) otrzymujemy
zz 1 0o 1]
[E”z, -4, E,z, —A,,]“ 10 -1 0 -1 _
E,z -4, Euz,-4, 1 2 z -1
0O -1 0 o
z, z, 0 2,2, z! z;! 0 1
Lo 0 0 -zz || 0 0 0 -1
_zlzz -1 -z-1 z, =-z}+2z | —zy'zy mzy -z 73 -z27 422
0 -zz, 0 -zlz,+z3, 0 -1 0 -z, +]
=TguZ +Tpp2,25 + T + 402y + 102 + T2y 25!
gdzie
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000 000 O 0 0 0 1
0 00 0 6 00 0 0 0 0
T = ’T_ = ,T_ = >
1000 o™ oo o0 -1 o 0 0 o
00 0 -1 0 00 0 0 -1 0 1
0 0 00 1100 0 0 00
0 0 00 0000 0 0 00
T—I,O = 3T = b Too
0 -1 1 2 0000 -1 -1 0 0
0 0 0 0} 0 000 0 0 00
Stad p) =123d £, —r, +1=2 oraz u, =1zadE, ~r, +1=1
Stosujac (40) otrzymujemy
i, + u,_u
i+l J i+l —ul, L.
X, = ZZT;-k-l,j—I-lBulzl + ﬁTl.j—l-lElx:I +2, TomsBaxio=| 7 dlai,j>0
=0 10 1=0 o T U g T U g U
~Uy + u,

7. Uwagi konicowe i problemy otwarte

Liniowe uklady standardowe ciagle i dyskretne sq ukladami nieantycypacyjnymi. Singularne

uklady ciggle 53 uidadami antycypacyjnymi wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelniony warunek

(15), a singularne uktady dyskretne, gdy jest spetniony warunek (7). !

Wykazano, ze:

1) obwody elektryczne nie sa uktadami antycypacyjnymi

2) ukiad dyskretny powstaly w wyniku dyskretyzacji z ukladu ciaglego jest ukladem
antycypacyjnym dla dowolnej dugosci kroku dyskretyzacji wtedy i tylko wtedy, gdy uktad
ciagly jest antycypacyjny.

Zostaly sformutowane i udowodnione warunki konieczne i wystarczajace dla antycypacji

singularnych liniowych ukladéw dyskretnych 2D.

W pracy [17] przeprowadzono analize wplywu dtugosci kroku dyskretyzacji na wewnetrzna i

zewnetrzna dodatniodé i stabilnog$é asymptotyczng ukltadu dyskretnego otrzymanego w

wyniku dyskretyzacji z uktadu ciaglego.

Problemem otwartym jest analiza wplywu dhigosci kroku dyskretyzacji na osiagalnosé,

sterowalnos¢ i obserwowalno$é dodatniego ukladu dyskretnego otrzymanego w wyniku

dyskretyzacji z dodatniego ukladu cigglego [11,20].

Problemem otwartym jest réwniez przeniesienie tych rozwazah na singulamne ukiady

dwuwymiarowe ciaglo-dyskretne [1 8].
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