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TEORETYCZNE PODSTAWY GLOBALNEJ OCENY
ROBOTA I INNYCH URZADZEN PODDANYCH DZIALANIU
NARAZEN

Badania powtarzalnosei [4] jak i sztywnosci [5] pod wplywem narazen §
wykazaly,ze olbrzymie ilosci danych wymagajq pewnej miary synletycznef :
pewnego wskainika, ktéry bytby miarq globalng jako$ci robota lub innego
urzqdzenia,ktérego parametry wielokrotnie sq sprawdzane w réinych
okoliczno$ciach. W pracy proponuje si¢ wykorzystaé przesirzeri - R, i
n - wymiarowq, ortogonalng, normowang i umiejscowi¢ w niej wektory
odpowiadajqce badanym parametrom, stworzy¢ macierz | wyznacznik, kidry
spelnia wymagania miary  Lebesgue’a i moze byé wutworzony jako i
wyznacznik Grama. Ten ostatni proponowany jest jako miara globalna.

BASIC THEORETICAL GLOBAL ESTIMATION OF ROBOTS AND ‘
OTHER DEVICE PUT ON TEST OF ENVIRONMENT

1
.The methods of analysis regression which was applied to estmate the ;
robots, was discussed in the II Conference - Mechatronika’ 94. (Warsaw -
1994r.) The present paper describes the conception of the global estimate of
the orthogonal polynomials. In order to make the comparisson between
them possible, the space R" with the matrix of their coefficient polynomials
was introduced. For the purpose of the finding the common measure
between this polynomials, the Grama matrix was introduced. f

1. WSTEP

Badania do§wiadczalne wykazuja [4] [5] , ze z duzym powodzeniem mozna stosowaé
Tegresie  krzywoliniowa  do oceny urzadzeii szczegblnie poddanych narazeniom.
o$wiadczenie uczy, ze aproksymacja funkcji F za pomoca wielomianéw na catym zbiorze Z
Jest zadawalajaca z praktycznego punktu widzenia, okazuje sig, Ze wmlomlany dobrze
Spetniajq swoja rolg, szczegdlnie gdy shuza lokalnej aproksymacji funkcji regresji i duzo
Borzej gdy stosowane sg do globalnej aproksymacji tej funkcji na calym obszarze jej )
okreglonodci. Z kolei, inpe niz wielomiany funkcje aproksymujgce, nastreczaja wiele H
topotow numerycznych. Dlatego majg wielomiany wielkie zastosowanie, a wielomiany
Potegowe ortogonalne sa szczegblnie bardzo wygodne iz tego powodu wykorzystywane sz
W proponowanej ocenie.
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2. REGRESJA KRZYWOLINIOWA

Korzystamy z niej, gdy pragniemy znaleZ¢ zaleznos¢ nieliniowa cechy - y od cechy - x,postaé
wielomianu

y=ao+a1x+a2x2+~-------+an‘” ). .

ktéry jest wielomianem p - tego stopnia wzgledem x. gdzie: p=0, 1, 2.......

Wykorzystujac regresje krzywoliniowsa oparta na wielomianach ortogonalnych uzyskuje sie
prostote rownan normalnych a ponadto pozwala okresla¢ kolejny wyzszy wielomian, bez
wyliczania od poczatku wszystkich wspélczynnikoéw jedynie dodajac wspétezynniki zwiazane
z zwigkszaniem stopnia wielomianu. : T

W przypadku gdy wykonujemy badania w r6éinych warunkach dla réznych s$rodowisk
i narazef otrzymujemy wdwczas zbiory wiclomianéw szczegdly w pracach [3]{4][5], ktore
wymagaja pewnej oceny jakosciowej i ilosciowej. Istota zagadnienia jest dopasowanie do
danych liczbowych wielomianu (1). Z problemem dopasowania danych paraboli p-tego
stopnia jak podano wyzej wiaza si¢ dwa pytania: ktérego stopnia wielomian najlepiej
wyréwnuje dane liczbowe i jak wyznaczy¢ ten wielomian, tzn. Jak wyznaczyc wspbtezyniki
regresji ag ay,__ap ?

W tym celu wykorzystujemy metodg najmniej szych kwadratéw wprowadzajap warunek:

Y(-ay—ax—ax’ —-—a x”) =min )

Jest to metoda parabolicznego wyrdéwnywania. Pozwala ona na wyznaczeme rownan '
normalnych, z ktérych mozna oszacowaé wspolczynmk1 wg. [11{21[3]. o

Wprowadzajac dwa wielomiany W= W(x) i W,=W, (x) uwaZamy je zaortogonalne
gdy Z N, W; W, =0 gdzie sumowanie przebiega po wszystkich c -wartosciach zmiennej
X 1X1, X2, X3 ... Xg , Wystepujacych odpowiednio Ny, Ny ............ N razy. '

Dzieki wykorzystaniu wielomian6w mozemy wielomian (1) przedstawi¢ w postaci
niezaleznych lub nieskorelowanych skladnikow: B; wy, by wa, ........ bywp,

Fakt ten stanowi podstawowa korzy$é z stosowania-wielomianéw ortogonalnych. Wiasnos¢ ta
pozwala na obliczenia, kazdego ze wspélczynnikéw regresji - b niezaleznie od pozostatych,
na szybkie i proste zweryfikowanie istotnosci kazdego ze wspétczynnikéw.

Wtedy warunek minimalizacji kwadratéw przyjmuje postaé:

SOttt b femin G

Pochodna tej sumy obliczona wzgledem wspélczynnikéw: bg , by ,.....bp 1 ptzyréwnane
do zera dajg tzw. réwnanie normalne gdzie: Wi=W;(xy) (h=1.2,...,¢c, i=0,1,2,.....n )
Z réwnania normalnego (4) uzyskujemy niezalezng oceng wspolczynmka bi..

biEh:NhWiz =%Nhthi . 4

404 § " AUTOMATION 2000

|



r

W ten sposob przechodzimy dzigki wielomianom ortogonalnym z analizy wielomianu
potggowego do analizy w przestrzeni liniowsj.

3. WPROWADZENIE DO PRZESTRZENI N-WYMIAROWEJ
Jezeli chee sig dokonad oceny iloéciowej, to niezbedna sprawa wydaje sig potraktowad

4= (&, e an) € R™, r=12,...k; przy czym k < m. Jezeli przyjmujemy , ze
mamy przestrzen liniowa E nad ciatem liczb rzeczywistych R z okreélonym iloczynem
skalarnym, to znaczy, ze mamy przestrzen euklidesowg (E).

W ramach tej przestrzeni istnieje baza - baza ortogonalna wystepuje jezeli kazde dwa
wektory rozne €;, € tej bazy sa ortogonalne, czyli A g - &= 0 . Bazg ortogonalng nazywamy
unormowang, ( lub ortonormalna ), gdy A || & ]| =1. Otoz, jezeli {B, B2,...... Bn } bedzie
dowolna , nie koniecznie ortogonalng baza przestrzeni E to stosujemy procedure (w literaturze
przedmiotu nazywa sig procesem ortogonalizacji) Grama - Schmidta.[1][2].

1
Wektory {e1, €3, ..... €5} otrzymane w wyniku procesu ortogonalizacji z wektoréw bazy

{ Bo, B1 ---.. Ba} tworza ortogonalng baze przestrzeni euklidesowej. W ramach tej przestrzeni
zbior Bo=1; B1=t; ..Bn.1 =t "' wykazuje liniowa niezalezriosé. Wobec tego kazda ze
zmiennych z wyktadnikiem potegowym liczb calkowitych, moze by¢ przyjeta jako baza
w przestrzeni euklidesowe;j.

4. OCENA PRZY POMOCY WIELOMIANU
Jezeli przyjmiemy, ze zmiany parametréw danego urzadzenia mozemy opisywaé przy pomocy

V(E)=a5-E, +a,;-E| +........ +a,-E,=>a;E,
i=

»wielomianéw narazen ” krzywych regresji w postaci W(x) = a, + a,-x+.....a,x" " 'dla réznych
narazen, mamy k - krzywych, a dla p urzadzen uzyskujemy ilosé krzywych m=k x p.Aby
dokonywaé poréwnania migdzy zbiorami krzywych wprowadzamy przestrzen z baza:Eo=1;
E=X; ... E,= X". Wtedy dowolny wielomian regresyjny mozna przedstawié w postaci :
W ten sposéb zagadnienie sprowadzamy do zagadnienia algebry liniowej.Izomorfizm
odwzorowujacy przestrzeri W(x) — R"(E) przyporzadkowujacy wektorom ich wspéirzedne

wzgledem bazy, ma postaé: V(W(x)) = ag, 21,32 ...cve. a,]. W celu poréwnania
poszczegSlnych wielomianéw mozemy wspdlczynniki wielomianéw przedstawié w postaci
macierzy:
an  2p Gt
A=
l8mr qm2 © ° @
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Jezeli ¢ przyjmiemy za wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie, to mozemy przej$¢ do.
ukladu wektorow: [@(B1); ¢(B2); ----cer o(Ba)] 1 ustawié je w nastepujaca macierz:
jest to macierz A =[a;].

—¢(:Bl)— an 8 v 0 Ay
@(8,) a4y 8yp 7 8
L¢(ﬂn )_ Laml Qo 8y

W celu znalezienia wspdlnej miary wydaje si¢ sensownym wprowadzi¢ macierz Grama

o postaci G= AT A. Wyznacznik macierzy Grama zapisujemy : det G (a;, ., an].

Jest on réwny kwadratowi objetosci k - wymiarowego réwnolegloscianu wyznaczonego
przez. wektory aj;...... amn . Wyznacznik Grama dowolnego uktadu wektoréw jest zawsze
wickszy lub réwny zeru. Jest rowny zero wtedy i tylko wtedy, gdy wektory z ktérych jest
utworzony sa liniowo zalezne. Ze wzglgdu na powyzsza ceche mozemy ja przyjaé jako
podstawe do oceny zbioréw wspotczynnikéw wielomianu,

Wprowadzamy wigc okreslenie blgdu objgtoéci réwnolegtoscianu rozpiqiego na wektorach
ar....s a, Bledem objetosci - AV réwnolegloscianu roszqtego na wcktorach a....a.
nazywamy nastgpujace wyrazenie:

AV =| G, - &G, |

gdzie: det G| - wyznacznik Grama uzyskany przy narazeniach pierwszych,
det G; - wyznacznik Grama uzyskany przy narazeniach druglch

Okreélenie wyzej podane pozwala na oceng zbiordw wielomianbw regresyjnych jak i ich
poréwnanie. Nalezy wyraznie zwrécié uwagg, 2e det G [a) ... .. ap ] ‘moze by¢ wykorzystany
jako wzorcowa wielko$¢ do poréwnywania innygh. Giéwnie interesujaca jest tutaj mozliwosé

przyjecia pewnej miary dla roznych zbior6w wspétczynnikéw wielomiandw otrzymanych

w roznych narazeniach oraz dla réznych wyrobéw. Wydaje si¢, ze przyjecie tej miary
umozliwia wprowadzenie pewnej oceny i dopuszczalnych przedziatéw zmiennoéci..

5. OCENA GLOBALNA JAKO MIARA LEBESGUE’A

Konstrukcje miary Lebesgue’a (L) wprowadzié mozemy przy nastgpujacych zalozeniach.

Niech R" oznacza n - wymiarowa przestrzen euklidesows. Przedziatem w przestrzeni

R"nazywamy zbiér p-téw X = (X1, ......,Xs) takich ze: a;<x;< bi (i=1l.....n) lub zbiér p-

tow, scharakteryzowanych przez ww. nieréwnosci, w ktérych cz ¢s¢ lub wszystkie znaki £

zosta{y zastapione przez <.. Nie wykluczamy mozliwosci, ze dla pewneJ wartosci 1 jest
=b;, wszczegllnosci przedzialem jest zbior pusty.
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Jezeli A jest sumg skoficzonej ilo$ci przedziatéw, to méwimy, Ze A jest zbiorem
elementamym.

Z reguly jesli istnieje ciag {A,} zbioréw elementarnych taki, ze A, —> A, to méwxmy, ze Zbibr
A jest skonczenie p - mierzalny i piszemy

lim=d(A,A;)=0

n—w
Gdzie przyjmujemy A, — A jesli
AeM,

Funkeja d(A,A,) ma podstawowe wlasnosci odleglosci.
W rzeczywistosci gléwne zarysy teorii ukazuja si¢ znacznie wyrazniej w przypadku ogblnym,
gdy wida¢ dobrze, ze wszystko zalezy jedynie od przeliczalnej addytywnosci miary B
okreslanej na pewnym o - pierécieniu.
Jezeli I jest przedziatem, to definiujemy :

P
mD)=]1(a; -b;)
i=1
bez wzgledu na to czy w ww. nierdwnosciach znak rownosci wystgpuje czy nie.
Jesli A=Tyv.....Ulai jedli te przedzialy sa parami roztaczne, przyjmujemy
ze: m(A)=m (Iy) +..... + m (I). A jest suma skoriczonej iloéci przedziatéw roztacznych
w danej przestrzeni a m jest w niej funkcja addytywna.

Zauwazmy ze jesii p=1,2,3, to m jest odpowiednio dtugoscia, powierzchnig , objetoscia.
Z tego wzgledu wyznacznik Grama, odpowiada konstrukcji miary (L). W ramach tej
przestrzeni wystepuje skoriczona liczba elementarnych objetosci zwiazanych

z wyznacznikiem Grama i moze by¢ przedtuzona do przeliczalnie addytywnej funkcji zbioru
odpowiednio mierzalne;.

Elementarne objetosei wynikajace z zasady tworzenia wyznacznika Grama, tworza
objetosciowo przestrzeri z miara, a elementy zbioru sa zbiorami mierzalnymi, a nieujemna

przeliczalna addytywna funkcja zbioru, ktéra moze by¢ zwana miara, okreslona jest na danych
zbjorach mierzalnych.

Ujgcie ww. miary w aspekeie teorii (L) wydaje si¢ uzasadnione, poniewaz pozwala je
uogdlnic i stwierdzi¢, ze jest mozliwe wykorzystanie jako miary wyznacznika Grama, ze
wzgledu na jego wlasciwosci i mozliwe jest budowanie pochodnych pojeé miar
Syntetyzujacych w oparciu o jego wlasnoscei.

6. WNIOSKI

1.Teoria miary Lebesgue'a w R™ pozwala wykazaé [3], ze miara ta jest uogélnieniem

vol=T(b, -a,)

i=l
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objetosci przedziatu. Jesli P jest przedziatem to przy zalozeniu, ze vol & =0.

2.Jezeli przedzial Pe R™ jest przedzialem domknigtym, to dla kazdego podzialu
{P),Pa........ P;} przedzialu P mamy :

P= Lj P; oraz vol(P) = Zn‘, vol(P ;)
j=1

j=1

_3.Jak wspomniano wyznacznik Grama jest réwny kwadratowi objetosci k- wymiarowego
réwnolegloscianu wyznaczonego przez wektory ayj .......... Ama. '

4, Jezeli wyznacznik Gram spelnia wymagania miary Lebesgue'a, tzn.,ze mozemy tworzyé
pojecie objetosci wzorcowej w przestrzeni R™ i poréwnywaé z nia inne objetosci.
Pamietamy przy tym, Ze elementami wyznacznika sg wektory aj........... Amn, ktore sg
wspdtezynnikami odpowiednich wielomianéw aproksymujacych.

5. W przedstawiony sposéb miara objetosei, moze staé sie miara globalng pozwalajaca ocenié
" jako$¢" stopnia aproksymacji.
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