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DODATNIE UKŁADY JEDNO 
I DWU-WYMIAROWE ZE SPRZĘŻENIEM 

ZWROTNYM 

Streszczenie: W pracy tej wykazano, że osiągalność i sterowalność do zera 
dodatnich układów dyskretnych jedno i dwuwymiarowych nie jest 
niezmiennicza względem sprzężenia zwrotnego od wektora stanu. Podano 
metody doboru macierzy sprzężeń zwrotnych dla dodatniego układu 

nieosiągalnego (niesterowalnego do zera) tak aby układ zamknięty byt 
osiągalny (sterowalny). 

POSITIVE ID AND 2D SYSTEMS WITH 
STATE-FEEDBACKS 

Abstract Iris shown that the reachability and controllability to zero of 
positive ID and 2D discrete linear systems are not invariant under the 
state-feedbacks. By suitable choice of state-feedbacks the unreachable 
(uncontrollable to zero) positive linear system can be made reachable 
(controllable to zero). 

1. Wprowadzenie. 

Osiągalność i sterowalność układów dynamicznych jedno (ID) i dwu-wymiarowych (2D) 
należą do podstawowych pojęć teorii sterowania i systemów [1-6,11-26,29-31,33]. Przegląd 

wyników dotyczących tych pojęć można znaleźć w książkach [25,19] oraz w wielu artykułach 

[1-6,13,15,30,33]. Pojęcie dodatniego 2D modelu Roessera zostało wprowadzone w pracy 
[15], a osiągalność i sterowalność tego modelu była rozpatrywana w pracach [14-16]. 
Własności spektralne i asymptotyczne zachowanie dodatnich 2D układów liniowych byty 
badane w pracach [9,10,14]. Jak wiadomo [19] osiągalność i sterowalność układów 

standardowych dyskretnych i ciąglowych jednowymiarowych są niezmiermioze względem 

sprzężenia zwrotnego , tzn. układ zamknięty (ze sprzężeniem zwrotnym) jest osiągalny 

(sterowalny) wtedy i tylko wtedy, gdy osiągalny (sterowalny) jest również układ otwarty (bez 
sprzężenia zwrotnego). W pracy [12] wykazano, że własność ta również zachodzi dla 
liniowych układów dwu-wymiarowych. W pracy tej zostanie udowodnione, że własność ta 
nie zachodzi dla układów dodatnich jedno i dwu-wymiarowych. Wykażemy, że dla 
dodatniego układu dyskretnego nieosiągalnego (niesterowalnego do zera) można dobrać 

sprzężenie zwrotne od wektora stanu tak, aby układ zamknięty byt osiągalny (sterowalny). 

2. Osiągalność układów jednowymiarowych. 

Niech R " będzie zbiorem macierzy o elementach z ciała liczb rzeczywistych R i 

Wymiarach n x m oraz R" := . Zbiór tych macierzy o elementach nieujemnych oznaczać 

będziemy przez R."" oraz R: := . 
Weźmy pod uwagę układ dyskretny opisany równaniami 
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x,,= Ax, + Bai , i E Z, := 0,41 (la) 

y, = Cx, + Du, (lb) 

przy czym x, E R" , u, ER", y, ER" są odpowiednio wektorem stanu, wymuszenia 

odpowiedzi w chwili dyskretnej i,a Ae R",BER:"',CeRr"iDeRf". 

Definicja 1. Układ (1) nazywamy dodatnim (dokładniej wewnętrznie dodatnim), jeżeli dla 
każdego x, E R" oraz dowolnego ciągu u, E R:, i E Z, mamy x, E R: oraz y, E R' dla 

i E Z. . 
Układ (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy [5,6] 

A E R.7 " , B E R:" , C E Rr n , D E Rr" (2) 

Definicja 2. [5,6] Układ dodatni (1) nazywamy osiągalnym, w k-krokach, jeżeli dla każdego 

xf ER: (oraz x, =0) istnieje ciąg wymuszeń u; E R: dla i = 0,1,..., k —1 taki, że xk = xf

Twierdzenie 1. [5,6] Układ dodatni (1) jest osiągalny w n-krokach wtedy i tylko wtedy, gdy 
są spełnione warunki 
1) rząd R„ = n , R„ (3) 
2) macierz R„ zawiera n liniowo niezależnych kolumn, z których każda zawiera tylko jeden 

element dodatni, a wszystkie pozostałe elementy są równe zeru. 

2.1. Mady o jednym wejściu. 

Na początku weźmy pod uwagę układ dodatni (1) o jednym wejściu (m =1), którego 
macierze A i B mają następujące postacie kanoniczne 

- 
O 

0 1 0 • • • 0 O 
0 0 1 0 

O O O 1 
, B= ER: (4) 

O 
a, —a1 —a2 • • • —a, 1

1 

Łatwo sprawdzić, że dla pary (4) jest spełniony warunek 1) twierdzenia 1, gdyż 

rząd [B,AB,...,A"-V3]= n (5) 
ale nie jest spełniony warunek 2) tego twierdzenia, jeżeli przynajmniej jeden współczynnik 

macierzy A a, *0 dla i =1,...,n —1. W tym przypadku układ dodatni (1) nie jest osiągalny w 

n-krokach. 
Weźmy pod uwagę układ dodatni (1) ze sprzężeniem zwrotnym 

u, = v, + Kx, (6) 

przy czym K e , a v, jest nowym wymuszeniem. 

Podstawiając (6) do (la) otrzymamy 
x,, = + Bv, i E Z+

przy czym 
A= A+ BK 

Dla pary (4) oraz 

(7) 

(8) 

(9) 
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macierz (8) ma postać 

— 

0 1 

0 0 1 

O O O 

O 
O 

O 
O 

O 
[a a an-I — 

O 1 0 • •• 

0 0 1 • • - 0 

0 0 0 • • • 1 
(10) 

—a0 —a1 —a2 • • —a,, 1 0 0 0 ... 0 

Korzystając z (10) otrzymamy 

• 
O O ••- 0 1 
0 O — • 1 O 

[B,A, (11) 
0 1 • • • 0 0 
1 0 0 0 

Z (11) wynika, że dla układu ze sprzężeniem zwrotnym oba warunki twierdzenie 1 są 
spełnione i układ ten jest osiągalny w n-krokach. Zostało więc udowodnione następujące 
twierdzenie 

Twierdzenie 2. Niech układ dodatni (1) z macierzami A iB o postaci (4) będzie 
nieosiągalny w n-krokach. Układ ten ze sprzężeniem zwrotnym (6) jest osiągalny w n-
krokach, jeżeli macierz K ma postać (9). 
Z powyższych rozważań wynika następujący ważny wniosek 

Wniosek 1. Osiągalność układu dodatniego (1) nie jest niezmiennicza względem sprzężenia 
zwrotnego (6). 

2.2. Uldad o wielu wejściach. 

Weźmy z kolei pod uwagę układ dodatni (1) o in wejściach ( m > 1), którego macierze A i B 
mająnastępujące postacie kanoniczne 

Ag = 

A ''' A =[ m ], B = 
Ami • • • Amm 

- O 1 

O O 1 

O O 

—a 

O 

O 
1 

—a " • • • 

O 
o 

O 0 • • • 0 
-a -a • • • - ad--I _ 

e

E , i, = in, i # 

(12a) 

(12b) 
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b, = ER", d, =n 

Łatwo sprawdzić, że dla pary (12) warunek 1) twierdzenia 1 jest spełniony, ale nie jest 
spełniony warunek 2) tego twierdzenia, jeżeli przynajmniej m współczynników a," O dla 

k i =1,..., m . W tym przypadku układ dodatni (1) nie jest osiągalny w n-krokach. 

Weźmy pod uwagę układ dodatni (1) ze sprzężeniem zwrotnym (6). Niech macierz K tego 
sprzężenia zwrotnego ma postać 

K=[ ,
K — 

a'0"' ' 
,• • 
,• • • , a„ 

a 'oz, 
a'0"2

(4 ' ,• • , • a'o'" , 
]  (13) 

, ,• • , „a'a _ • • • , , ar" ,• • E

W tym przypadku macierz układu zamkniętego (8) ma postać 

A, =[0 A, 

0 O A,„ 

O 1, — 

A, O O 
O O 1 - • • O 

0 1 0 - • O 

O O O - • 1 

O O 0 - - • 0 

i=1,..., m (14) 

Z (14) wynika, że dla układu ze sprzężeniem zwrotnym oba warunki twierdzenia 1 są 
spełnione i układ ten jest osiągalny w n-krokach. Zostało więc udowodnione następujące 
twierdzenie 

Twierdzenie 3. Niech układ dodatni (1) z macierzami Ai B o postaci (12) będzie 
nieosiągalny w n-krokach. Układ ten ze sprzężeniem zwrotnym (6) jest osiągalny w n-
krokach jeżeli macierz K ma postać (13). 

3. Sterowalnać układów jednowymiarowych. 

Definicja 3. [5,6] Układ dodatni (1) nazywamy sterowalnym do zera w k-krokach, jeżeli dla 
każdego niezerowego x, e R: istnieje ciąg wymuszeń u, € R:" dla i = 0,1,..., k —1 taki, że 
xk = O ' 

Twierdzenie 4. [5,6] Układ dodatni (I) jest sterowalny do zera wtedy i tylko wtedy, gdy są 
spełnione warunki: 
1) macierz R„ (określona przez (3)) zawiera n liniowo niezależnych kolumn z których 

każda zawiera tylko jeden element dodatni, a wszystkie pozostałe elementy są równe zeru, 
2) promień spektralny p(A) macierzy A spełnia warunek 

a) p(A) <1 jeżeli sprowadzenie stanu początkowego x0 # O do zera zachodzi w 

nieskończonej liczbie kroków, 
b) p(A) ,--- O jeżeli sprowadzenie stanu x, # O do zera zachodzi w skończonej liczbie 

kroków. 
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Weźmy pod uwagę układ dodatni (1) o m wejściach (m > 1) , którego macierze A i B mają 

postacie kanoniczne (12). 
Analogicznie jak w przypadku osiągalności łatwo wykazać, że warunek 1) twierdzenia 4 nie 
jest spełniony, jeżeli przynajmniej m współczynników a # O dla k =1,...,d,„ i m i 

układ ten nie jest sterowalny do zera. 
Macierz układu zamkniętego (8) dla macierzy K o postaci (13) przyjmuje postać (14). 
Macierz ta ma tylko zerowe wartości własne i jej promień spektralny 'kij= O. Marny więc 

następujące twierdzenie 

Twierdzenie 5. Niech układ dodatni (1) z macierzami Ai B o postaci (12) będzie 
niesterowalny do zera. Układ ten ze sprzężeniem zwrotnym (6) jest sterowalny do zera w 
skończonej liczbie kroków, jeżeli macierz K ma postać (13). 
Z powyższych rozważań wynika następujący ważny wniosek 

Wniosek 2. Sterowalność do zera układu dodatniego (1) nie jest niezmiermicza względem 
sprzężenia zwrotnego (6). 

4. Osiągam ość układów dwu-wymiarowych. 

Weźmy pod uwagę 2D model Roessera opisany równaniami [31,20,25] 

przy czym 

[X ih+Li] [Aii 421X uhl
+

[Bi
lu 

4.1 A21 A22 X; B2 

y if =[Ci C2 f Du, , i,j E Z+

(15a) 

(15b) 

h n i v- ER 1 x- ERn 2 są odpowiednio horyzontalnym i wertykalnym wektorem Y 

stanu w punkcie (i, j), uy E R m i yy e RP są odpowiednio wymuszeniem i odpowiedzią, a 

Ak' e R""" ,Bk e In" ,C, E R i"k k,1 =1,2, D E RF" 

Definicja 4. Układ (model) (15) nazywamy dodatnim (dokładniej wewnętrznie dodatnim), 
jeżeli dla wszystkich warunków brzegowych 

• Xoi E Ri ' „J E Z± i X:0 E R±h „i E Z 4. (16) 

oraz każdego ciągu wymuszeń u.•y  e Rin i j e Z marny x = E R: = n, + n, oraz 
L . 

Yy e R: dla i, j e Z., . 
Układ (15) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy [15] 

[A A = 11 412] E R:. ,B . B
' E R:7,C = [Ci Cje R" ,D E Rr" (17) 

A21 A22 B2 
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.11 li i 

111

ij 

11" 
h111:,

.1 1.

1,1 

Definicja S. Układ dodatni (15) nazywamy osiągalnym w punkcie 
(h,k),(h,k E Z, h, k> 0) dla zerowych warunków brzegowych (16) (zwm, jeżeli dla każdego 

wektora xf e R.P,z. istnieje ciąg wymuszeń uji E RT dla (i, j) e D h„ taki, te xhk = xf , gdzie 

D,,„:={(i,j)EZ.xZ,. :0. .i. h,O .j.•<_k and i+j#h+k) 

Macierz tranzycji Ty dla układu (15) jest określona następująco [31,20,25) 

I,, (macierz jednostkowa) 

[Atl 4 12] dla i =j=O oraz f O O 
dla i =0,j =1 1, 

0 0 4 4 22 

710T,I, + T„T; dla i,j 0(i+ j>0) 

=0 (macierz zerowa) dla i< 0 oraz/lub j < O 

(18) 

(19) 

Z (19) wynika, te dla układu dodatniego (15) zachodzi Tu E R:"  dla wszystkich i, j E Z+ . 

Twierdzenie 6. [15,16] Układ dodatni (15) jest osiągalny w punkcie (kk) dla ZWB wtedy i 

tylko wtedy, gdy macierz 

O 
Rhk := [M koM h-I,k f M Ol ,11110] M fl := T [ B10 1+ T .1-1[B 2 (20) 

zawiera n liniowo niezależnych kolumn, z których każda zawiera tylko jeden element 
dodatni, a wszystkie pozostałe elementy są równe zeru. 
Weźmy pod uwagę układ dodatni (15) o jednym wejściu (m =1), którego macierze A i B 

mają następujące postacie kanoniczne [20] 

4 21 = 

4 11 - 

all a12 

a,, a22 

0 1 0 • • • O 

0 0 1 • • • 0 

0 0 0 • • • 1 

a, a, a, • • • ani

4 22 - 

42 - 

0 0 • • • 0 

0 0 • • • 0 

0 0 • • • 0 

1 0 • • • 0 

b, 1 0 • • • 0 0 

b, 0 1 ••• 0 0 

b„„, 0 0 •-• 0 1 

b 0 0 • •• 0 0 _ 

przy czym a, O for k =1,...,n2 ,1=-1,...,n, . 

, B, = 

O 

O 

O 

1 

(21) 
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Weźmy pod uwagę układ dodatni (15) o jednym wejściu i macierzach (21) ze sprzężeniem 
zwrotnym 

h 

Ilu =Vii + i,j eZ.,. 
x; 

przy czym K =[K,,K,],K, E ie ni , K, E R I" , a vu e r jest nowym wymuszeniem. 
Podstawiając (22) do (15a) otrzymamy 

gdzie 
[A„ + B,K,, A„ + B,K,1 

r4 
h 

+1,j] 

=A [ xii j+Bv 
1_4 J+1 Xu

4=A+BK= 
A„ + B,K„ A„+ B,K, 

(22) 

(23) 

(24) 

Łatwo sprawdzić, że jeżeli przynajmniej jeden ze współczynników a, # O dla n, lub 
b, # O dla k = n, wtedy warunki twierdzenia 6 nie są spełnione i układ dodatni (15) nie 
jest osiągalny w punkcie (n,,n,) dla ZWB. Załóżmy, że układ dodatni (15) nie jest osiągalny 
w punkcie (n,,n,) dla ZWB. Wykażemy, że istnieje sprzężenie zwrotne (22) takie, że układ 
zamknięty (12) jest osiągalny w punkcie (n,,n,), 
Niech 

K 
Dla (21) 1(25) macierz (24) ma postać 

=4, +131K, 

-1 1 = A+ BK =L 22i  77
A21 1 A22 

O 1 0 • • • O 

O O 1 • • • O 

O O O • • • 1 

a, a, a, • • • an,

2 12 =„ 12 4- BI K 2 - 

O O • • • O 

O O • • O 

O O • • O 

1 0 • • • O 

o 

O 
1 

O 

O 

O 
o... o]_ 

0 1 0 • 

0 0 1 • • • O 

O O -• 1 

0 0 0 • • • O 

0 0 • • • 0 

O O • • • O 

O O • • • O 

O O • - • O 

(25) 

(26a) 

(26b) 
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11,1 !Ili'', 

1 

all (112 
712, = A2,+B2K,= a„ a„ 

a,

a2

_a 

2-22 =A„+ B2 K2 = 

^ 

b, 

b, 

1 0 

O 1 

b, 

b„ _ 

• • • 0 0 

• 0 0 

b„,_, 0 0 • • • 0 1 

b 0 0 • • • 0 0 _ 

'4 1 1 -da 1711n, 

6721 :122 •

[-- 1 o • • • o]_ 

1?1-/7,2 • d- no, 

0 1 0 • • • O 

0 0 1 • 0 

0 0 0 . .. 1 

0 0 0 • • • 0 

Uwaga. Jeżeli są spełnione założenia postaci kanonicznych (21), to O dla 

k =1,...,n„, 1 1,..., n, [20]. 

Dla uproszczenia obliczeń załóżmy, że b,= b2 = • •• = 0, b# 0. Korzystając z (26), 

(19) i (20) otrzymamy 

0 = F.8,1 = e m 20 .7 , FB,]=, [B i = e

LO "' 11° [O i n' " ' 0 1

=be  M 02 = =b„z e , • • • „M — To, [ B21 
0 O = e= 0 

B 2

(27) 

przy czym e, jest i-tą kolumną macierzy jednostkowej I. 

Z zależności (27) wynika, że w tym przypadku macierz 

o 3M20 , "'„M r1,0 , MOI ,M 02 , ,M 0n2

zawiera n liniowo niezależnych kolumn, z których każda ma tylko jeden' 'element dodatni, a 
wszystkie pozostałe elementy są równe zeru. 
W przypadku, gdy b, # O dla k =1,...,n2 dowód jest podobny, ale obliczenia są bardziej 

pracochłonne. Zostało więc udowodnione następujące twierdzenie 

Twierdzenie 7. Niech układ dodatni (15) z macierzami (21) będzie nieosiągalny w punkcie 

(n, , n,) dla ZWB. Układ ten ze sprzężeniem zwrotnym (22) jest osiągalny w punkcie (a,, n2 ) 

dla ZWB, jeżeli macierz K ma postać (25). 
Z rozważań powyższych wynika następujący ważny wniosek 

Wniosek 3. Osiągalność układu dodatniego (15) nie jest niezmiennicza względem sprzężenia 
zwrotnego (22). 

Przykład 1. Łatwo sprawdzić, że układ dodatni (15), którego macierze A i B mają postacie 
0 1 0 0 

A. _[ A121 
A21 A22 

1 2 1 0 

2 3 1 0 
B=I Bl = 

B2

3 4 2 1 2 _ 
jest nieosiągalny w punkcie (2,2) dla ZWB. W tym przypadku n, = n, = 2 i m=1. 

(28) 
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Korzystając z (25) i (24) otrzymamy 

K = [-1,-2,-1, 0] 

oraz 

(29) 

-0 1 0 O 0 1 0 ()-
1 2 1

00--

O 0 0 0 
Az = A+ BK = [-1,--2,--1, 0] = (30) 

2 3 1 0 1 1 0 0 

4 2 1 2 1 O O 1 
Korzystając natomiast z (19) i (20) otrzymamy 

jw =[ 0 11 =B 

0-
1 
0 
0 

'moi =LB2] 
r0 i 

O 
o 

2 

= To,[01-F To[B°2] — 

0 

O 

O 

1 O 

B O ro O 
M 20 =T10[ 01 = O 

„M02 = To' [ 132 = 
O 

O 2 

oraz 
0 0 1 0 

1 0 0 0 
[MI O , M11 A120, MO2 0 1 0 0 

(31) 

O 0 0 2_ 

Macierz (31) spełnia warunek twierdzenia 6 Układ ten ze sprzężeniem zwrotnym (29) jest 
więc osiągalny w punkcie (n, ,n2 ) = (2,2) dla ZWB. 

5. Sterowalność układów dwuwymiarowych. 

Definicja 6. Układ dodatni (15) nazywamy sterowalnym do zera w punkcie 
(h,k),(12,k e Z, ,h, k >0) , jeżeli dla dowolnych warunków brzegowych 

4,11 ER, O j5_k oraz x7D ER:',05_i h (32) 

istnieje ciąg wymuszeń liii E n dla (i, j) E Dok taki, że x„, = 0. 

Twierdzenie 8. [15,16] Układ dodatni (15) jest sterowalny do zera w punkcie (n„ n2 ) wtedy 
i tylko wtedy, gdy macierz A jest macierzą nilpotentną, tzn. macierzą której wielomian 
charakterystyczny ma postać 

[.1 n — A„ —Al2 
= z,"2 det — A„ 

(33) 
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'li I 

' li 

li,1111111,1

Definicja 7. Mówimy, Ze sprzężenie zwrotne (22) psuje nilpotentność macierzy A, jeżeli 
macierz układu zamkniętego (24) nie jest macierzą nilpotentną. 
Z twierdzenia 8 i definicji 7 otrzymujemy następujący wniosek 

Wniosek 4. Układ zamknięty (23) jest sterowalny do zera w punkcie (n,,n,), jeżeli 
sprzężenie zwrotne (22) nie psuje nilpotentności macierzy A. 

Wniosek 5. Sterowalność do zera układu dodatniego (15) nie jest niezmiennicza względem 
sprzężenia zwrotnego (22). 

Przykład 2. Weżmy pod uwagę model dodatni (15), którego macierze A i B mają postacie 

A 21 A 22 

Al2 = A=I 
A
" 

W tym przypadku n, =2, n2 =1 oraz 

-O 1 

0 0 

00 

1 

=[13 1= 
LB2

O 

O 

Z1 —1 —1 

det 
z, — A„ 

/— A„ 
— 42 

— A„ 
O Z1 —1 2 

Zi 22

O O z, 

Korzystając z (19) otrzymamy 

(34) 

0 1 1 0 O O O O 1 O O O i>2 oraz j=0 

Tip = 0 0 1 'Tot = 0 0 0 ,T20 = T120 = 0 0 0 >To = 0 0 0 dla i=0 oraz j >1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O i>0 oraz j >0 

Składowa wywołana dowolnymi niezerowymi warunkami brzegowymi (16) zanika do zera 

i [01 X
h 

Xhc(i3 j) = TE —kJ +± J-1[ 01 = 0 dla 1>2, j >1 
k..0 40 1.0 O 

Zauważmy, że jeżeli macierz B ma postać (34) wtedy dowolna niezerowa macierz sprzężenia 
zwrotnego K =[k,,k,,k2] psuje nilpotentność macierzy A , gdyż 

_ 0 1 1 - 

A+ BK = k, k, k3 +1 

k, k, k, _ 

[I. - 

Jeżeli natomiast macierz B ma postać B = 0 , to 

0...

[k, 1±k2 1±k3

A+BK= O O 

O O 0 _ 

i dla k, = O nilpotentność A nie zostaje zepsuta. 

54 AUTOMATION 2000 



Uwagi końcowe. 

Wykazano, że: 

1) osiągalność i sterowalność do zera dodatnich układów dyskretnych jedno i dwu-
wymiarowych nie jest niezmiennicza względem sprzężenia zwrotnego od wektora stanu, 

2) dla dodatniego układu nieosiągalnego (niesterowalnego) można dobrać macierz 
proporcjonalnych sprzężeń zwrotnych od wektora stanu tak, aby układ zamknięty był 
osiągalny (sterowalny). 

Przedstawione w tej pracy rozważania dla dodatnich układów dwuwymiarowych opisanych 
modelem Roessera można uogólnić na: 
1) układy dodatnie o wielu wejściach (m >1) opisane 2D modelem Roessera oraz 

nD (n> 2) modelem Roessera, 
2) układy dodatnie opisane 2D pierwszym modelem Fornasiniego-Marchesiniego [7], który 

stanowi przypadek szczególny dodatniego modelu Roessera. 
Bardziej złożone jest uogólnienie tych rozważań na przypadek drugiego modelu 
Fomasiniego-Marchesiniego [8] oraz ogólnego modelu [27]. 
Problemem otwartym jest uogólnienie tych rozważań na: 
1) ciągle dodatnie układy jednowymiarowe, standardowe i singulame [18,21], 
2) singulame układy dwuwymiarowe dyskretne [19,22,25] i ciągło-dyskretne [14]. 
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