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: DODATNIE UKLADY JEDNO
I DWU-WYMIAROWE ZE SPRZEZENIEM
ZWROTNYM

Streszczenie: W pracy tej wykazano, ze osiqgalno$é i sterowalno$é do zera
dodatnich ukladéw dyskretnych jedno | dwuwymiarowych nie jest
niezmiennicza wzgledem sprzezenia zwrotnego od wektora stanu. Podano
metody doboru macierzy sprzezen zwrotnych dla dodatniego ukiadu
nieosiqgalnego (niesterowalnego do zera) tak, aby ukiad zamkniety byt
osiqgalny (sterowalny).

POSITIVE 1D AND 2D SYSTEMS WITH
' STATE-FEEDBACKS

Abstract. It is shown that the reachability and controllability to zero of
positive 1D and 2D discrete linear systems are not invariant under the
state-feedbacks. By suitable choice of state-feedbacks the unreachable
(uncontrollable to zero) positive linear system can be made reachable
(controllable to zero). |

1. Wprowadzenie.

Osiagalnosé i sterowalnoéé uktadéw dymamicznych jedno (1D) i dwu-wymiarowych (2D)
naleza do podstawowych pojeé teorii sterowania i systeméw [1-6,1 1-26,29-31,33]. Przeglad
wynikéw dotyczacych tych pojeé mozna znalezé w ksiazkach [25,19] oraz w wielu artykutach
[1-6,13,15,30,33]. Pojecie dodatniego 2D modelu Roessera zostalo wprowadzone w pracy
[15], a osiagalnoéé i sterowalno$é tego modelu byla rozpatrywana w pracach [14-16].
Wiasnosci spektralne i asymptotyczne zachowanie dodatnich 2D uktadéw liniowych byly
badane w pracach- [9,10,14]. Jak wiadomo [19] osiagalnoé¢ i sterowalnosé¢ ukladow
standardowych dyskretnych i ciagtowych jednowymiarowych sa niezmiennicze wzgledem
Sprzgzenia zwrotnego , tzn. uktad zamkniety (ze sprzezeniem zwrotnym) jest osiagalny
(sterowalny) wtedy i tylko wtedy, gdy osiagalny (sterowalny) jest réwniez uktad otwarty (bez
sprzgzenia zwrotnego). W pracy [12] wykazano, ze wilasno$é ta réwniez zachodzi dla
liniowych uktadéw dwu-wymiarowych. W pracy tej zostanie udowodnione, ze wiasnosé ta
nie zachodzi dla ukladéw dodatnich jedno i dwu-wymiarowych. Wykazemy, ze dla
dodatniego ukladu dyskretnego nieosiagalnego (niesterowalnego do zera) mozna dobra¢
Sprz¢zenie zwrotne od wektora stanu tak, aby uklad zamknigty byl osiagalny (sterowalny).

2. Osiqgalnos¢ uktadow jednowymiarowych.

Niech R™" bedzie zbiorem mac{erzy o elementach z ciala liczb rzeczywistych R i
Wymiarach nxm oraz R" = R™ . Zbi6r tych macierzy o elementach nieujemnych oznaczaé
bedziemy przez R™™ oraz R :=R™.

Wezmy pod uwage uklad dyskretny opisany réwnaniami
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X, =4x,+Bu, ,ieZ, ={0.} (12)

¥y, =Cx, + Dy, (1b)
przy czym x, €R", u, eR", y, € R’ sg odpowiednio wektorem stanu, wymuszenia i
odpowiedzi w chwili dyskretnej i,a 4e R7™, Be R, CeR™ i De R™.

Definicja 1. Uklad (1) nazywamy dodatnim (dokladniej wewnetrznie dodatnim), jezeli dla
kazdego x, e R} oraz dowolnego ciagu », € R, ieZ, mamy x, € R} oraz y, e R” dla
ieZ,.
Uklad (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy [5,6]

AeR, BeR™, CeR, DeR/™ )

+ 2

Definicja 2. [5,6] Uktad dodatni (1) nazywamy osiagalnym, w k-krokach, jezeli dla kazdego
x, € R} (oraz x, =0) istnieje ciag wymuszen u, € R] dla i=0,1,...,k -1 taki, ze x, =x,.

Twierdzenie 1. [5,6] Uklad dodatni (1) jest osiagalny w n-krokach wtedy i tylko wtedy, gdy
sa spetnione warunki

1 rzad R, =n, R, =[B,4B,..,4™ B] 3)
2) macierz R, zawiera n liniowo niezaleznych kolumn, z ktérych kazda zawiera tylko jeden
element dodatni, a wszystkie pozostate elementy sa réwne zeru.

2.1. Uklady o jednym wejsciu.

Na poczatku wezmy pod uwage uklad dodatni (1) o jednym wejsciu (m=1), ktorego
macierze 4 i B maja nastepujace postacie kanoniczne

0
0 1 0o - 0
0 0 1 - 0 0 v
A= ER:",B-: ER: (4)
0 0 o - 1
0
G —a4 @4 ~
1
Eatwo sprawdzié, ze dla pary (4) jest spetniony warunek 1) twierdzenia 1, gdyz
rzad B, AB,.., A"™'B]=n (5)

ale nie jest spelniony warunek 2) tego twierdzenia, jezeli przynajmniej jeden wspotezynnik
macierzy 4 a,#0 dla i=1,...,n—1. W tym przypadku ukiad dodatni (1) nie jest osiggalny w
n-krokach.
Wezmy pod uwagg ukiad dodatni (1) ze sprzgzeniem zwrotnym

u =, +Kx, ©)
przy czym K e R™, a v, jest nowym wymuszeniem.
Podstawiajac (6) do (la) otrzymamy

Xu=4,x,+Bv,, ieZ, @]
przy czym
A, =A+BK ®)
Dla pary (4) oraz ]
K= [ao,al,...,a,,_l] ©
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macierz (8) ma postaé

0
o 1 90 o 11, 010 0
4 0 0 1 - 0+.[ ]OOI---O 10
0N (OO A SOOI PO e .a .. = L
z 0 0 0 1 . 0531508y 00 0T ( )
—q —0 -4 —aq,q 1 0 00 0
Korzystajac z (10) otrzymamy
00 01
00 10
B, A, B, A" Bl el 1
e 7] 1
10 - 00

Z (11) wynika, ze dla ukladu ze sprz¢zeniem zwrotnym oba warunki twierdzenic 1 sa
spelnione i uklad ten jest osiagalny w n-krokach. Zostato wigc udowodnione nastepujace
twierdzenie

Twierdzenie 2. Niech ukiad dodatni (1) z macierzami A4 i B o postaci (4) bedzie
nieosiagalny w n-krokach. Uklad ten ze sprzgzeniem zwrotnym (6) jest osiagalny w  n-
krokach, jezeli macierz K ma posta¢ (9).

Z powyzszych rozwazan wynika nastgpujacy wazny wniosek

Whriosek 1. Osiagalnos¢ ukfadu dodatniego (1) nie jest niezmiennicza wzgledem sprzgzenia
zwrotnego (6).

2.2. Uklad o wielu wejsciach.

Wezmy z kolei pod uwagg uktad dodatni (1) o m wejsciach (m > 1), ktérego macierze 4 i B
maja nastgpujace postacie kanoniczne

A4, - 4
A= " | B=dia Byyeees,, 12a
[Aml e Amm g[l ] ( )
0 1 0 0
0 0 1 0
A .................................................... R"rx‘il’
“«=170 0 o 1|
0 0 .- 0
0 o .. 0
4, = 00 ------- o 0 eRf'*"', L, j=l.,m, i#j ' (12b)
-a! —al - _azi_l
é\
ESJA I AUTOMATYZACJA, ROBOTYZACJA, MONITOROWANIE 47




i

|

0
0 n

b=| ileRM, Zd,.=n
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Latwo sprawdzié, ze dla pary (12) warunek 1) twierdzenia 1 jest spelniony, ale nie jest
spetniony warunek 2) tego twierdzenia, jezeli przynajmniej m wspoiczynnikéw a) #0 dla
k=1,.,d,, i=1..,m. W tym przypadku ukfad dodatni (1) nie jest osiggalny w n-krokach.
Wezmy pod uwagg ukiad dodatni (1) ze sprzezeniem zwrotnym (6). Niech macierz K tego
sprzgzenia zwrotnego ma postaé

1 it 11 12 12 12 in It in t
K= a,, 4 3"t a«l[-l' a,, a PR a,[,-l »y Go, G PR ad_—l R™ (13)
— ”‘H]""”“;'i ................. ;n-i ......... '.;i ........ ;.z“"“"")"n“‘m”i .................. ;'...' ........ R.',; ...................... e
a, , 4 3 ad,—l’ aQ,, q 3ty ad‘-l 3t Gy, Q) ' ad_-| .

W tym przypadku macierz ukfadu zamknietego (8) ma posta

010 0
40 0 001 -0
A =10 A, o 0|, 4 =] D RI™ =1 14
LA IO 2 e iTlg 0 0 - 1 X1 m  (14)
00 A
000 -0

Z (14) wynika, ze dla ukiadu ze sprz¢zeniem zwrotnym oba warunki twierdzenia 1 sg
spelnione i uklad ten jest osiggalny w n-krokach. Zostalo wigc udowodnione nastgpujace
twierdzenie

Twierdzenie 3. Niech uklad dodatni (1) z macierzami A1 B o bostaci (12) bedzie
nieosiggalny w n-krokach. Uklad ten ze sprzezeniem zwrotnym (6) jest osiggalny w »-
krokach jezeli macierz K ma postaé (13).

3. Sterowalnos¢ uktadow jednowymiarowych.

Definicja 3. [5,6] Ukiad dodatni (1) nazywamy sterowalnym do zera w k-krokach, jezeli dla
kazdego niezerowego x, € R} istnieje ciag wymuszen u, € R} dla i=0,l,....,k~1 taki, Ze

x, =0.

Twierdzenie 4. [5,6] Uklad dodatni (1) jest sterowalny do zera wtedy i tylko wtedy, gdy sa
spetnione warunki:
1) macierz R, (okreslona przez (3)) zawiera n liniowo niezaleznych kolumn z ktérych
kazda zawiera tylko jeden element dodatni, a wszystkie pozostate elementy sg rOwne zeru,
2) promien spektralny p(4) macierzy A spelnia warunek
a) p(A)<1 jezeli sprowadzenie stanu poczatkowego x,#0 do zera zachodzi w

nieskoniczonej liczbie krokéw,
b) p(A4)=0 jezeli sprowadzenie stanu x, #0 do zera zachodzi w skorficzonej liczbie

krokéw.
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Wesmy pod uwagg uktad dodatni (1) o m wejsciach (m>1), ktérego macierze 41 B ma)q

postacie kanoniczne (12).

Analogicznie jak w przypadku osiagalnosci fatwo wykazaé, ze warunek 1) twierdzenia 4 nie
jest spetniony, jezeli przypajmniej m wspdtczynnikow a; 20 dla k=1,..,d,,, i=l..,mi
ukiad ten nie jest sterowalny do zera.

Macierz ukladu zamknigtego (8) dla macierzy K o postacx (13) przyjmuje postac (14).
Macierz ta ma tylko zerowe wartosci wiasne i jej promien spektralny p(4,)=0. Mamy wigc
nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 5. Niech uklad dodatni (1) z macierzami A4 i B o postaci (12) bedzie
niesterowalny do zera. Uklad ten ze sprzezeniem zwrotnym (6) jest sterowalny do zera w
skonczonej liczbie krokéw, jezeli macierz X ma postaé (13).
Z powyzszych rozwazan wynika nastgpujacy wazny wniosek

Whiosek 2. Sterowalnos¢ do zera uktadu dodatniego (1) nie jest niezmiennicza wzgledem
sprzgzenia zwrotnego (6).

4. Osiqgalnosé ukladéw dwu-wymiarowych.

Wezmy pod uwage 2D model Roessera opisany réwnaniami [31,20,25]
h h
XI:l_j - |:A" Aﬂ:‘ I,: N ‘:B, j‘uij (152)
X; jal Ay Ay Xy B, !

v =G CZL: :‘+Du,j , Lj€Z, (15b)

i

przy czym xy eR™ i x, € R™ sg odpowiednio horyzontalnym i wertykalnym wektorem

stanu w punkcie (i, /), Uy € R™ § Yii € R? sa odpowiednio wymuszeniem i odpowiedzia, a
Ay € R™™ B, eR"*"”’ ,Cp, € RP™ k=12, De R7™,

Definicja 4. Uktad (model) (15) nazywamy dodatnim (dokladniej wewnetrznie dodatnim),
Jezeli dla wszystkich warunkéw brzegowych

X, €RMjeZ, i x,eRrieZ, (16)
h

xy. R" _

, |eR ,n=n+n, oraz

x!

oraz kazdego ciggu wymuszesi U eRYy,i,j €Zy mamy x, =[
i

YyeR! dla i,jez,.
Uklad (15) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy [15]

4, 4 B
A =|: o :]e R .B =l: ! ]e RT”,C=[C1 Cz]e R . De RI" an
Ay An 5
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Definicia 5. Uklad dodatmi (15) nazywamy osiagalnym w  punkcie
(h,k),(hk e Z, bk > 0)dla zerowych warunkow brzegowych (16) (ZWB), jezeli dla kazdego

wektora x ‘€ R} istnieje ciag wymuszet u;; € RY dla (i, j) € D, taki, ze xpg = x s, gdzie
Dy={i,)eZ,xZ, :0<i<h0<j<k and i+j#h+k} (18)

Macierz tranzycji 2}:,' dla uktadu (15) jest okreslona nastepujaco {31,20,25]
I, (macierz jednostkowa)

4, 4 0 0
W g i=1,7=0 oraz dia i=0,j=1
0 0 1 An

LTy + T T,y dla §,j20@+j>0)
T; =0 (macierz zerowa) dla i<0 oraz/lub j<0

T, = (19)

Z (19) wynika, ze dla uktadu dodatniego (15) zachodzi T, e R7" dla wszystkich i,jeZ,.

Twierdzenie 6. [15,16] Uktad dodatni (15) jest osiagalny w punkcie (7,k) dla ZWB wtedy i
tylko wtedy, gdy macierz -

B 0 .
Ry = [MM,MI.-u th:—l oo My, Mg ]’ My = Tt—!./|: Ol:| + T’.H[B } 20)
2

zawiera »n liniowo niezaleznych kolumn, z ktérych kazda zawiera tylko jeden element
dodatni, a wszystkie pozostale elementy sz réwne zeru.

Wezmy pod uwage uklad dodatni (15) o jednym wejsciu (m=1), ktorego macierze 4 i B
maja nastepujace postacie kanoniczne [20]

0
0 1 0 0 00 .0 0
|00 o) o0 0 )
"Tlo 0 0 1’”’00~0"_0
9 4 4 a, 10 -0 1
@D
b
b 10 - 0 0 '
a, a, al"l bz 01 -0 0 b.Z
T T T Bl SR R R Bl I
a,, G, a,,. b, 00 -« 00 1 Byt
przy czym a, 2 0,a,20,b, 20 for k=1,.,n,,[=1..,n
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Wezmy pod uwage ukiad dodatni (15) o jednym wejsciu i macierzach (21) ze Sprz¢zeniem
zwrotnym
h
i,
u,,=v,.j+K[ v}, I,jeZ,. 22
X..
if
przy czym K =[K,,K, ] K, € R*™ K, e R™ , a v; € R™ jest nowym wymuszeniem.
Podstawiajac (22) do (15a) otrzymamy

h h
X; 1/ X
a2, @)
xi,j+1 xlj .

A4, +BK,, A, +B,K2J

gdzie

AC=A+BK=[ (24)

An +ByK,, 4, +B,K,

Latwo sprawdzi¢, ze jezeli przynajmniej jeden ze wspéiczynnikow a, # 0 dla I=1,..,n lub
b, #0 dla k=1,.,n, wtedy warunki twierdzenia 6 nie s spetnione i ukiad dodatni (15) nie
jest osiagalny w punkcie (r;,n,) dla ZWB. Zalézmy, ze ukiad dodatni (15) nie jest osiagalny
w punkcie (,,n,) dla ZWB. Wykazemy, ze istnieje sprzezenie zwrotne (22) takie, ze ukiad
zamkniety (12) jest osiggaluy w punkeie (n,,n,).

Niech :
K =[-q, =0, —1,0,...,0] (25)
Dla (21) i (25) macierz (24) ma postaé
A4,, 4,
AC=A+BK=[_’-' _"} (262)
AZI'AZZ
0
0 1 o 0 0 010 -0
- 0 0 1 0 . 001 .0
A” A”+B,K, —_ 0 ...... 00 .............. 1 + 0 [_ao’_al,_'.,_a"']: 000 ............ 1
Q 4 4 a, | 000 0
00 0 00 -0
- 006 --- 0 00 - 0
Ay = A, + B K. = rrrrmreanins N B L T 1 ] (S (RSO S 26b
" ""oo---oo[ e @2eb)
1 0 -0 ! 00 - 0
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a,  a, - 4, b a;, 12 a,,

3 _ _
Gt BK=| oy an o a7 Famana sl @ @ o @,
anll anl 2 anznl b ml En, 2 Enlm

b 1 0 00 \ 010 0

b, 01 00 ) 0 01 0

A=A +B. K, =] + [__1 00tz

22 22 2422 b,,2_| 0 0 . 0 1 ] O 0 0 1

b,,l 00 - 00 b,,2 000 0

Uwaga. Jezeli sa spelnione zalozenia postaci kanonicznych (21), to a,20 dla
k=1..,n,,1=1..,n [20].

Dla uproszczenia obliczen zatézmy, ze b =b,=-=b, =0, b, #0. Korzystajae z (26),
(19) i (20) otrzymamy

B, B, mt| B
M, = 0 =en,!Mzo =T 0 =en,—l""’Mn,0 =Ty 0 =€
0 O m-l O
My = B, =bn1en=’ My, =Ty B, =bn,en—1’ e My, =Ty B, =bnlen,+1

przy czym e; jest i-ta kolumng macierzy jednostkowej [, .
Z zaleznosci (27) wynika, ze w tym przypadku macierz

@7

I.MIO’MZO’ ’}\’!n,o’]"101"’k{ozr-':l\’!on2 )
zawiera n linfowo niezaleznych kolumn, z ktérych kazda ma tylko jeden element dodatni, a
wszystkie pozostate elementy sg réwne zeru. .
W przypadku, gdy b, #0 dla k=1,..,n, dowod jest podobny, ale obliczenia sa bardziej
pracochtonne. Zostalo wigc udowodnione nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 7. Niech uklad dodatni (15) z macierzami (21) bedzie nieosiagalny w punkcie
(n,,n,) dla ZWB. Uklad ten ze sprz¢zeniem zwrotnym (22) jest oangalny w punkcie (n,,7,)

dla ZWB, jezeli macierz K ma postaé (25).
7 rozwazah powyzszych wynika nastgpujacy wazny wniosek

Whiosek 3. Osiagalnosé uktadu dodatniego (15) nie jest niezmiennicza wzglgdem sprzgzenia
zwrotnego (22).

Przyklad 1. Latwo sprawdzi¢, ze uklad dodatni (15), ktérego macierze 4 i B maja postacie

0100 0
A, A,] |1 2°1 0 B 1
- [ T ,B= Y 28)
4, Ap] |2 3i1 0 B, | |1

3 472 1 2

jest nieosiagalny w punkcie (2,2) dla ZWB. W tym przypadku n, =n, =21 m=1.
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Korzystaiac z (25) i (24) otrzymamy

K =[-1,-2,-1,0]
oraz
01 0 0] fo 0100
A=A+BK=I 21 0+1[—1—2—10]=0 000
: 2 310 (17" 1100
3 4 2 1) |2 1 00

Korzystajac natomiast z (19) i (20) otrzymamy

oraz

1
0
0 00

Macierz (31) spelnia warunek twierdzenia 6. Uklad ten ze sprzezeniem zwrotnym (29) jest
wigc osiggalny w punkcie (n,n,)=(2,2) dla ZWB.

[MIO’MU’MZOSM()Z]; (3D

-0 O
O O =
N OO O

5. Sterowalno$é ukladéw dwuwymiarowych.

Definicja 6. Ulklad dodatni (15) nazywamy sterowalnym do zera w punkcie
(i k), (ke Z, 1k > 0) ,jezeli dla dowolnych warunkéw brzegowych

¥, €R},0<j<k oraz xyeR? 0Si<h (32)
istnicje ciag wymuszet u; & R} dla (i, j) € Dy, taki, ze x, =0.

Twierdzenie 8. [15,16] Uklad dodatni (15) jest sterowalny do zera w punkcie (n,n,) wtedy
i tylko wtedy, gdy macierz 4 jest macierza nilpotentna, tzn. macierza ktorej wielomian
charakterystyczny ma postac

ot AT A A 63
~ 4y 7, mZr 4n
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Definicja 7. Mbwimy, ze sprzgzenie zwrotne (22) psuje nilpotentnos¢ macierzy 4, jezeli
macierz ukladu zamknietego (24) nie jest macierza nilpotentna,
Z twierdzenia 8 i definicji 7 otrzymujemy nastgpujacy wniosek

Whiosek 4. Uklad zamkniety (23) jest sterowalny do zera w punkcie (n,n,), jezeli
sprzgzenie zwrotne (22) nie psuje nilpotentnoéci macierzy 4.

Whiosek 5. Sterowalno$é do zera ukiadu dodatniego (15) nie jest niezmiennicza wzgledem
sprzezenia zwrotnego (22).

Przyklad 2. Wezmy pod uwage model dodatni (15), ktérego macierze 41 B maja postacie

4 4 0 11 B 0
A=[ " "}: 0 051,B=[ ‘]: 1 (34)
Ay Ay 000_ B, ] .
W tym przypadku n, =2, n, =1 oraz
-1 -1
d t[lnlzl_All -4, 1 2 1= 2
e = z, -ll=z/z
~4 I.2,-4 ! 172
21 whTl g g
Korzystajac z (19) otrzymamy
011 000 001 0 00 i>2oraz j=0
T,=10 0 1{T;,=|0 0 0|T,= To={0 0 07;=|0 0 0fdla {i=0 oraz j>I
000 000 000 0 00 i>0 oraz j>0

Sktadowa wywotana dowolnymi niezerowymi warunkami brzegowymi (16) zanika do zera

X (6, 1) = ZT_“[ } 2 ["‘”} 0 dla i>2,j>1
kO

k=0 I=0

Zauwazmy, ze jezeli macierz B ma postaé (34) wtedy dowolna niezerowa macierz sprz¢zenia
zwrotnego K =[k,,k,,k,] psuje nilpotentno$¢ macierzy 4 , gdyz

0 1 1
A+BK =1k k, ky+]
kl kl kJ
1
Jezeli natomiast macierz B ma posta¢ B= 0|, to
0
ko 1+k, 14k
A+BK=|0 0 1
0 0 0

idla k, =0 nilpotentno$¢ A nie zostaje zepsuta.
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Uwagi konicowe.

‘Wykazano, ze: .

1) osiagalno$¢ i sterowalnosé do zera dodatnich uktadéw dyskretnych jedno i dwu-
wymiarowych nie jest niezmiennicza wzgledem sprzezenia zwrotnego od wektora stanu,

2) dla dodatniego ukladu nicosiagalnego (niesterowalnego) mozna dobraé macierz
proporcjonalnych sprzgzesi zwrotnych od wektora stanu tak, aby uktad zamkniety byt
osiggalny (sterowalny).

Przedstawione w tej pracy rozwazania dla dodatnich ukiadow dwuwymiarowych opisanych

modelem Roessera mozna uogdlnié na:

1) uklady dodatnie o wielu wejsciach (m>1) opisane 2D modelem Roessera oraz
nD (n>2) modelem Roessera,

2) uklady dodatnie opisane 2D pierwszym modelem Fornasiniego-Marchesiniego [7], ktéry
stanowi przypadek szczegblny dodatniego modelu Roessera.

Bardziej zlozone jest uogélnienie tych rozwazari na przypadek drugiego modelu

Fomasiniego-Marchesiniego [8] oraz ogélnego modelu [27].

Problemem otwartym jest uogdlnienie tych rozwazan na:

1) ciagle dodatnie uktady jednowymiarowe, standardowe i singularne [18,21],

2) singularne uktady dwuwymiarowe dyskretne [19,22,25] i ciagto-dyskretne [14].
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