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Optymalizacja ksztattu belek

Praca dotyczy zagadnienia optymalizacji ksztaltu na przykiadzie belek
wspornikowych  obciazonych  ciezarem wlasnym. Jako kryterium
optymalizacji przyjeto ugiecie belki w danym punkcie. Warunki dodatkowe
dotycza ograniczen geometrycznych (wymiary przekroju poprzecznego). Do
rozwiazania postawionego zagadnienia optymalizacji zastosowano zasade
maksimum. Opracowano program komputerowy przy uzyciu pakietu
MATLAB/Simulink. Uzyskane wyniki analityczne i numeryczne dotycza
belki wspornikowej o przekroju dwuteowym,

Optimization of beams shape

Optimum design of single span beams under self-weight is considered from
the viewpoint of minimum deflection. The Pontryagin’s maximum principle

is used. The computer program has been designed using of
MATLAB/Simulink.

1. WPROWADZENIE

Rozwazmy odpowiednia belke (ze wspblczynnikiem gestoéci ¥) o szerokosci b(x)i

wysokoSci 4. Réwnanie linii ugiecia belki wzdhiz zmiennej przestrzennej x ma nastepujaca
postaé (Szefer i Mikulski 1978): )

d* [E]d’y.(x)J
dx2

ot |m e x€(0.D, u(x)=p(oh 1

Zadaniem naszym jest dobranie szerokosci b(x) belki wspornikowej (zamocowanej pa lewym
koficu) pracujacej pod wlasnym ciezarem w taki sposdb, by uzyska¢ minimalne ugiecie na
prawym koficu belki. Zbiér sterowan dopuszczalnych okreslamy w nastgpujacy sposéb:

U={u:H, su(x)<H,) 2)

Istnienie ograniczen (2) zapewnia odpowiedni sens fizyczny poszukiwanych rozwigzan
(wykluczenie przekrojéw zerowych i nieograniczonych).
W rozwazanym przypadku funkcjonat jakosci ma postaé:

Ja) =y, D ®

Zadaniem naszym jest znalezienie u" takiego, ze J(u") < J(u) dla kazdego u nalezacego do
zbioru sterowar dopuszczalnych (2). )

Do wyznaczenia sterowania ekstremalnego (czyli podejrzanego o to, ze jest optymalne)
zastosowano odpowiedni wariant zasady maksimum. Nastepnie rozwazono problem istnienia
rozwiazania optymalnego, analizujac numerycznie wskaznik jakosci(3). Zaproponowano
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odpowiedni algorytm wyznaczania rozwiazania optymalnego wykorzystujac pakiet
programowy MATLAB/Simulink. '

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU I JEGO ROZWIAZANIE
Niech y(x) =[y,(x) y,(x) y,(x) y, ()], przy czym (Szefer i Mikulski 1978)

()=, (x), By, (x)'= y,(x), N "=y, (x) @

). Wtedy rownanie (1) dla belki wspornikowej pokazanej na rys. 1

a
(gdzie np. y,(x)’ =—y;_X)
Ad

mozna zapisa¢ w postaci (Szefer i Mikulski 1978, s. 338 1 343):

Y5 (%) "y =
arcu(d)’ V3 (x)'=y,(x), ya(x)'=—u(x) )

1(®=0, y,(0)=0, y,(N=0, y,(H=0

() =y,(x), py ()=

przy czym: 3 2 .
a=Eg‘h , ¢=2Eg, ﬁ+g_,
12 2 2

©

lub w postaci wektorowego réwnania rézniczkowego

) = fu), f),u@) =y x) y,(x) 5 Yo —u(@l (7)

a+cu(x)

z warunkami brzegowymi y(0) € @, y({) € ®, przynaleznymi do odpowiednich rozmaitosci
w przestrzeni R’

®o={y€R4:y|:0:y2=0}: ®1={yER4:y3:O: Y4 =0} (®)
vy
7 5
7
- 1 >
Yy

Rys. 1. Belka wspornikowa o przekroju dwuteowym.

Zadaniem naszym jest ,przeprowadzenie” ukiadu (7) z rozmaitoéci @, do rozmaitosci @,
tak, by uzyskaé minimalng warto§¢ wskaznika (3) przy ograniczeniach (2) na sterowanie u .
Cechg charakterystyczng sformulowanego wyzej zadania optymalizacyjnego jest fakt, ze role
czasu odgrywa tutaj zmienna przestrzenna x, w naszym przypadku skonczona dlugoéé¢ belki.
Natomiast sterowaniem jest wielko$¢ proporcjonalna do szerokosci belki 5(x).
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1
Zauwazmy (zob. (3) i (5)) réwniez, ze J(u) =y, () = .[ ¥, (x)dx. Zatem dotaczajac do ukiadu
0

(7) dodatkowe réwnanie y,(x)' =y, (x), ¥, (0) = 0 mozemy bezpodrednio zastosowaé jeden z
wariantéw zasady maksimum (Bottianski 1971, s. 351; zob. réwniez Gorecki 1993, 5. 392 bez
wprowadzania zmiennej y,).

W wyniku zastosowania (Szefer i Mikulski 1978) zasady maksimum (Bottianski 1971, s. 351)
otrzymujemy nastgpujaca posta¢ sterowania (o ile sterowanie istnieje): .

H, dla xe[0,x,]
u"(x)= % fc(l—x)f—g;—-% dla xelx,x,] 9
H, da xelx,,1] '

W powyzszym wzorze y,(x), x,, x, oraz zmienng sprzgzona [, (x) nalezy wyznaczyé np.
numerycznie z odpowiedniego ukladu kanonicznego rozwazanego w przedziatach

0,x1, [x,x,], [x,1.

W przedziale [0, x, ] ukiad kanoniczny ma posta¢:

(¥(x)'=y, (%), ¥,(0)=0
_ Ys(x) _
yz(X)——aHHz, y,(0)=0
I8g (x)=y(x), ¥;(0) =o Vs (10)
Ya(x)'==H,, Y:(0)=y,
o I-x _
2’3 (x) - H2 2 ’13 (0)=0
/14(x)'=_ﬂ’3(x)x /14(0)=0 J
rzy czymdla x=x, mab él ol - )M-fi_
przy czy - Yy c X, ﬂ4(xl) c_
W przedziale [x,, x, ]
»(x)=y,(x), »(x)=N,
yz(x,)'=—~L(xl—— ', M(x)=N,
e(l - x)ya()
4(x)
P3(x)'= p,(x), y,(x,)=N,
Jn(x)'———,/c(l A X R A ()
Aqy(x)
A3 (x) = Aj(x) N,
C(l’ x)yB(x)
. A4(x) A
A, (x)'= -4, (x), A(x)=N; |
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i

Dila x=x, ma byc’:—l- c(l—xZ)MLJI_:HI,
c A(x,) ¢

W przedziale [x,, /]

(3,(x)'= y,(x), nix,)=Ph
x
yz(x)"_';}j}iiT)l: Yo(x,)=P,
1.)’3(")"=}’4(3‘), yi(x,)=Fh (12)
Y4(x)=“H1a y4(x2):‘u4
I-x
‘:————-——~ :P
A= Ak
L/Lt (X)I: _ﬂj(x)» Ay (xz) = Ps
Parametry y;, y;, N,, B, i=12,..,6 nalezy dobra¢ tak, by dla x =1
»,({D=0, y, (=0 v (13)

Przedstawiony wyzej algorytm zostat zaimplementowany w $rodowisku MATLAB/Simulink.
Schemat postepowania przedstawiono na rys. 3. Spetnienie warunku (13) uzyskuje sie
minimalizujac wyrazenie y,(!)* +y,({)*.

3. WYNIKI NUMERYCZNE
Obliczenia numeryczne wykonano dla nastgpujacych danych: 1=2m, E=2.1*10''N/m’ ,

H1=0.2m, H2=0.4m, g,=0.002m, g~0.0013m, v=7.65*10°N/m® . Ksztalt belki o optymalnej
szeroko$ci jest pokazany na rys. 2. Otrzymano x1=0.74m, x,=1.004m, y,"=-04737,

y4’=0.5712 .
Srercwanie
T T T T T T T T T
Rys. 2. Optymalna szerokoé¢ belki.
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@ | MEPEE |yt ybasasa) ata)i 6). MODEL B
[0,x1] [x2,%1] 162
¥2(x2)
; ya(xs)’
L ALGORYTM j )
7\,3(X2)
A.4 (Xz)
y3(1) MODEL'
Minimalizacja y«(h) DLA [«
Y@ +yaQ)*
Rys. 3. Schemat algorytmu.
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4. ZAGADNIENIE ISTNIENIA ROZWIAZANIA

Zasada maksimum jest warunkiem koniecznym optymalnosci. Aby zorientowaé sie czy
rozwigzanie optymalne istnieje przeprowadzono szereg eksperymentow pumerycznych
okre$lajacych zachowanie wskaznika jakoéci (ugiecie belki w punkcie x=/) w ,otoczeniu”
ksztaltu otrzymanego w wyniku zastosowania zasady maksimum 1 podejrzanego o
optymalno§¢. Innymi stowy badano J(u) dane réwnoscia (3) w pewnym otoczeniu u°.
Wyniki eksperymentow pokazano na rys. 4, 51 6, 7. Na rys. 4 zaznaczono krzywe bliskie
krzywej optymalnej przy ustalonych wartosciach x, i x,. Na rys. 5 pokazano wartosci
wskaznika jakosci (3) dla rdéznych krzywych:

KO — krzywa optymalna

K1 —krzywa o réwnaniu: y = ax+b, gdzie a=-0.7576, b=0.9606
K2 - krzywa o rOwnaniu: y = ax’'+b, gdzie a=0.5628, b=-0.3606
K3 — krzywa o réwnaniu; y = ax>+b, gdzie a=0.2398, b=-0.0379
K4 — krzywa o rownaniu: y = ax"+b, gdzie a=0.1352, b=0.0664

[+

a3s|

O.3+]

o3

o3|

0=

0254

0.2¢

azl

0.2

a.is ne o.8s ns 0.55 1 1.05 1.1

Rys. 4. Krzywe bliskie krzywej optymalnej.

Wskaznik jakosci dla KO zostat wyliczony analitycznie na podstawie aproksymacji krzywej
optymalnej wielomianem drugiego stopnia: w(x) = ax* + bx + ¢, gdzie: a=0.9401, b=-2.3891,
c=1.6520.

——
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Rys. 7. Zalezno§¢ wskaznika (3) od punktoéw granicznych x; 1 x,.*

5. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono efektywny algorytm wyznaczania optymalnego ksztaltu belki
wspornikowej o przekroju dwuteowym. W obliczeniach numerycznych wykorzystano pakiet
programcwy  MATLAB/Simulink. Metoda  wyznaczania  optymalnego  ksztalty,
wykorzystujaca zasade maksimum, byfa przedmiotem prac (Szefer 1 Mikulski 1978 i 1984).
W poréwnaniu z tymi pracami, w niniejszej pracy zostaly uzupeinione badania symulacyjne
zachowania si¢ wskaznika jakosci (3). Tym sposobem eksperymenty numeryczne (zob. rys. 5
i 7, na ktorych widaé wyrazne ekstremum wskaznika jakoéci) potwierdzity istnienie
rozwiazania optymalnego. Sama zasada maksimum pozwala jedynie wyznacza¢ rozwigzania
»podejrzane” o to, ze sa optymalne.

Praca byta wykonywana w ramach dziatalnoéci statutowej AGH - 11 11 120 230.
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