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WYZNACZANIE DODATNICH REALIZACJI
MINIMALNYCH DYSKRETNYCH UKEADOW
Z OPOZNIENIAMI

Podano metode wyznaczania dodatnich realizacji minimalnych dla dyskretnych
ukladow liniowych z wieloma opdznieniami w wektorze stanu. Sformufowano
warunki wystarczajqce istnienia dodatnich realizacji oraz podano procedure
wyznaczania tych realizacji dla danej wlasciwej funkcji wymzemej Rozwaza-
nia zilustrowano przykladem liczhowym.

DETERMINATION OF POSITIVE MINIMAL REALIZA-
TIONS OF DISCRETE-TIME SYSTEMS WITH DELAYS

A method for finding of positive minimal realizations of linear discrete-time
systems with delays in state-vector is proposed. Sufficient conditions for the
existence of positive minimal realizations are established and a procedure for
computation of the positive minimal realizations for a given proper rational
function is presented. The considerations are illustrated by a numerical exam-

ple.

1. WPROWADZENIE

W ukiadach dodatnich zmienne stanu, wymuszenia, warunki poczatkowe i odpowiedzi
przyjmuja tylko wartosci nieujemne. Przykladami uktadéw dodatnich sg procesy prze-
mystowe zawierajace reaktory chemiczne, wymienniki ciepla, kolumny destylacyjne,
ukfady kompartmentalne, modele zanieczyszczen wody i atmosfery. Rozne modele
ukladow dodatnich mozna spotkaé¢ w naukach technicznych, w ukladach zarzadzania,
ekonomii, naukach spotecznych, biologii, medycynie, itp.

Liniowe ukfady dodatnie sg zdefiniowane w przestrzeniach stozkéw, a nie w przestrze-
niach liniowych. Z tego wzgledu teoria ukltadéw dodatnich jest bardziej ztozona i mniej
rozwinigta. Przeglad stanu aktualnego teorii ukladéw dodatnich jest podany w monogra-
fiach [4,5]. Niektére nowsze wyniki teorii uktadéw dodatnich sa podane w pracy [6].
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Rozwiazanie rownan opisujacych liniowe uklady dyskretne z opdznieniami zostato
podane w pracy [2]. Problem wyznaczania realizacji dodatnich dla uktadéw bez op6z-
nien by} rozpatrywany w wielu pracach [1,4,5]. Problem wyznaczania dodatnich reali-
zacji dla ukfadow dyskretnych z jednym opdznieniem zostal sformutowany i cze$ciowo
rozwiazany w pracy [7]. Zagadnienia osiagalnosci, sterowalnos$ci i sterowania optymal-
nego z minimalng energia ukladéw dyskretnych z opdznieniami byly rozpatrywane w
pracach [3,8]. Podstawowym celem tej pracy jest uogdlnienie metody przedstawionej w
pracy [7] na przypadek ukladéw dyskretnych z wieloma opéznieniami. Zostana podane
warunki wystarczajgce istnienia dodatnich realizacji minimalnych oraz procedura wy-
znaczania tych realizacji dla danej wlasciwej funkcji wymierne;j. ‘

2. SFORMULOWANIE ZADANIA

L

Niech R™™ bedzie zbiorem macierzy rzeczywistych o n wierszach i m kolumnach
oraz R" = R™.
Wezmy pod uwage liniowy uklad dyskretny o jednym wejéciu 1 jednym wyjsciu z A
opéznieniami opisany rOwnaniami
X = Agx, + Ax,, +--+A,x, , +bu, ieZ, = {0,1,...} (1a)
¥, =cx, +du, (1b)

przy czym x; € R", u, € R, y, € R jest odpowiednio wektorem stanu, wymusze-

niem i odpowiedzia, a 4, € R™", k=0,l,...,h,beR",ceR™,deR.
‘Warunki poczatkowe dla (1a) maja postaé

X, €R" dak=0]l,..,h @)
Niech R;™ bedzie zbiorem macierzy rzeczywistych o wymiarze nx m i elementach
nieujemnych oraz RI = R™.

Definicja 1. [3,7]. Uktad (1) nazywamy (wewngtrznie) dodatnim, jezeli dla kazdego
x, €R,k=0,1,..,h oraz wszystkich wymuszea u,€R,, i€Z, mamy

x,€R] oraz y,eR dlaieZ,.
Twierdzenie 1. [3,7,5] Uklad (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy

A4, eR™ k=0..,h,beR', ceR", deR, 3)
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Transmitancja uktadu (1) ma postaé
T(z)zc[lnz~A0—Alz'I —---—Ahz’h]‘}b-i-d “4)

Definicja 2. Macierz (3) nazywamy realizacja dodatnig danej wiasciwe] funkcji wy-
miernej 1’ (Z ) wtedy i tylko wtedy, gdy spelniaja one rownos¢ (4). Realizacje (3) nazy-
wamy minimalng wtedy i tylko wtedy, gdy wymiar # x 1 macierzy 4,,k =0,1,.... A
jest minimalny wéréd wszystkich realizacji funkcji wymiernej T(Z).

Zadanie wyznaczania dodatnich realizacji mozna sformulowac nastgpujaco:

Dana jest wlasciwa funkcja wymierna T (Z) Nalezy wyznaczy¢ realizacj¢ dodatnia
minimalna (3) funkcji wymiernej T (Z) ‘ |
W pracy tej zostang podane warunki konieczne i wystarczajace istnienia oraz procedura
wyznaczania dodatnich realizacji minimalnych (3) dla danej funkcji wymiernej 7’ (Z)

3. ROZWIAZANIE ZADANIA

Transmitancj¢ (4) mozemy napisa¢ w postaci

()= TS ) o
det H(z) d(z) ,
gdzie '
H(z)=[1,2"" - 42" - 42" —..— 4,]
n(z)=2"cAdiH(2)b = ny 2" +ny 2" +.. .+ n,z"
d(z) =detH(z) = zV - aN_lzN’1 —...—a;z—a,
(6)

a Adj M oznacza macierz dotaczong macierzy M ,a N =n(h+1).
Z zaleznosci (5) mamy '

d =1im T(z) o

20

gdyz lim [z*HEG)] =0.

Cze$é scisle wiasciwa funkcji T (Z) ma postac
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I (2)=T(2)-d =) ®

Tak wiec wyznaczanie dodatniej realizacji zostato sprowadzone do wyznaczania macie-
rzy ’

A, eR:x",kzO,l,...,h,beRf;ceRf‘” )

~

dla danej $cisle wlasciwej funkcji wymiernej (8). .

Lemat 1. Scisle wiasciwa funkcja wymierna (8) ma postaé

r,)=2)

z)= (10)
d'(z)
wiedy i tylko wiedy, gdy det 4, =0 przy czym

n'(z)= i1?,(1"(2) =z —a, 2"~ . ~az-aq (11)

Dowéd. Z definicji 'd(z) dla z=0 wynika, z¢ g, =det 4,. Zauwazmy, ze
d (Z) =zd '(z) wtedy i tylko wtedy, gdy g, =0 oraz (8) mozna zredukowa¢ do po-
staci (10) wtedy i tylko wtedy, gdy det 4, =0. o

Lemat 2. Jezeli macierze A,,k =0,1,...,/ maja jedna

fTo o ..0 o7 [ 0o o0 ..0 0]
a, 0o ... 0 0 a, 0o ... 0 0
a,, 0 .. 0 0 a,, 0 ... 0 0

4= R

Ay 0 .00 0 ayas 0 .0 0 0

ayans 0 . 0 ay,, vy O - 0 ay,,

L O 0 ... 0 ay, ] | 0 0 ... 0 ay, ]
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[0 0 .. 0 ]
a,., 0 ... 0 0
a,, 0 ... 0 0
A, = e e -
Ay 32y 0 0 0
Ayaps 0 An_p-4
0 0 0 ay; |
[0 0 0 0 |
a, 0 O 0 0 0
a,, 1 0 0 0 0
4, =
Ay sy 0 0 - 0 0 0
A 3(he1) 0 0 0 Ayahen)
0 0 0 - 0 1 aygy
Zk = A} ,k=0),..h (T oznacza transpozycj¢) - (12b)
(0 0 - 0 1]
0 0 0
A =PAP k=01 b P=|- o oo e (120)
0 1 0 0
10 0 0]
A=A k=0),.,h . | (12d)

wtedy
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= det[[”zh+1 — A" -4z~ ,,]=
. n ’ n 13)
_ h+l h h-1 _
—det[lnz ~Ayz" ~ Az —---—Ah]—
_ Rl b bl 71—
—det[]nz ~Ayz" —A4z" - - h]—
~ =z.N —aN_lzNAl—aN_zzN_z—---alz—ao
Dowéd. Rozwijajac wyznacznik wzgledem pierwszego wiersza otrzymamy
det H(z) =
z" 0 0 0 0 0
~a,z"—a, z,, ——a, Z% 0 0. 0 0
—ay,,2"—a,2" ~.. ~a,, -1 2 0 0 0
B Bl Bl il
—Ayp-aZ ~Ayaps? Ay O 0 2z 7 0
B Bl kel
Ay ap3Z T Ayogun? T T Ay g 0 0 -1 -1 2z¥
0 0 0 0 0 -1
-1
0
0 t
0
h Bl
TAyp2Z TAypaZ T T Ay oy
k4l h h-1
Z TAn,Z —dy 2z Ty g
Bl b =
= n-2)heD) z Ty p2Z2 Tl p3Z T T Ay gy +
- htl h h-1
-1 2" —ay 2" —ay 2" e m Ay (k1)
p Bl B4l
—a,z" —a, 2" —--—a, z - 00
B A1
Typnl TOuZ T Ty -L - 0 0
+(=1)"? : TP T
h h-1 h+l
—AyopsZ —AyomenZ " Gyagsy 0 v =l oz
0 0 - 0 -1
_ N N-1 N-2
=z" —ay, 2" —ay,z" " —-—az—a,
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Dowdd dla macierzy (12b) wynika z faktu. ze transpozycja nie zmienia warto$ci wy-
znacznika, czyli

det[lnz"+l — Az - A" - - Zh]= det H' (z) = det H(z)

Biorac pod uwage (12¢) oraz_P_l =pl=p otrzyrﬁamy

det|l, 2 = Aoz — Az~ = 4, |= det]L, 2 — 42"~ 42" - 4]
Dowdd dla macierzy (12d) jest analogiczny do dowodu dla macierzy (12b). o

Uwaga 1. Macierze (12) majg nieujemne elementy wtedy i tylko wiedy, gdy wspolczy-
niki @,k =0,1,...,N —1 wielomianu (13) sa nieujemne.

Uwaga 2. Wymiar #X 7 macierzy (12) jest najmniejszy z mozliwych wymiardw reali-
zacji funkcji wymiernej (8).

Definicja 3. Macierze A,,k =0,l,...,4 nazywamy cyklicznymi wiedy i tylko wtedy,
gdy wielomian charakterystyczny

diz)=detH(z)=z" —a, z"" —ay 2" - —az—a, (14)

jest réwny wielomianowi minimalnemu W(z), tzn.

d(z)="Y¥(z) : (15)

Jak wiadomo wielomiany te sg zwigzane zaleznoscia
\P( Z) - _g_(_z_)_ (16)

D n—1 (Z)

a W (2) = d(z) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy D, ,(z) =1, przy czym D, _,(2)
jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem wszystkich minoréw stopnia # —1 - szego
macierzy H (z) ‘

Lemat 3. Macierze (12) sa cykliczne dla dowolnych wartosci wspdtczynnikéw

a,k=0L..,N-1.

Dowéd zostanie podany tylko dla macierzy (12a), gdyz w pozostatych przypadkach jest -
analogiczny. Zauwazmy, ze minor otrzymany przez wykre$lenie pierwszej kolumny i
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drugiego wiersza macierzy H(z) jest rowny (—1)"". Wobec tego D, (z)=1, a
zgodnie z zaleznoscia (15) mamy W(z)=d(z). o

Macierz odwrotng macierzy H (z) mozemy napisaé w postaci

: el =535

przy czym N(z) jest macierza wielomianows, a wielomian d(z) jest okreslony za-

)

leznoscig (14).

Macierz (17) nazywamy w postaci standardowej, jezeli macierz jest niereduko-

(2)
walna, a wspélczynnik przy najwigkszej potedze wielomianu d(z) jest réwny 1.

Definicja 4. Macierz standardowg (17) dla # > 2 nazywamy normalna wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy niezerowy minor stopnia drugiego macierzy wielomianowej N(z)

jest podzielny (bez reszty) przez wielomian d(z).

Lemat 4. Macierz standardowa (17) dla # > 2 jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy
macierze A,,k =0,1,...,/ sa cykliczne.

Dowod. Dostatecznosé. Niech macierze A4, ,k =0,1,...,/ sa cykliczne. Wtedy zgod-

nie z definicja 3, ¥(z) = d(z) oraz posta¢ kanoniczna Smitha macierzy H(z) jest
rowna

H(z2) = diag[1,1,..1,d(2)] )
Macierz dotaczona macierzy (18) ma postac
AdjH (2); = diagld(2),d(2),..,d(2),1] 19)

Kazdy niezerowy minor stopnia 2-go macierzy (19) jest wiec podzielny przez wielo-
mian -d(z) . Zgodnie z twierdzeniem Bineta-Cauchy’ego kazdy niezerowy minor stop-
nia 2-go macierzy

V(2)AdjH (2);U (2) 20)

jest réwniez podzielny prze d(z), gdyz jest on suma iloczynéw minoréw 2-go stopnia
macierzy unimodularnych ¥ (s),U(s) oraz (19). Macierz (17) jest wigc macierza
normalng.
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Koniecznosé zostanie udowodniona metodsg przez zaprzeczenie. Z zalozenia macierz
(17) jest nieredukowalna. Przypus¢my, ze macierz (17) nie jest cykliczna. Wtedy

Y(z)#d(z), a zgodnie z zaleznoicig (16) D, (z)#1. W tym przypadku
d(z)=D, ,(z2)d(z) i macierz (17) jest redukowalna. OtrzymaliSmy wigc sprzecz-

nos¢, a wiec macierz (17) jest cykliczna. o

Lemat 4.Jezeli macierze 4, ,k =0,l,..., 4 maja posta¢ (12a) wtedy macierz dotaczona

Adj[lnzh“ — AOZh - Alzh_1 —-++— A, ] mozna rozlozy¢ nastepujaco
N(z) = AdjH(z) = P(2)Q(z) + d(2)G () 1)
gdzie
1 P.(2) ZNZ::T[) - aN—liN;(hhH) - aN-zzN‘(hH) T T Oy Z — Ay 2
p:(2) pi(z)=2"" D —a, 2 ) aN—zzN—z.(hﬂ) T T Ao Z T Gy
P(2) TIP3 | oeeeeesereem ettt an ettt
: P.a(2)= 2?0 — aN_lZZthl - aN—ZZZh —t aN—(h+l)Zh+l
| P.(2) p.(2)=z2"
(22)
0@ =[a.() 1 4:(2).-9,(2)]
__N-(h+l N-(h+2) N-(h+3) N-3(h+)
q(z)=z" ' ay, 2z " —ay,z e Ay )2 o (23)

g,.(z)= S N-30k+1) q.(2) — N8
n— ? n

0 0O 0 0
— * *
G(z)= 0 ..... S * *
* () x * %

(* oznacza elementy nieistotne w tych rozwazaniach)
Analogiczne rozklady zachodza dla macierzy (12b)-(12d).

Dowéd. Latwo sprawdzi¢, ze macierz dolaczona ma postaé
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(a(z) 1 g2 - q,)]
* pz(z) * *
AGHE)=| *  py@)  x e w @9
* pn_l(z) * *
. L * p(2) o+ *

Zauwazmy, ze macierz (24) mozna napisaé¢ w postaci (21), gdyz zgodnie z lematem 4
kazdy jej niezerowy minor stopnia 2-go jest podzielny przez d(z). Latwo sprawdzi¢,
ze macierze (22) 1 (23) spelniaja réwnosé (21). | -

Podstawiajac (21) do (17) otrzymamy

_ P(z)Q(z) ‘
T, (2)= T +G(z2) (25)
gdzie
P(z) =z"cP(2), Q(2) = Q(2)b,G(2) = z"cG (2)b (26)

Uwaga 3. Z zaleznosci (26) wynika, Zze realizacja dodatnia (9) funkcji wymiernej
T,,(2) nie zalezy od macierzy wiclomianowej G(z) , gdyz G(z) jest macierza wie-
lomianowa, a Tsp (2) jest macierza wymierna. .

Z zaleznosci (22) 1 (25) mamy

1
) 5| P2(2) V-1 N-2
P(z)=cz"P(z)=[c, ¢,--c,]z"|" ", "|=¢z" —cay,z" " +
P, (2)
+(c; — az\f‘zcz)ZN_3 +o+(c, — Ay h1yCna T ')ZZhH +
o (@€ + ypnCy +0)2" (0 — Ay, - Byy€s — )z
27
by
— b, N-(h+1) N-(h+2)
0(2)=Q0(2)b=[q,(2) 1 ¢,(2)-q,(2)] " |=bz —ay. bz +
b

"

N=3(h+1)
+(b,, — aN—z(h+l)b1 )z +b,
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Zat6zmy, ze wielomian n(z) funkcji wymiemnej (8) mozna roztozyé na nastepujacy
iloczyn

n(z) = p(z)q(z) (28)
gdzie

Nt N-2 B2 Al h
p(z)= Prv-gy2 ~ Pn-gun? T T D2 —piZ +pz

(29)
_ N-(h+1) N-(h+2) 2 -
q(z) =GN h)Z ~Ay_(r)Z t-+q,z2 —qz+4q,
Poréwnanie (27) i (29) daje _
Prn—hy TCoo Purezy = €215 Po = € — GGy — QpayCs — -
(30)

Ay-nety =00y _piny = ayb,,q,=b,

Znajac wspdlezynniki p, oraz g, dia k =0,1,..., N —(h+1) mozemy wyznaczyé z
zaleznosci (30) elementy b, oraz ¢;,i =1,...,n macierzy b i c.

Z zaleznosci (30) wynika, ze b; 20 oraz ¢, 20 dla i =1,...,n wtedy, gdy p, 20 i
q,20 dla £=0,,...,N —(h+1) oraz a;20dla j=0L..,N~-1 -

Zostato wigc udowodnione nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 2. Istnieje realizacja dodatnia (3) funkcji wymiernej 7'(z) jezeli sa spet-
nione nastepujace trzy warunki T

i) T(oo) =lim T(z) €R,
Z—y0
i) Wspétczynniki g, , k =0,1,..., N —1 wielomianu d (Z) sg nieujemne, tzn.

a; 20 dla k=0,,.,N-1 _ (31)

iii) Licznik n(z) funkcji wymiernej (8) mozna rozlozy¢ tak, aby wielomiany p, i g,
(okreslone przez (29)) mialy nieujemne wspoétczynniki, tzn.

P, 20iq,20dlak=0..,N-(h+]) - (32)
oraz byly speinione zaleznosci (30).

Jezeli warunki twierdzenia 2 spetnione, to dodatnig realizacje minimalng (3) funkcji
wymiernej T (z) mozna wyznaczy¢ korzystajac z nastepujacej procedury
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Procedura

Krok 1. Korzystajac z (7) i (8) wyznaczamy d oraz $cisle wiasciwa funkcje Tsp (Z)
Krok 2. Znajac wspotezymniki a,, k=0,1,...,2n—1 wielomianu d (z) wyznacza-
my macierze (12a) (lub (12b)-(12d)).

Krok 3. Wyznaczamy rozklad (28) wielomianu n(z) oraz wspéiczynniki p, i gq,,
k=0,,..., N — (h+1) wielomianu (29).

Krok 4. Korzystajac (30) wyznaczamy b, i ¢;,i =1,...,n oraz macierze b i c.

Uwaga 4. Stopienn N wielomianu d(z), rzad minimalny realizacji » oraz liczba op6z-
niefl s sa zwiazanen zaleznoscia N = n(h +1).

Biorac pod uwage Lemat 1 dla przyjetej liczby opdZnien # mozemyywyznaczy¢ mini-
malny rzad realizacji z zaleznosci

N
—— dla N parzystego
h+1 “ parzysieg
N+1

h+1

n= 33)

dla N nieparzystego

Dla przyjetego minimalnego rzg¢du realizacji » mozemy wyznaczy¢ liczbe opoznien z
zaleznosci
N-n '
dla N parzystego
h= n 34
N-n+l _ G4
—— dla N nieparzystego .
n

4. PRZYKLAD

Dla danej transmitancji

T(;)= 22° -z -7 -4z -3z-2

22—zt =2z —z-1

(33)

wyznaczy¢ dodatnig realizacje (3).

' N +1
Korzystajac z (33) dla #=1 oraz N =5 otrzymamy #n = P =3 a z zaleznodci
+
N-n+1 o o
(34)dla n=2 mamy h=-———— =2 Istniejg wigc potencjalnie realizacje dodat-
n
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nie (3) transmitancji (35) rzedu =3 z jednym opéznieniem (42 =1) oraz rzedu
n =2 z dwoma opéznieniami (2 =12).
Korzystajac z powyzszej procedury dla # =3, =1 otrzymamy

Krok 1. Korzystajac z (7) otrzymamy
d=T{w)=1limT(z)=2 (36)
oraz

T,(2)=T(z)-d =— 37)
Krok 2. Biorac pod uwage , ze
d(z)=2"-z'-22"-z-1(a; =a,=a,=1,a,=2,a, =a, = 0) oraz

(12a)dla s =1 dostaniemy

0 0 1] oo

0 0 ¢ 0 0 O 1
A,=la 0 a|=|1 0 2,4 ={a, 0 a,|=(0 0 1 (38)
0 0 a 0 01 0 1 q 0 1 0
Krok 3. W tym przypadku
z2 0 -1 B
[Izz—Aoz—Al]_1 =|-z 2z} -2z-1| =
0 -1 z’-z
. 2t -2 =2z-1 1 z?
=— > z’—z* 2t =2 222 +2% +2
2(z°=2" =2z -z-1) ) 4
- z z z
a z (22) i (23) otrzymamy
1 1 _
P(2)=|p(2)|=|2* -2 . 0@) =|* -2 -2z-1,1, 2] (@9
P3(2) z*
Wobec tego z (27) i (39) mamy
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1
P(z)=[c, ¢, ¢,lez* -2 |= z1[c1 +e,(zt—2)+ c3zz]
ZZ
(40)
N b
0(2)= [z4 -2 -2z-1,1, 2*| b, |=b(z* —2° =2z -1) + b, + b,z

b,

Porownujac ~ wspoOfczynniki  przy tych  samych potegach z  réwnosci

P(2)0Q(z) = z* =z’ —z Iatwo sprawdzié, ze nie istnieje rozwiazanie nieujemne
(b;20,c,20,i=1,23). Nie istnieje wigc realizacja dodatnia (3) dla n=3 i
h=1.

W przypadku, gdy # = 2, h = 2 otrzymamy

Krok 1. To samo d =2 oraz T, (2)

Krok 2. Korzystajac z (12a) dla i =2 otrzymamy

_[o o]_fo o] [0 o_ooA_0'1_01(41)
A"—a2 a| |1 17" |a a| [1 07 g a| [0 2

Krok 3. W tym przypadku

3

-1
-1
P —A4z"-Az-A]" = z =
[ 4 ! 2 |:—zz-z 22—z =2
3 _ 1 22—-z"-2 1
2(z° -2 -2z —z-1)| z*+z Z°

— 1 11—
P(z)=[ }=[ 3:I,Q(z)=_[z3—-z2—2, 1] (42)
pz(z) z

Korzystajac z (27) i (42) otrzymamy

Oraz
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P(z) =[c, cz]zzl:1 3] =2z (¢, +¢,2°), Q(z) =
z -

5 )
=[z*-2* _2’1][b1}:bl(23 -z =2)+b,

2

Poréwnujac wspdlczynniki przy tych samych potggach z réwnosci
P(2)Q(2)=z"(c, +¢,2)[b (2’ — 2> =2) + b, ] = 2*(2* - z* - 1)

otrzymamy b =b, =1 oraz ¢, =1,c, =0
Wobec tego

b=m,c=[1 0] @3

Poszukiwana realizacja dodatnia ma postac (41), (43) i (36).

5. UWAGI KONCOWE

Zostat sformulowany i rozwigzany problem wyznaczania dodatniej realizacji minimal-
nej dla ukfadow dyskretnych o jednym wejsciu i jednym wyjéciu z wieloma opdznie-
niami. Wprowadzono postacie specjalne (12) macierzy 4,,k =0,1,...,h. Wykazano,
ze macierze (12) sa cykliczne, a macierz standardowa (17) # 2> 2 jest normalna wtedy i
tylko wtedy, gdy macierze A,,k=0,1,....,n sa cykliczne. Sformutowano warunki
wystarczajace istnienia minimalnej realizacji dodatniej (3) dla danej wiasciwej funkcii
wymiemej T(Z). Podano procedur¢ wyznaczania tej minimalnej realizacji oraz zilu-
strowano jg przykladami liczbowymi. Rozwazania te mozna uogdlni¢ na uklady ciagle

o wielu wejsciach i wyjsciach oraz wielu opozZnieniach. Problemem otwartym jest
vogolnienie tych rozwazan na uklady singularne i dwuwymiarowe.
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