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ZUPELNA OSIAGALNOSC LINIOWYCH
DODATNICH UKEADOW DYSKRETNYCH
Z JEDNOSTKOWYM OPOZNIENIEM

W pracy rozpatrzono problem zupelnej osiqgalnosci (zadany stan korco-
wy jest stanem zupeinym) dodatnich ukladow dyskretnych z jednym jed-
nostkowym opoznieniem. Taki rodzaj osiqgalnosci (w odréznieniu od
zwyklej osiqgalnosci, gdy stan korcowy jest stanem chwilowym) nazywa-
ny osiqgalnosciq zupeing lub calkowitq. Wykazano, ze w przypadku ogdl-
nym dodatni uktad z opdznieniem nie jest catkowicie osiqgalny. Catkowi-
cie osiqgalnym moze by¢ tylko dodatni uklad z czystym opéznieniem.
Sformuiowano kryteria catkowitej osiqgalnosci dodatniego ukladu z czy-
stym opdznieniem oraz podano metode wyznaczania sterowania przepro-
wadzajqcego rozpatrywany uklad z zerowego zupelmego stanu poczqtko-
wego do dowolnego zadanego nieujemnego zupeinego stanu koricowego.

COMPLETE REACHABILITY OF LINEAR POSITIVE
DISCRETE-TIME SYSTEMS WITH UNIT DELAY

The problem of complete reachability of positive discrete-time linear sys-
tems with one unit delay is considered. I is shown that the positive dis-
crete-time system with delay is not complete reachable in general case.
The positive system may be complete reachable only in the case of system
with pure delay. Necessary and sufficient conditions for complete reach-
ability of the system with pure delay are established and a method for
computing of the control sequence which transfer the system from zero
complete initial state to the desired complete final state is given.

1. WSTEP

W ukiadach dodatnich sktadowe wektoréw wymuszen, warunkéw poczatkowych, stanu
i odpowiedzi przyjmuja tylko wartosci nieujemne. Liniowe uklady dodatnie nie sa zde-
finiowane w przestrzeniach liniowych lecz w przestrzeniach stozkow. Z tego powodu
teoria takich ukladdéw jest mniej zaawansowana w poréwnaniu z teorig uktadéw linio-
wych "niedodatnich".
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Problem analizy i syntezy ukiadéw dodatnich, ale bez op6znien, jest tematem wielu
publikacji od kilku lat, patrz np. monografie [5, 6, 7] oraz prace [I, 8] i cytowang tam
literature. .
Ostatnio problem osiagalnosci dyskretnych dodatnich ukladéw liniowych z opdznie-
niami rozpatrzono w pracach [3, 4, 10, 11]. Kryteria sterowania z minimalng energia
takich uktadéw podano w pracach [3, 9, 10].

W hiniejszej pracy rozpatrzymy ogélniejszy rodzaj osiagalnosci dodatnich ukiadow:
dyskretnych z opdznieniem, a mianowicie tzw. osiagalno$é catkowita, zwang tez osia-
galnoscia zupelna.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Niech R™™™ bedzie zbiorem macierzy o wymiarach nxm o rzeczywistych elemen-

tach oraz R" = R™!.  Zbiér macierzy o wymiarach nxm, ktérych elementami sg

nxl

liczby rzeczywiste nieujemne bedziemy oznaczaé przez R przy czym R = R7.

-Zbiér liczb catkowitych nieujemnych bgdziemy oznaczaé przez Z,.

Wezmy pod uwage dyskretny dodatni ukfad liniowy stacjonamy z opéznieniem, opisa-
ny réwnaniem stanu

Xiy1 = Agx; + Aix; 1+ By, ieZ,, (1)

o macierzach A eRTT, 4 eRT, BeRT™, zwarunkiem poczatkowym
x_1, xp €R}. @)
Jezeli u; eRY dla i eZ,, to przy spemieniu powyzszych zalozen rozwiazanie réwna-

nia stanu (1) jest nieujemne dla kazdego i €Z,, tzn. x; eR} dlaieZ,.

Rozwiazanie réwnania stanu (1) z warunkiem poczatkowym (2) ma postac [2]

x; = Bi)xg + Dl —1) Apx_; + ii:qm ~1-7)Bu,, @)
r= .
gdzie
O@) = Z (2l - dg - 4z ”) '), @)
Macierz podstawowa ®(i) spetnia rownanie
(i +1) = Ay®() + 4D - 1) )
z warunkiem poczatkowym
®0)=1, ®@)=0dlai<0. - (6)
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Definicje stanu chwilowego, stanu zupetnego ukladu (1) oraz osiagalnosci tych stanow
mozna sformulowaé w sposéb podany ponize;j.

Definicja 1. Stan x; € R} nazywamy stanem (chwilowym) ukfadu (1) w dyskretnej
chwili i. ‘
Definicja 2. Stan J?,-T = [x,~T , xL] ukladu (1), okreslony przez par¢ wektoréw x; e R

1 x;_; eR}, nazywamy stanem zupelnym tego ukladu w dyskretnej chwili i. Stan
EOT = [xg , XL 11 nazywamy zupelnym stanem poczatkowym uktadu (1).

Definicja 3. Stan x/ eR’ nazywamy osiggalnym w N krokach, jezeli istnieje ciag
wymuszen #; € Ry dla i=0,1,...N—1, ktory przeprowadza ten uktad 2 Zerowego
zupetnego stanu poczatkowego (2) (tj. )?OT = [)c(')r x0T 11=0) do stanu koficowego x .
Definicja 4. Jezeli kazdy stan x € R jest osiagalny w N krokach, to uklad (1) nazy-
wamy R -osiagalnym lub osiggalnym w N krokach.

Definicja 5. Jezeli dia kazdego stanu x, € RY istnieje taka liczba naturalna N, ze stan »
ten jest osiagalny w N krokach, to ukfad (1) nazywamy R’ -osiagalnym lub krétko
osiggalnym.

Definicja 6. Stan zupelny X, eiRi" nazywamy osiagalnym w N krokach, jezeli istnie-
je ciag wymuszen u; e R, i=0,,,..., N ~1, ktory przeprowadza ten uktad z zerowe-

go zupelnego stanu poczatkowego Xg=0 do zupelnego stanu koncowego X, .

ST _ o T
By =[x, xy]1= xf

Definicja 7. Jezeli kazdy stan zupelny X jest osiagalny w N krokach,‘ to ukiad (1)
nazywamy catkowicie osiagalnym w N krokach.

Definicja 8. Jezeli dla kazdego zupelnego stanﬁ kofcowego X, eﬁﬁ" istnieje taka
liczba naturalna N, Ze stan ten jest calkowicie osiggalny w N krokach, to uktad (1)
nazywamy catkowicie osiagalnym.

Problem R’} -osiagalnosci (osiagalnosci) dodatniego uktadu (1) oraz problem sterowa-

nia z minimalna energia tego ukiadu zostat rozpatrzony w pracach [3, 4, 9, 10, 11].

Celem niniejszej pracy jest analiza problemu catkowitej osiagalnosci dodatniego ukfadu
(1), podanie warunkéw catkowitej osiagalnosci tego ukladu i metody wyznaczania
sterowania przeprowadzajacego ten uklad z zerowego zupelnego stanu poczaLtkowego
do dowolnego zadanego nieujemnego zupelnego stanu koficowego.
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3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Definiujac

Xi-1 X1

x; : x
fi{ ’}emi”, fo{ O}Emi’ﬂ (7)
réwnanie stanu dyskretnego dodatniego ukladu z opdznieniem (1) napiszemy w postaci

réwnania stanu rownowaznego dyskretnego uktadu bez opdznienia

%41 = A%+ Buy;, i e€Z,, (8)

z warunkiem poczatkowym %, e R2", przy czym

(4 4] . [B
SIEEH <9>

Zatem problem calkowitej osiggalnosci dodatniego ukladu dyskretnego z opdznieniem
(1) jest rownowazny z problemem osiagalnoéci dodatniego ukladu dyskretnego bez
opoznienia (8) o macierzach (9).

Rozwiazanie réwnania (8) ma postaé

. i-1 . ~
% =A%+ YA Bu,.

. (10)
r=0

Dla Xp =0 oraz i = N wz6r (10) mozna napisa¢ w postaci

v = Ryuf, (11
gdzie
UN-1
Ry =[B,4B.A AV'B), o) = ”Nh—; _ (12)
1 '

Istotne znaczenie w teorii osiagalnosci dodatnich uktadéw dyskretnych opisanych row-
naniem stanu (8) odgrywa macierz osiagalnosci

Ry =[B, 4B,A , 4V !B, (13)

Macierz (13) ma 2n wierszy i Nm kolumn. Moze ona mie¢ pelny rzad wierszowy tylko
wtedy, gdy Nm > 2n. Zatem przy m=1 musi by¢ N >2n, natomiast przy m>1 liczba

N moze by¢ mniejsza od 2n.
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Uwzgledniajac warunki osiggalnosci rownowaznego ukladu dodatniego bez opdznienia
(8) (np. [6, 7]), warunek konieczny 1 wystarczajacy osiagalnosci dodatniego uktadu z
opoznieniem (1), mozna sformutowaé w sposob podany ponize;j.

Twierdzenie 1. Dodatni uktad z opdznieniem (1) jest catkowicie osiagalny wtedy i
tylko wiedy, gdy istnieje taka liczba naturalna N, Zze jest speliony przynajmniej jeden z
nastgpujacych warunkow:

1. z macierzy R y mozna wybra¢ 2» liniowo niezaleznych kolumn takich, ze macierz
EN utworzona z tych kolumn jest uogolniona macierza permutacji (w kazdym
wierszu 1 kazdej kolumnie tylko jeden element jest dodatni, a wszystkie pozostale sg
ZETOWE).

2. z macierzy R n mozna wybra¢ 2n liniowo niezaleznych kolumn takich, Ze macierz
odwrotna 1?2_"1 macierzy utworzonej z tych kolumn ma elementy nieujemne, tzn.
Ry emimn

Istotne znaczenie w dalszych rozwazaniach ma ponizszy lemat oraz twierdzenie.

Lemat 1. Jezeli macierz [ 4, B] nie ma 2» liniowo niezaleznych monomialnych kolumn
(w kazdej kolumnie tylko jeden element jest dodatni, a wszystkie pozostale sg zerowe),
to nie istnieje liczba naturalna N taka, ze dodatni ukfad z opéZznieniem (1) jest catkowi-
cie osiagalny.

Dowéd. Jezeli dodatni ukiad (1) jest catkowicie osiagalny, to macierz EN o postaci
(13) ma 2n liniowo niezaleznych monomialnych kolumn. Latwo zauwazyé, ze jest to
mozliwe tylko wtedy, gdy macierz [ 4, B] ma 2n liniowo niezaleznych monomialnych
kolumn. W

Twierdzenie 2. Jezeli A4y #0, to dodatni uklad z opdznieniem (1) nie jest catkowicie
osiagalny.

Dowéd. Jezeli Ay # 0, to macierz

(14)

[A,lN?]:[AO 4 B}
I 0 0

nie ma 2» liniowo niezaleznych monomialnych kolumn. Moze ona mie¢ co najwyzej
n+(n—1)=2n-1 takich kolumn. Zatem, zgodnie lematem 1, przy 4, =0 dodatni
uklad z opdznieniem (1) nie jest catkowicie osiagalny. ®
Uwzgledniajac twierdzenie 2 w dalszych rozwazaniach bedziemy rozpatrywaé dodaini
uktad z czystym opdznieniem, opisany rownaniem stanu

X 1= Ax;_+Buy;, ieZ,, (15)

gdzie 4, eRY", B eRY™, z warunkiem poczatkowym (2). Moze on by¢ uktadem
calkowicie osiagalnym, zgodnie z powyZszymi rozwazaniami.
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Uklad bez opoznienia, rownowazny ukifadowi z op6znieniem (15), mozna opisaé row-

naniem stanu (8) o macierzach
a0 A Fo|® | (£6
oo T of )

z warunkiem poczatkowym X efRi".
Lemat 2. Jezeli macierz [4, B] nie ma » liniowo niezaleznych monomialnych ko-

lumn, to dodatni uklad (15) nie jest catkowicie osiagalny.
Dowéd. Macierz

a7

- {0 4 B}
[4,B]=
I 0 0

’
ma co najmniej # liniowo niezaleznych monomialnych kolumn. Nie ma ona 2# linijowo
niezaleznych monomialnych kolumn, jezeli macierz [ 4), B] nie ma # liniowo niezalez-
nych monomialnych kolumn. Teza lematu wynika zatem z lematu 1. &
Uwzgledniajac strukture macierzy (16), tatwo mozna pokazaé, ze poszczegdlne macie-

rze A¥B wystepujace w macierzy osiggalnosci (13) majg postac

k —_
~ [0 4T[B ki2
Akgz[l 0‘} {o :{AIO B} dla k parzystego (k = 0,2,4,6,...),  (18a)

Ap-| A ][ o dla k ni tego (k =1,3,5,7,...). (18b)
= = a k nieparzystego (k =1,3,5,7,...).
7 ollo _Al(k—l)/zB parzysieg )

Przypomnijmy, Ze (np. [6, 7]) zbior X eR” nazywamy stozkiem, jezeli x € X, to..
ox € X dla kazdego a €R. Stozek nazywamy wypuklym, jezeli dla dowolnych
Xy, X3 € X kazdy punkt odcinka Ax;+(1-1)x; € X dla A €[0,1]. Stozek X nazywa-
my solidnym, jezeli w jego wnetrzu miesci si¢ kula K(x,r) o srodku w punkcie x € X
i 0 promieniu 7.

Poniewaz stozek stanow osiggalnych rownowaznego uktadu dodatniego (8) o macier-
zach (16) jest stozkiem zupelnych stanéw osiagalnych dodatniego ukladu (15) z opdz-
nieniem, na podstawie prac [6, 7] mozna wykazaé, ze jezeli uklad dodatni (15) o ma-
cierzach (16) jest calkowicie osiagalny, to jest on zawsze calkowicie osiagalny w
N =2n krokach oraz udowodni¢ nastgpujace twierdzenia.

Twierdzenie 3. Zbior osiagalnych standéw zupelnych uktadu dodatniego (15) jest do-
datnim stozkiem wypuktym. Stozek ten jest solidny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

taka liczba naturalna N, ze macierz osiagalnosci (13) przy macierzach 4 i B o posta-
ciach (16) ma peiny rzad wierszowy rowny 2n.

METODY PROJEKTOWANIA I INTEGRACJI SYSTEMOW 297



Twierdzenie 4. Stozek zupeinych standéw osiagalnych dodatniego uktadu z opéznie-
niem (15) jest niezmienniczy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba naturaina N,

zerzad R N =2n oraz wspolczynniki wielomianu charakterystycznego ukfadu (15)
(bedacego wielomianem charakterystycznym macierzy 4), o postaci

det(z21 — A)) =det(z] — A)=z" +ay,_ 12" '+A +aiz+a
1 2n—-1 1 0

sa niedodatnie, tzn. a; <0 dla i =0,],....2n—1

Z powyzszych twierdzen wynika, Ze jezeli spelnione sa warunki twierdzenia 4, to sto-
zek osiagalnych stanow zupelnych uktadu (15) nie zmienia si¢ dla N > 2n. Jezeli jest
on roéwny przestrzeni YR%", tj. sa spelnione warunki twierdzenia 1, to dodatni uklad

(15) jest catkowicie osiagalny. Jezeli natomiast nie on réwny ER%”, to dodatni uktad

(15) nie jest catkowicie osiagalny, bowiem dalsze zwigkszanie N nie powoduje zwigk-
szenia stozka standéw osiagalnych. Mozemy wige stwierdzié, ze jezeli dodatni uktad
(15) nie jest catkowicie osiagalny w N = 2n krokach, to nie jest on catkowicie osiagal-
ny w wigkszej liczbie krokow, a wige nie jest catkowicie osiagalny. Stozek zupeilnych
standow osiagalnych w pewnych przypadkach moze by¢ tez niezmienniczy dla wartosci

N mniejszych od 2n. Wynika to z tego, ze warunek rzad ﬁN =2n moze by¢ speliony
dla N <2n przy m>1. W takiej sytuacji, przy spelnieniu warunkéw twierdzenia 1,
ukiad (15) jest osiggalny w N < 2n krokach. Ilustruje to podany ponizej przyktad.

Na podstawie powyzszych rozwazan mozemy wiec stwierdzic, ze wymieniona w twier-
dzeniu 1 liczba naturalna N moze by¢ mniejsza od 2n dla dodatnich uktadow (1) o licz-
bie wejsc¢ wigkszej od 1.

Twierdzenie 5. Jezeli dodatni ukiad (15), (16) jest osiagalny, to jest on osiagalny w N
krokach, gdzie N >E[2nr/q], przy czym E[2n/g] oznacza najmniejsza liczbe catko-
wita dodatnig wigksza lub réwna 2n/q, gdzie g jest liczbg liniowo niezaleznych mo-

nomialnych kolumn macierzy B.
Dowéd. Kazda macierz 4% B (k=0,1,...,N —1), o postaci (18), macierzy osiagalnosci

Ry moze mie¢ maksymalnie g liniowo niezaleznych monomialnych kolumn. Oznacza
to, ze jezeli dodatni ukiad (15) jest osiagalny, to Ng=2n. W

Twierdzenie 6. Ukiad dodatni (15) jest catkowicie osiagalny, jezeli istnieje taka liczba
naturalna N, ze rzad macierzy EN o postaci (13) jest rOwny 2# oraz

REIRyRET! emlim<2n, a9
Jezeli jest spetniony warunek (19), to ciag wymuszen u; e R, i=0,,...,N -1, ktéry

przeprowadza ukiad (15) z zerowego zupelnego stanu poczatkowego do zadanego zu-
peinego stanu koficowego X, € SR%,", mozna wyznaczy¢ ze wzoru
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wy = Ry[RyRET %/, (20)
gdzie wektor uév ma postac podang w (12).

Dowéd. Jezeli rzad Ry =2n, to macierz R Nﬁ;, jest nieosobliwa. Jezeli ponadto za-

chodzi (19), to wtedy u(l,v e‘.‘ﬁfm oraz Xy =§Nué‘[ :RNR]E[RNR;,]"[J?f =%;. n

4. PRZYKLAD

Wyznaczy¢ ciag sterowan przeprowadzajacych dodatni ukfad z opéznieniem, opisany
réwnaniem stanu (15) o macierzach

101 0 01
4=/0 0 0 B=|1 0}, 21
1 0 01 00
z zerowego zupeinego stanu poczatkowego do zupetnego stanu kofcowego
2 1]
X
ff=[ N:I, Xy = 3,xN_1= 2
AN-1
4 2 ]
Dla rozpatrywanego uktadu macierze 4 i B maja postaci (16). Zatem
000001 0 0 1]
00000 TO0CT1O0
A§_000100.100 22);
48121 9000 0 00 (
010000 00
001 00 0 0 0]

Macierz (22) ma 2n=6 liniowo niezaleznych monomialnych kolumn. Warunek wy-
starczajacy catkowitej nieosiagalnosci nie jest wiec speiniony.

Macierz B ma dwie liniowo niezalezne monomialne kolumny, zatem g =2. Zgodnie z
twierdzeniem 5 mamy wigc N = E[2n/q]=E[6/2]=3. Latwo sprawdzié, ze dla

N =3 macierz osiagalnosci (13) nie ma pelnego rzedu wierszowego. Wyznaczajac te
macierz przy N =4 otrzymamy
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01 00 1 0 0 O]

1 0000O0O0TO
EN=E4=00000100. 23)

000100T1O0

001000GO0O0

0000000 1

Macierz (23) zawiera 2n=6 liniowo niezaleznych kolumn monomialnych, a wigc
rozpatrywany ukiad jest catkowicie osiggalny w N =4 krokach.

Zgodnie z twierdzeniem 2, stozek zupelnych stanéw osiagalnych rozpatrywanego ukla-
du jest stozkiem solidnym dla N > 4. Jest on nieznienniczy dla N >4, bowiem wspo6l-

czynniki wielomianu charakterystycznego
det(z2] — 4;) = 28 ~ 0.1z,
sa niedodatnie (twierdzenie 4).

Poniewaz macierz 1?1'5[1? NE]TV]_I = E,;f [1?45} ]_1 jest macierza nieujemna, poszukiwa-
ny cigg sterowan mozna wyznaczy¢ ze wzoru (20), tj.

uy =RIIRRI "%, =3 1 2 05 1 4 05 2" 24)

fos] (1] 2] [3 s
o[} el melaad o-[] 2

Uwzgledniajac ciag sterowan (25) i wyznaczajac rozwiazanie rownania stanu (15) o
macierzach (21) przy zerowych warunkach poczatkowych otrzymamy odpowiednio

Wobec tego

2 4 1 2
X =|05), xp=11], x3=|2}|, x4=3} (26)
0 0 2 4

Zatem zupelny stan koficowy ma wigc postaé¢ X r=[23412 2]T. Potwierdza to, ze ciag

sterowafi (25) zostal wyznaczony poprawnie.

5. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem zupeinej osiagalnosci dodatnich ukladéw dyskretnych z
jednostkowym opézZnieniem. W takim przypadku zadany stan koncowy jest stanem
zupetnym. Wykazano, ze dodatni ukfad (1) nie jest ukladem catkowicie osiagalnym w
przypadku og6lnym. Moze on by¢ on ukladem catkowicie osiagalnym tylko wtedy, gdy
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Ay =0 (dodatni ukiad z czystym opéOznieniem). Sformutowano kryteria catkowitej

osiagalnosci oraz podano metodg wyznaczania sterowania przeprowadzajacego rozpa-
trywany uktad dodatni z zerowego zupeinego stanu poczatkowego do dowolnego zada-
nego nieujemnego zupelnego stanu koncowego.

Rozwazania mozna uogoélni¢ na klase dodatnich uktadow dyskretnych z jednym opdz-
nieniem réznym od jednosci oraz z wxeloma opOznieniami.

* k%

Praca naukowa finansowana ze $rodkéw Komitetu Badan Naukowych w latach 2004-
2007 jako projekt badawczy.
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