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D-STABILIZACJA UKLADOW REGULACIJI
Z OPOZNIENIEM

W pracy rozpatrzono problem D-stabilnosci ukladu regulacji automa-
tycznej z regulatorem PI i liniowym obiektem pierwszego rzedu z opdz-
nieniem. Uklad linowy jest D-stabilny, gdy wszystkie jego bieguny leiq w
zadanym obszarze D na plaszczyzinie zespolonej. Podano komputerowe
metody, ktére pozwalajq na bezposrednie wyznaczenie obszaru D-
stabilnosci rozpatrywanego ukladu na plaszczyznach parametrow regula-
tora i obiektu. Proponowane metody bazujq na klasycznej metodzie po-
dzialu D przestrzeni wspdlczynnikow quasi-wielomianéw charaktery-
stycznych.

D-STABILIZATION OF CONTROL SYSTEMS
WITH TIME DELAY

The paper analysis the D-stability problem of a first-order plant with time
delay using the PI controller. We apply the D-decomposition method to
determine the D-stability region in parameter space.

1. WSTEP

W przemystowych ukladach automatyki bardzo czgsto model matematyczny jednowy-
miarowego obiektu przedstawia si¢ w postaci uktadu pierwszego rzedu z opdzZnieniem
czasowym (np. [9]). Model ten jest wykorzystywany do doboru nastaw regulatoréw
typu PID lub PL.

Uklad liniowy stacjonamy jest D-stabilny, jezeli wszystkie jego bieguny (zera wielo-
mianu charakterystycznego) leza w zadanym otwartym obszarze D na plaszczyznie
zmiennej zespolonej. Przypadkiem szczegblnym D-stabilnosci jest stabilno§é asympto-
tyczna uktadow ciaglych (D jest otwarta lewa polptaszczyzng). Problemowi asympto-
tycznej stabilnosci ukfadu regulacji automatycznej zlozonego z obiektu pierwszego
rzedu z opéznieniem i szeregowego regulatora typu PID czy PI jest poswieconych wie-
le prac (np. [3-8]), w ktorych stosuje si¢ rézne metody (w tym analityczne i kompute-
rowe) badania stabilno$ci. W pracy [3] podano komputerowe metody wyznaczania
obszaréw asymptotycznej stabilnosci na plaszczyznach parametréw rozpatrywanych
regulatorow oraz obiektu. W pracy [10] rozpatrzono jeden z przypadkéw szczegdlnych
D-stabilnosci, gdzie obszar D byl przesunigta otwartg lews polplaszczyzna.

Polozenie zer wielomianu charakterystycznego, a w przypadku ukladow z op6znieniami
zer quasi-wielomianu charakterystycznego, na plaszczyznie zespolonej jest Scisle zwia-
zane z jakos$cig regulacji. Zera wielomianu charakterystycznego sa funkcjami parame-
tréw uktadu. Dlatego tez wyznaczenie obszaréw D-stabilnosci uktadu regulacji automa-
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tycznej w przestrzeni parametrow regulatora i obiektu jest waznym zagadnieniem ze
wzgledu na rozwazania teoretyczne i zastosowania praktyczne.

W pracy zostanie przeanalizowany problem D-stabilnosci ukladéw regulacji z opdznie-
niem dla obszaru D przedstawionego na rysunku 1, brzeg obszaru zaznaczono linia
ciagla pogrubiona. Prezentowana na rysunku hiperbola jest stosowana do aproksymacji
brzegu~obszaru, jakim jest odcigty sektor (linia ciagla) [1]. Ze wzgledu na specyfike
rozkladu zer quasi-wielomianu, brzeg rozpatrywanego obszaru D dla Re s <—8, § >0

iIms> |a| przyjeto w postaci linii prostej réwnoleglej do osi urojonej. Rozpatrywane
w pracy uklady regulacji automatycznej sg ukladami typu opdznionego [2], ktérych
quasi-wielomian charakterystyczny ma nieskofczenie wiele zer w przypadku ogélnym.
Czesci rzeczywiste zer asymptotycznych (zer o duzych warto$ciach bezwzglednych)
daza do minus nieskonczonosci przy Is]—)oo, tzn. przy wartosciach bezwzglednych

tych zer dazacych do nieskoficzonosci. Z tego wzgledu nie istnieje kat <z/2, dla
kitorego wszystkie zera quasi-wielomianu znajdowatyby si¢ w otwartym sektorze hiper-
bolicznym.

W pracy zostang podane komputerowe metody, ktére pozwalaja na bezposrednie wy-
znaczenie obszaru D-stabilnosci rozpatrywanego ukfadu na plaszczyZnie parametréw
regulatora PI i obiektu pierwszego rzgdu z opéznieniem. Wykorzystana zostanie kla-
syczna metoda podziatu D [2] oraz podejécie zastosowane w pracach [3, 10].

-5 - 0
R 4

Rys. 1. Rozpatrywany obszar D

2. UKLAD REGULACJI Z OBIEKTEM INERCYJNYM

Z. OPOZNIENIEM

Otrzymane w wyniku do$wiadczen charakterystyki skokowe obiektéw przemystowych
stosuje si¢ do wyznaczenia modelu w postaci transmitancji operatorowej. Bardzo czesto
model ten przedstawia sig jako czion inercyjny pierwszego rzedu z opdznieniem cza-
sowym. Transmitancja zastgpcza obiektu ma postaé
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‘. Ke™
G(s) = , h20, X>0, 1
A O =T W
il gdzie K, T, h sa zastgpczymi parametrami obiektu,

$ Wezmy pod uwage uktad regulacji automatycznej o schemacie blokowym pokazanym

na rysunku 2, w ktérym obiekt (1) jest sterowany regulatorem typu PI o transmitancji

il
j’ ki
”” C(s)=k, + - )
. ;,,;“;i Rozpatrywany uklad regulacji automatycznej jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko
I‘ wtedy, gdy jego quasi-wielomian charakterystyczny
1 w(s,exp(-sh)) = (k s +k,)K exp(=sh) + s(1+sT) 3)
_w{[rit‘l' jest asymptotycznie stabilny, tzn. wszystkie jego zera maja ujemne czesci rzeczywiste.
| ”\1 Mnozac quasi-wielomian (3) przez exp(s#) otrzymamy nowy quasi-wiclomian o posta-
‘ ci
by w(s,exp(sh)) = (ks + k)K + s(1+ sT) exp(sh), 4)

! ktéry ma te same zera co quasi-wielomian (3).

yo(t) u(?)

C(s) ) 129,

Rys. 2. Ukiad regulacji automatyczne;j.

I||| Quasi-wielomian jest D-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego zera leza na
plaszczyZnie zmiennej zespolonej w zadanym obszarze D. Zera dominujace quasi-
wielomianu lezace w poblizu osi urojonej maja zasadniczy wptyw na proces przejscio-
wy i kryteria jako$ci z nim zwiazane. Z tego powodu bgdziemy poszukiwaé obszarow
D-stabilno$ci w przestrzeni parametréw regulatora i obiektu, dla ktérych zera dominu-
jace quasi-wielomanu (4) leza w obszarze ograniczonym hiperbola o opisie parame-
trycznym

s =—y(coshw — jtanfsinhw), we )

i Stosujac w quasi-wielomianie (4) podstawienie z =sh po przeksztalceniach otrzyma-
N 1 my quasi-wielomian

) w(z,exp(z)) = zX + Y + (pz* + z)exp(z), - (6)
'|! gdzie X =Kk,, Y =Kkh, p=T/Ih.

"‘"n” W dalszych rozwazaniach przyjmiemy unormowany wzgledem h opis hiperb;)li 5), 0

‘ ‘f‘i postaci :
H:}; z=-y(coshw— jtanfsinhw), weQ, @)
’ '!t gdzie ¥ = sh.
.'h
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Problem asymptotycznej stabilnosci quasi-wielomianu (6) analizowany byl w pracy [3].
D-stabilno$¢ quasi-wielomianu (6) w przypadku, gdy obszar D byt przesunieta otwarta
lewsq polpiaszczyzna rozpatrzono w pracy [10].
Stosujac metode podziatu D plaszczyzng (X, Y) dzielimy granicami D-podziatu na
skonczona liczbg obszaréw D(k). Dowolny punkt w D(k) odpowiada takim warto$ciom
X 1Y, dla ktdrych quasi-wielomian (6) ma doktadnie & zer poza obszarem ograniczonym
hiperbolg (7), czyli quasi-wielomian (4) ma doktadnie k zer poza obszarem ograniczo-
nym hiperbola (5). Obszar D(0) o ile istnieje, jest obszarem, dla ktérego quasi-
wielomianu (6) nie ma zer poza rozpattywanym obszarem. Granice podziatu D dzielimy
na granice zer rzeczywistych oraz granice zer zespolonych. Dowolnemu punktowi na
granicy zer rzeczywistych odpowiada quasi-wielomian (6), ktory ma zero z=-y. Na
plaszczyznie (X,Y) granica zer rzeczywistych quasi-wielomianu (6) jest linia o opisie
parametrycznym .
Y = ~F(=X + pF exp(=7) — exp(~7). ®)
Granica zer zespolonych odpowiada takim wartosciom X i Y, dla ktérych quasi-
wielomian (6) ma zera zespolone sprzgzone na brzegu obszaru. Granice zer zespolo-
nych wyznacza si¢ rozwigzujac wzgledem X1 ¥ rownanie
w(—¥ (coshw — j tan @sinh w),exp(—y (coshw — j tan@sinh ®))) = 0. (9)
Otrzymuje si¢ je przyrownujac do zera  quasi-wielomian (6) przy
z =-y(coshw— jtan fsinhw). Rownanie zespolone (9) mozna napisaé w postaci
ukfadu dwdch rownan rzeczywistych
Re(w(~¥ (cosh @ — j tan Osinh w), exp(—y (cosh @ — j tan #sinh,w)))) =0, 10)
Im(w(—¥ (cosh @ — j tan @ sinh w), exp(—¥ (cosh @ — j tan &sinh w)))) = 0. (10a)

Rozwiazujac réwnania (10) i (10a) wzgledem X 1 ¥ odpowiednio otrzymamy

B cot(@) tan(&Xl —ex (Za))) . .
X = [[(— ¥ p+exp(w)+ exp(3w) - ¥ pexpldo)) expl20)—1 L2 2(COS(0)2 f: ) ]sm(}' tan{@)sinh(w)) +

+(yp - exp(w)+ y pexp(2a))cos(y can(e)smh(w)»exp[— w- 2 explo)- Ty exol- w)) ; (1)

Y= [( (2 ¥ exp(3a)) - ¥’ p(exp(Zm) + exp(4w)))cot(0) . y(2 exp(3w) -2 exp(a)) -yp exp(4w) +y p)

exp(20)-1 4sin(@)cos(9) Jsin(y tan(6)sinh(w)) +

. [ y? p(exp(4(u) —2exp(20)+1) +7p exp(Za))) cos{y tan(ﬁ)s.inh(m))) exp[— 20— 1 ¥ exp(a)) 1 7exp(— a))) .
4cos(0) 2 2

(11a)

Linia krzywa o opisie (l11), (11a) wyznaczona przy zadanych wartosciach p, 6

i ¥ = yh, w funkcji parametru @ €, okresla na ptaszczyznie (X,Y) granice zer ze-

spolonych quasi-wielomianu (6). Obszar, w ktérym quasi-wielomian (6) nie ma zer
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poza obszarem ograniczonym hiperbola (7) (D(O)) lezy pomigdzy granicg zer zespolo-
nych i granica zer rzeczywistych.

Obszary D-stabilnosci (obszar D jak na rys. 1) oraz asymptotycznej stabilno$ci quasi-
wielomianu (6) (rozpatrywanego ukladu regulacji automatycznej z obiektem (1) i regu-
latorem PI) sa pokazane na rysunkach 3 i 4. Rysunek 3 przedstawia obszary D-
stabilnosci wyznaczone dla kilku wartosci parametru @ przy okreslonych wartosciach p
i 7. Na rysunku 3a linig przerywang zaznaczono granice zer rzeczywistych (¥ =0) i
zer zespolonych stabilnosci asymptotycznej quasi-wielomianu (6). Rysunek 3b przed-
stawia obszary polozone wewnatrz obszaru asymptotycznej stabilnodci. Widzimy, ze
zmniejszanie wartosci # przy zadanych p i y powoduje mniejszy zakres X, Y (tj. ky, k).
Na rysunku 4 przedstawiono obszary D-stabilno$ci wyznaczone dla kilku wartosei
parametru y przy okreslonych wartosciach p i @. Z rysunku wynika, ze wzrost 7

powoduje mniejszy zakres X, Y.

2 T T T T 0.8 T T T T T T
a b)
LS = 0.6 N
\\‘
Y / \ Y 1
! , \ -
i
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\ . . , o z : . \ , .
-1 ~0.5 0 X 0.5 1 1.5 08 0.8 ~0.4 ~0.2 0 0.2 04 0.6

Rys. 3. Obszary D-stabilno$ci quasi-wielomianu (6) wyznaczone dla p=T/h =04,
y=y=0.1 oraz @=rx/3-obszar 1, § =x/4-obszar2, @ = /9 - obszar 3

a i b)
o5

kY 0.3
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Rys. 4. Obszary D-stabilnosci quasi-wielomianu (6) wyznaczone dla p=T/h =04,
@=m/4 oraz ¥ = ph=0.1-obszar 1, ¥ = 4 =0.2 - obszar 2, ¥ = yh = 0.4 - obszar 3
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Przyklad 1. [7]

Rozpatrzmy ukiad automatycznej regulacji temperatury w reaktorze nuklearnym. Sche-
mat blokowy tego ukladu jest pokazany rysunku 2, gdzie y(f) jest temperaturg wody
chlodzacej reaktor, doptywajacej do wytwornicy pary wodnej, yo(f) jest zadana
temperaturg wody chlodzacej, za§ u(z) jest sygnatem sterujacym polozeniem pretdw
grafitowych w reaktorze. Zastgpcza transmitancja operatorowa reaktora nuklearnego
ma postac (1), przy czym K=1, £=0.5, 7=0.2.

W rozpatrywanym ukladzie p=T/h=0.4. Obszary D—stabllnosm sq pokazane na
rysunkach 3 i 4. Zakladajac okreslone wartosci parametréow 6 i ¥ np. 8=7z/4 i
¥ = 0.4 (obszar 3 na rys. 4b) wybieramy dowolny punkt lezacy wewnatrz tego obszaru,
np. o wspolrzednych X=0.2, ¥=0.4. Otrzymamy Kk,=0.2, Kk#=0.4. Obliczajac z po-
wyzszych zaleznosci warto$ci parametrow regulatora P, otrzymamy k,=0.2, £=0.8, dla
ktorych quasi-wielomian (6) ma zera lezace w zadanym obszarze D. OdpowiedZ sko-
kowa dla obliczonych nastaw regulatora jest pokazana na rysunku 5 — krzywa 1. Na
rysunku tym krzywa 2 przedstawia odpowiedz ukladu dla parametréw wyznaczonych
metoda Zieglera-Nicholsa, krzywa 3 odpowiedz ukfadu dla nastaw otrzymanych z mi-
nimalizacji wskaznika catkowego J, [7], za$ krzywa 4 odpowiedZ ukiadu dla nastaw
obliczonych wedlug kryterium optymalnego modutu w sposéb opisany w [5]. Na ry-
sunku 4a oznaczono punkty odpowiadajgce wyznaczonym nastaworm.
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Rys. 5. Odpowiedzi skokowe ukiadu regulacji z przykiadu 1: krzywa 1 - £,=0.2, k=0.8;
krzywa 2 - k;=0.66, k=0.6; krzywa 3 - k,=0.76, k=1.38, krzywa 4 - k,=0.33, k=1.19

Brzeg obszaru D oraz dominujace zera quasi-wielomianu (4) dla czterech rozwazanych
powyzej przypadkéw sa pokazane na rysunku 6. Granica zer zespolonych dla 8 = /4
1 ¥ =0.4 zostata wyznaczona dla w € Q €(0,1.996) (obszar 3 na rys. 4). Na rysunku 6
pokazano zera rzeczywiste i zera o dodatniej czeéci urojonej. Zera o ujemnej czesci
urojonej leza symetrycznie wzgledem osi rzeczywistej. Zera zostaly wyznaczone nume-
rycznie metoda iteracyjna. Z rysunku 6 wynika, Ze tylko w pierwszym przypadku zera
quasi-wielomianu (3) catkowicie leza w zadanym obszarze D. -
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Rys. 6. Brzeg obszaru D oraz zera dominujace quasi-wielomianu (3): a) k,=0.2, k=0.8;
b) k£=0.66, k=0.6; c) k,=0.76, k=1.38; d) k,=0.33, k=1.19

3. UKLAD REGULACJI Z OBIETEM CALKUJACYM
Z. OPOZNIENIEM

Wyznaczong doswiadczalnie charakterystyke obiektu astatycznego aproksymuje si¢ za
pomoca cztonu catkujacego z opdznieniem. Transmitancja zastgpceza obiektu ma postaé

—sh
Gis)=X" nxo0, k>0 (12)
)

Quasi-wielomian charakterystyczny ukiadu regulacji automatycznej o schemacie blo-
kowym pokazanym na rysunku 1, zlozony z liniowego obicktu o transmitancji
operatorowej (12) i szeregowego regulatora typu PI o transmitancji operatorowej (2) ma

postaé w(s,exp(=sh)) = (ks +k )K exp(—sh) +s*. : (13)
Mnozac quasi-wielomian (12) przez exp(sh) otrzymamy quasi-wielomian o postaci
w(s,exp(sh)) = (k,s +k,)K + 5" exp(sh). (14)

Stosujac w quasi-wielomianie (14) podstawienie z =sh po przeksztalceniach otrzy-
mamy quasi-wielomian
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w(z,exp(z)) = a, + za, + z” exp(z), (15)
gdzie a, =Kk h, a,=Kkh.
Na plaszczyZnie (a,,a,) granica zer rzeczywistych jest linia o opisie parametrycznym
- ay=7a ~ 7" exp(-7). (16)
Natomiast granica zer zespolonych quasi~wielomianu (15) ma opis parametryczny

1 (2 exp(2w)—1+2 cos(8)’ - expl4w)+ 2 exp(dw)cos(6)’

HW=m7Y cos(@)sin(¢Yexp(2@) - 1)

-2 exp(Zw) +2)cos(y tan(@)sinh (w)))exp(%l ¥ exp{w)- % yexp(-@)- wj ’ 17

.,;n(y tan(0)sinh(a)))+

ay=-

1 . [ 1-exp(2m) + 4cos(6)’ exp(2w) - exp(dw) + 4cos(6)’ exp(dw)+ expl6w) .
4 sin(@)cos(HXexp(Za)) - 1)

I+ cxp(4w) -2 exp(Zw) +4 cos(ﬂ)2 cxp(2a))
cos(4)*

in(y tan(6)sinh(w)) +

cos{y tan(G)sinh((o))] cxp(_Tl yexplaw)— 5, yexpl{- »)- 2@) -

(17a)
Granica zer rzeczywistych (16) oraz granica zer zespolonych o opisie parametrycznym
(17), ktora wyznacza si¢ w funkcji parametru @, okreslaja na plaszczyznie (a,,a,)
przy zadanym ¥ =y i 6 obszar D-stabilnosci quasi-wielomianu (15) (rozpatrywanego
ukiadu regulacji automatycznej z obiektem (12) i regulatorem typu PI).
Obszary D-stabilnosci oraz asymptotyczne;j stabilnosci quasi-wielomianu (15) sa poka-
zane na rysunkach 7 i 8. Rysunek 7 przedstawia obszary D-stabilnosci wyznaczone dla
kilku warto$ci parametru & przy okre$lonym ¥ . Linig przerywana zaznaczono granice
zer rzeczywistych i zer zespolonych stabilnosci asymptotycznej quasi-wielomianu (15).
Na rysunku 8 pokazano obszary D-stabilno$ci wyznaczone dla kilku wartoéci parame-
tru ¥ przy ustalonym 6.
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Rys. 7. Obszary D-stabilnosci quasi-wielomianu (15) wyznaczone dla 7 = 71 =0.1
oraz @ =m/3-obszar 1, @ =x/4-obszar2, 8 =z /9 - obszar 3
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Rys. 8. Obszary D-stabilnosci quasi-wielomianu (15) wyznaczone dla @ = z /4 oraz

¥ =yh=0.1-obszar 1, ¥ =h=0.2 - obszar 2, ¥ = yh = 0.4 - obszar 3

Przyklad 2.

Nalezy wyznaczy¢ wartosci parametrow regulatora P, dla ktérych rozpatrywany uktad
regulacji automatycznej z obiektem (12), przy K=I1, h=0.5, jest D- stabllny dla okreslo-
nych ¥y =y=04 10=n/4

Obszar D-stabilnosci rozpatrywanego uktadu przy zadanych ¥ 1 6 jest pokazany na
rysunku 8b (obszar 3). Dowolny punkt lezacy wewnatrz tego obszaru okresla parametry
regulatora PI zapewniajace D-stabilno$¢. Przyjmijmy np. a,= Kk,h=0.5k,=0.46, wtedy
k,=0.92. Z rys. 8b, przy a,=0.46 wynika, ze 0.0767<ay<0.0829, przy czym wartosci te
zostaly odczytane z ekranu monitora z doktadriodcig do czterech miejsc po przecinku.
Poniewaz ag=Kk;#’=0.25k,, rozpatrywany uktad regulacji automatycznej jest D-stabilny
dla dowolnego k;€(0.307,0.332), przy k,=0.92, ¥y =yh=0.4 1 0=z /4. ;
Odpowiedz skokowa ukladu regulacji dla £,=0.92, k=0.32 jest pokazana na rysunku 9a.
Brzeg obszaru D, opisany wzorem (5) przy o € (0,0.995), oraz zera quasi-wielomianu
(13), lezace w poblizu osi urojonej, sa pokazane na rysunku 9b.

1.

a g, b)
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1. -1 =0. 0
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Rys. 9. Uktad regulacji z przyktadu 2: a) odpowiedz skokowa uklfadu dla ky=0.92,
k=0.32; b) brzeg obszaru D oraz zera dominujace quasi-wielomianu (13)
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4. UWAGI KONCOWE

Praca jest poswigcona problemowi D-stabilizacji za pomoca regulatora PI dynamicz-
nych uktadéw liniowych stacjonarnych pierwszego rzedu z op6znieniem. Wykorzystu-
jac metode podzialu D podano komputerows metode wyznaczania obszaréw D-
stabilnosci na plaszczyznach parametréw rozpatrywanego regulatora oraz obiektu. Na
bazie proponowanej metody mozna opracowaé programy komputerowe do wyznacza-
nia wartosci parametréw regulatora PI D-stabilizujacego rozpatrywane obiekty z op6z-
nieniem. Do wyznaczenia obszaréw D-stabilnosci rozpatrywanych ukiadéw regulacji
automatycznej wykorzystano programy komputerowe opracowane w $rodowisku sys-
temu MATLAB i MATHCAD. Rozwazania zilustrowano przyktadami liczbowymi.
Proponowane w niniejszej pracy podejicie moze byé uogdlnione na modele wyzszych
rzedow obiektow regulacii.

Pracg wykonano w ramach pracy wiasnej finansowanej przez Komitet Badan Nauko-
wych.
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