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WYBRANE ZAGADNIENIA DODATNICH UKEADOW
Z OPOZNIENIAMI

Streszczenie: Przedstawiono aktualny stan badan dotyczqcych stabilnosci
asympftotycznej, osiqgalnosci, sterowania z minimalnq energiq oraz wy-
znaczania dodatnich vealizacji ukladow dyskretnych i ciqglych z opdznie-
niami. Poza znanymi wezesniej publikowanymi, praca zawiera nowe wy-
niki niepublikowane oraz niektore aktualne problemy otwarte w obszarze
dodatnich liniowych ukladow z opoznieniami.

Abstract. An overview of selected problems concerning the asymptotic
stability, reachability, minimal energy control and computation of posi-
tive realizations of discrete-time and continuous-time systems with delays
is presented. Some new results on positive realizations of linear systems
with delays, extensions and open problems are also presented.

1. WPROWADZENIE

W uktadach dodatnich wymuszenia, zmienne stanu oraz odpowiedzi przyjmuja tylko
warto$ci nieujemne. Przyktadami uktadéw dodatnich sg procesy przemystowe zawiera-
jace reaktory chemiczne, wymienniki ciepta, kolumny destylacyjne itp. Uklady dodat-
nie sa okre$lone na stozkach, a nie w przestrzeniach liniowych. Teoria takich ukladéw
jest, wigc znacznie trudniejsza. Literatura dotyczaca ukladow dodatnich jest juz dos¢
bogata [11, 13, 14]. Badania uktadéw z opdznieniami maja kilkunastoletnia historig¢ i
byly przedmiotem wielu prac [12]. W ostatnich latach obserwuje si¢ znaczny wzrost
zainteresowania badaniami dodatnich ukladéw z opdznieniami. Wynika to z zastoso-
wania tych uktadow w réznych dziedzinach techniki, ekonomii, biologii, medycyny itp.
Stabilno$¢ asymptotyczna 1 odporna (krzepka) dodatnich uktadéw liniowych dyskret-
nych z op6znieniami byta badana w pracach [7, 8, 10, 17, 27]. Problemom osiagalnosci,
sterowalnosci i sterowania z minimalng energia sg pos§wigcone prace [5, 6, 9, 25, 26,
31]. Rozne metody wyznaczania dodatnich realizacji uktadéow dyskretnych i ciaglych
zostaty zaproponowane w pracach [15, 16, 18- 24, 26]. W pracy tej zostanie przedsta-
wiony aktualny stan badaft w wybranych obszarach teorii dodatnich liniowych uktadéw
z opdznieniami, a w szczegolnosci dotyczacych:

e  Stabilnosci asymptotycznej i odpornej uktadéw dyskretnych z op6znieniami

e  Osiagalnos¢ i sterowanie z minimalng energia tych uktadow
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e Problem wyznaczania dodatnich realizacji ciagtych ukladéw z opdznieniami
oraz singularnych uktadéw dyskretnych z opéznieniami w wektorze stanu i w
wymuszeniach.

Poza znanymi, wczesniej publikowanymi wynikami praca ta zawiera réwniez nowe
wyniki dotychczas niepublikowane.

Zostang tez przedstawione niektore aktualne problemy otwarte czekajace na rozwiaza-
nie.

2. DODATNIE UKEADY DYSKRETNE

2.1 Uklady bez op6znien

Niech R.™ bedzie zbiorem nxm macierzy rzeczywistych z nieujemnymi elementami,
orazR," = R,™.
Wezmy pod uwage uktad dyskretny opisany réwnaniami ,

X, =AX,+Buy,, ieZ, :{0,1,...} (2.1a)

¥, =Cx, + Dy, (2.1b)

przy czym X ;€R”, u;€R™ i y,€R” s3 wektorami stamu, wymuszenia i odpowiedzi w
chwili dyskretnej ieZ, a Ae R"*" Be R" *™ Ce R?*" , De RP*". ‘

Definicja 2.1. Uklad nazywamy (wewnetrznie) dodatnim wrtedy i tylko wredy, gdy dla
kazdego xoeR." oraz dodatniego ciqgu u;eR\", i€Z, zachodzi X (€R,” 1 y,eR/? dlu
wszystkich ieZ,.

Twierdzenie 2.1. [10, 11] Ukdad (1) jest dodatni wtedy i tylko wredy, gdy
AeR]”, BeRT", CeR”™, BeR"™ . (2.2)

2.2 Uklady z opéznieniami
Wezmy teraz pod uwage ukiad dyskretny z ¢ opdznieniami opisany réwnaniami
X = Ay +A X o+ A x,_, +Bu, (2.3a) ;
y; =Cyx, + Du, (2.3b)
przy czym x;eR", u,€R”, y;eRP s3 wektorami stanu, wymuszenia i odpowiedzi a

AeR™, k=0,1,...,q, BeR"™™, CoeRP", DR

Warunki poczatkowe dla (3a) dane sa w postaci
x,eR" dla k=0,1,...,q 2.4)

REFERATY PLENARNE 11




Definiujac
X, A, A A,
— xifl — In 0 t 0 nxna
=| . |eR", A=(g+1)n, A= : ... . |eR™,
X, 0 0 I, 0
(2.5)
| B,
0 _ ]
B=| . |eR", C=[C0 0 O]ERPX"
0

mozemy réwnania (3) zapisa¢ w postaci (1).

i Definicja 2.2. Uklad (3) nazywamy (wewnetrznie) dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy
“ dla kazdego xeR." k=10,1,...,q i dodatniego ciqgu wymuszer u,eR\", ieZ. zachodzi
x;eR," oraz y,eR/ dla wszystkich ieZ..

‘ Twierdzenie 2.2. Ukiad (3) jest dodatni wtedy i tylko wiedy, gdy
i A, eRY, k=0,1,..,q9, B,eR, C,eR™, DeR"™ . (2.6)

3. STABILNOSC UKEADOW DYSKRETNYCH

! Uktad dodatni (2.1) nazywamy stabilnym asymptotycznie wiedy i tylko wtedy, gdy
rozwiazanie X ;= A'X , ieZ, rOwnania

%, =A%, AeRl” @.1)
I z warunkiem poczatkowym ¥ ¢eR.” spetnia warunek ‘ v
limx, =0 dlakazdego X, e R} (3.2)

"‘ Jak wiadomo [11, 13] uklad dodatni (2.1) jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie wartosci wlasne z, z; ,..., z; macierzy A (pierwiastkdw réwna-
nia det [I; z - A] = 0) majg moduly mniejsze od 1, czyli

1]1 |z,|<1 dla k=12,...,7 (3.3)

Twierdzenie 3.1. [11, 13] Uklad dodatni (2.1) jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko
:\‘ wredy, gdy wspélczynniki wielomianu charakterystycznego

! det [Iﬁz—A] =7 +a, 2 ' +...+3z+a, 3.4)

1 sq dodatnie a ;> 0dlai=0,1,...,n -1.

Twierdzenie 3.2. [11, 13] Ukiad dodatni (2.1) jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie minory glowne macierzy A =[a 3] =15 - A sq dodatni czyli
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— a4y 4, 4
a, a,

>0, |@, @, @y|>0,..., detA>0 (3.5)

a3 4y 4y

|c_1“|>0,

Korzystajac z (2.5) oraz dziatan elementarnych na wierszach i kolumnach (ktore nie
zmieniaja warto$ci wyznacznika) otrzymamy nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 3.3 Uklad dodatni z opdznieniami (2.3) jest stabilny asymptotycznie wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie pierwiastki réwnania

det [Lz"—Ayz"—. ~A, z-A |=2"+3,_ 2" +..4+Gz+3, =0 (3.6)

majq moduty mniejsze od 1.

Twierdzenie 3.4. Uklad dodatni opisany réwnaniami (2.3) jest stabilny asymptotycznie

wtedy i tylko wiedy, gdy wszystkie wspdlczynniki wielomianu charakterystycznego
det I (z+1)"" A, (z+1)" = A, (z+1) " +..+ A (z+1)-A, = 59)
:zﬁ+55_1274+...+Elz+a_0 -

sq dodatnie @ ;> 0dlai=0,1,...,7-1.

Stosujac twierdzenie 2 do uktadu z opéznieniami (2.3) w postaci (2.1) otrzymamy na-

tychmiast nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.5. Uklad dodatni z opéznieniami (2.3) jest stabilny asymptotycznie wie-
dy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory gléwne macierzy

I-A, -A ~A, A,
- e P T ¢ 0
A=L-A=| . Do : (3-9)
0 0 e S §

sq dodatnie.

Wykazemy, Ze niestabilno$¢ ukladu dodatniego bez op6znien
X, =Ax, A, eRY” (1.10)

Implikuje niestabilnos¢ uktadu dodatniego z opéznieniami.

Twierdzenie 3.6. Uklad dodatni z opoznieniami (2.3) jest niestabilny jezeli uklad do-
datni bez opdznien (10) jest niestabilny.

Dowéd. Zgodnie z twierdzeniem 2 uktad dodatni (10) jest niestabilny jezeli przynajm-
niej jeden minor gtéwny macierzy A ¢=[a o,-j] = I, — Ay nie jest dodatni. Uklad dodatni
(2.3) jest wigc niestabilny jezeli przynajmniej jeden z minoréw gldwnych macierzy
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I,-A, —A, ~A,., -A,
I, L, .. 0 0

L-A=| 7 3.11)
0 0 HE

nie jest dodatni. Z zaleznosci (11) wynika, Zze jezeli przynajmniej jeden z minorow
gtéwnych macierzy I, — Ay nie jest dodatni wtedy przynajmniej jeden z minoréw glow-
nych macierzy (11) nie jest rowniez dodatni. Niestabilnos¢ uktadu (10) implikuje wiec
niestabilnos¢ uktadu (11).

u

Z twierdzenia 6 wynika nastgpujacy wniosek.

Whiosek 3.1. Jezeli uktad (10) jest niestabilny, wtedy nie mozna ustabilizowaé ukladu
dodatniego (2.3) poprzez odpowiedni doboér macierzy Ay, k=1,...,9.

Twierdzenie 3.7. Uklad dodatni (2.3) nie jest stabilny jezeli przynajmniej jeden element
na diagonali macierzy A0=[a,-jo] Jest wigkszy od 1, czyli
a,?k >1 dla pewnego k € (1,2,...,11) (3.12)

Dowéd. Jak wiadomo {6, 11, 13] uktad dodatni (10) jest niestabilny jezeli przynajmniej
dla jednego ke(1,2,...,n) zachodzi (12). W tym przypadku zgodnie z twierdzeniem 6
uktad (2.3) jest réwniez niestabilny.

»
Stabilno$ci odpornej ukfadow z opdznieniami sa po§wigcone prace [7, 8, 27].
4. OSIAGALNOSC I STEROWANIE Z MINIMALNA ENERGIA
4.1, Osiagalno$é
Rozwiazanie réwnania (2.1) dla zerowych warunkéw poczatkowych ma postaé

X, :id)(i—l—r)Bur 4.1

r=0

przy czym

o(i)=2" {(zl - A, ;Zq:Akz'k ]_1 z} (4.2)

k=1

jest macierza tranzycji, a Z” jest operatorem odwrotnego przeksztatcenia zet [3].
J Y€} ) P g0 p

Macierz tranzycji spelnia rownanie
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O(i+1)=A®(i)+ AD(i-1)+...+ A, ®(i - h) (4.3)

z warunkiem poczatkowym
®(0)=1,, ®(i)=0dla i<0 (4.4)

1

Definicja 4.1. Ukiad dodatni (2.1) nazywamy:
i Osiqgalnym w N krokach ]ezelz dla kazdego stanu koricowego x,€R." istnieje
cigg wymuszen u;eR)”, i=0,1,...,N-1, ktory przeprowadza ukiad ten z zero-
wego stanu poczqtkowego do zadanego stanu koncowego xy = x;.
ii. Osiqgalnym, jezeli dla kazdego stanu koncowego xR, oraz zerowego stanu
poczatkowego istnieje NeZ, oraz w;,eR,™, i = 0,...,N-1 takie, ze xy = Xz

Z zaleznosci (1) dla i = N > 0 oraz zerowych warunkéw poczatkowych mamy

x, =R, ul (4.3)
przy czym
R, =[®(N-1)B ®(N-2)B .. ®(1)B B] (4.6)
uo
u = | @.7)
Uy

Twierdzenie 4.1. Zbior standw osiqgalnych ukladu dodatniego jest dodatnim stozkiem
wypukiym. Stozek ten jest solidny (o niepustym wnetrzu) wtedy i tylko wtedy, gdy istnie-
Jje NeZ, takie, Ze rzqd macierzy osiqgalnosci (6) jest réwny n.

Dowdd tego twierdzenia jest podany w pracy [5].

Twierdzenie 4.2. Uklad dodatni (2.1) jest oszqgalny wiedy i tylko wtedy, gdy istnieje
NeZ, takie, 7ze rzad Ry = n oraz
L istnieje macierz nieosobliwa R skladajqca si¢ z n kolumn macierzy Ry ta-
kich, ze R y'eR.™", lub réwnowaznie
ii.  Macierz R yeR,™ zawiera n liniowo niezaleznych kolumn monomialnych
(tylko jeden element dodatni, wszystkie pozostale réwne zeru)

’ Twierdzenie 4.3. Jezeli uklad dodatni (2.1) jest osiqgalny to jest on osiqgalny w N
krokach przy czym N > E| [n/q], gdzie E[n/q] oznacza najmniejszq liczbe dodamiq wiek-

szq lub réwnaq nlq, a q jest liczba liniowo niezaleznych kolumn monomialnych macierzy
B.

Dowdd tego twierdzenia podany jest w pracy [6].

Twierdzenie 4.4. Uklad dodati (2.1) jest osiqgalny jezeli istnieje NeZ, takie, ze
rzad Ry = n oraz
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R} [R,R, | eRI™ (4.8)

Jezeli jest spetniony warunek (8) to ciag wymuszen »,eR,”, i=0,1,...,N-1, ktory prze-
prowadza ukfad (2.1) z zerowego stanu poczatkowego do stanu koficowego x<R.”
mozna wyznaczy¢ z zaleznosci

ul =R}, [RNR; Il X, (4.9)

4.2. Sterowanie z minimalng energia

Wezmy pod uwagg uktad dodatni (2.1) oraz wskaznik jakosci
N-1
I{u)=Y uQu, (4.10)
i=0

gdzie QeR™"™ jest symetryczna dodatnio okreslong macierzg wag taka, ze
Q' eR™ @.11)

a N jest liczbg krokow, w ktorej ukiad jest przeprowadzany z zerowego stanu poczat-
kowego do stanu koncowego xy.

Zagadnienie sterowania z minimalng energia uktadu dodatniego (2.1) mozna sformuto-
waé nastepujaco. Dane sg macierze A,eR.™", (k=0,1,...,q), BeR,™, liczba krokow
N, stan koncowy x<R," oraz macierz wag Q spelniajaca warunek (11). Nalezy wyzna-
czy¢ ciag wymuszefi 1,€R.”, i=0,1,...,N-1, ktéry przeprowadza ten ukiad ze stanu
zerowego do stanu koficowego x,€R,” oraz minimalizuje wskaznik jakosci (10).

Aby rozwigzad to zadanie definiujemy macierze

W =R, Q,R} e R (4.12)
Q, =diag [Q" ... Q']eR™" (4.13)
Macierz W jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy rzad Ry = n.
Definiujemy ciag wymuszen 4 g, % 1,..., ¥ N1 ZaleznoScig
Z
i _ ,
iy =| . [=QyREW'x, (4.14)
iZN—l

Zauwazmy, ze i " <R, dla dowolnego xR, wtedy 1 tylko wtedy, gdy
Q,RLW™ e RM™" (4.15)

Twierdzenie 4.5. Niech uklad dodatni (2.1) bedzie osiqgalny w N krokach. Wtedy ciqg
wymuszen okreslony przez (14) przeprowadza ten ukiad z zerowego stanu poczatkowe-
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go do stanu koncowego x€R.” i minimalizuje wskaznik jakosci (10). Ponadto mini-
malna wartos¢ wskaznika jakosci jest okreslona zaleznosciq

[(ﬁ):x;W‘Ixf (4.16)

Dowod tego twierdzenia jest podany w pracy [6].

Whiosek 4.1. Jezeli Q = gl,,, g > 0 to 7 4" = ug”, a minimalna warto$é wskaznika jako-
§ci jest rOwna
(@)= gt [R,RL T x, (4.17)

5. WYZNACZANIE REALIZACJI DODATNICH . UKLADOW
CIAGLYCH

5.1. Sformulowanie zadania -

Wezmy pod uwagg uktad ciagly z 4 opéZnieniami wektorze stanu i g w sterowaniu
h q
() =D Ax(t—id)+ Y B u(t - jd)
i=0 j=0

Y(£) = Cx(t) + Du(?)

przy czym x(f)eR”, u(z)eR”, y(f)eR’ sa wektorami stanu wymuszenia i odpowiedzi a
A;eR™, i=0,1,..,h B;eR™™, j=0,1,...q, CeR"", DeR"™ oraz d>0 jest opdznie-
niem. .

.1

Warunki poczatkowe dla (1) maja postaé
x,(f) dla t e[-hd,0], u,(r) dla ¢t €[~hq,0] 5.2)

Definicja 5.1. Uklad (1) nazywamy (wewnetrznie) dodatnim jezeli dla kazdego
x()eR.", te[-hd, 0], ug(H)eR.", te[-qgh, 0] oraz wszystkich wymuszen u(t)eR,, =0
mamy x(H)eR." i y(HyeR, dla t > 0.

Niech M, bedzie zbiorem nxn macierzy Metzlera, tj. macierzy nxn o nieujemnych ele-
mentach poza giéwna przekatna.

Twierdzenie 5.1. Ukfad (1) jest dodatni wiedy i tylko wredy, gdy A, jest macierzq Met-
zlera a macierze A, i=1,...,q, B, j=0,1,...,q, C, D majq elementy nieujemne.

AyeM, A, eR}", i=1_h B, eR™, j=0,1,..,q CeR™, DecR" (53)

Macierz transmitancji uktadu (1) ma postaé
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T(s,w) =C[L,s A, ~ Aw—...~ AW | x[B, +Bw+...+ B w |+D,

w=e

(5.4)

Definicja 5.2. Macierze (3) nazywamy dodatniq realizacjq macierzy T(s,w) jezeli spel-
niajq one réwnosé (4). Realizacje nazywamy minimalng jezeli wymiar nxn macierzy A,;,

i = 0,1,...,h jest minimalny wsréd wszystkich realizacji macierzy T(s,w).

Zadanie nasze mozna sformutowaé nastepujaco. Dana jest wladciwa macierz wymierna

T(s, w). Nalezy wyznaczy¢ realizacj¢ dodatnig (3) tej macierzy T(s, w).

5.2. Rozwigzanie zadania

Macierz transmitancji (4) mozemy zapisaé w postaci
C(AdjH(s,w)B,+Bw+-+B w!
T(s,w) = (AdH(s, )(B, +B, 4 )+D:N(S’W)+
det H(s, w) d(s,w)

przy czym
H(s,w)=[L,s—A, - Aw—..—A,W],
N(s,w) = C(Ade(s,w))(B0 +B1w+---+quq),
d(s,w)=detH(s,w)
Z zaleznosci (5) mamy

D =1mT(s,w)

gdyz limH™ (s, w) = 0.

Czesé scisle whasciwa T(s,w) jest dana zaleznoScia

T, (s,w)zT(s,w)—D=M
3 d(s,w)
Zadanie nasze zostato zredukowane do wyznaczenia macierzy
AjeM, A eRT™ k=1..,¢B, eR],j=1..,qCeRI™
dla danej macierzy scisle wlasciwej (9).
Lemat 5.1. Jezeli
[0 0 ... 0
@ | 00 0 a
1 0 ... 0 aq
00 - 0 g
Ag=10 1 ... 0 ay |, A=. . . . . | i=L.
Do .o : 00 0 a
00 ... 1 a,,

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9

(5.10)

(5.11)
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to
diswy=det| L s—A,—Aw—-—A W |=
(sw) [Lis—20-4, o] (5.12)
=5"—d, """ -d _,s"7 —...~ds+d,
przy czym
dj=a’j(w)=ah,jw"+ah_l’jwh’l+...+aljw+a0j, J=0,1...,n-1 (5.13)

Dowdd tego lematu jest podany w pracach [19], [20].

Lemat 5.2. Jezeli macierze A, i =0,1,....h majq posta¢ (11) to n-ty wiersz macierzy
dofgczonej Adj H(s,w) ma postaé
R (s)=[1 s .. s"']" (5.14)

Dowdd tego lematu jest podany w pracy [ ].

Macierz $cisle wlasciwa T,(s,w) mozemy napisaé zawsze w postaci

N, (s,w)
d (s, w)
T, (s,w) = : . (5.15)
N, (s,w)
4,
przy czym
d(s,wy=s"—-d_s""— .. ~ds-d,, k=1,.,p
k O 1 | 1 0 (5.16)
d =d(w)= a,’w.wh' +totaw+ay, i=01..,n -1
jest najmniejszym wsp6lnym mianownikiem k-tego wiersza macierzy Te(s,w) a
N,(s,w)= [n,d(s, w),...,nkm(s,w)], k=L..,p (5.17)
n(s,w)=np7lsm 4+ alljw+ agj, j=01..,m

i ig..g il i0 s
gy =mw +..+mwtn;, =011 -1

Zgodnie z lematem 1 kazdemu wielomianowi (16) mozemy przyporzadkowa¢ macierze

0 0 ... 0 4
: oo 0 0 0 d
I 0 ... 0 g f
° 0 0 - 0 4
Ap=0 1 o 0 |, A= T (5.18)
- 0 o 0 o
0 0 .. 1 da,_ :
k=1,.,pi=1..h
spetniajgce warunek
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.1' dk(s,w):det[lnks—AkO—Aklw—...~A,(hkwh‘:|, k=1,.,p (5.19)
Niech
A, =block diag[A,,... A, | e R™, 520
Al.:blockdiag[A“...Api]eR”x" (n=n+-+n,) -
blkl b[km b;_”
B,=| i . i bi=| ! L k=0L.,qi=L.,p;j=L.,m (521)
k k kn; .
by By b;
C =block diag[¢,...¢, |, ¢, =[0 ... 0 JeR™ k=1..,p (5.22)

Liczba q opéznieri w sterowaniu jest rowna stopniowi macierzy wielomianowej N(s,w)
wzgledem w.

Z zaleznodci (5), (14), (18), (20)-(22) dla j-tej kolumny Tgy(s,w) otrzymamy
T, (s,w) = CH'I(s,w)[B0 +Bw+...+Bw l_ =
. . I -1
= block diag [cl ...cJ(block diag {[Inls—Alo —A W AW

0 1 9.9

o b +b,w+...+blw
...,[Inps—APO—Aplw—...—Aphpw"J } : =

0 1 q .4

bpj+bpjw+...+bpjw

. 1 _ 1 n-1
= block dia —[1 T L T 1 s ... s" ]ix
> g{dxs,w)[ ! b e * ]}

0 1 99
blj +b1jw+...+b[jw

0 1 q 44
bpj +bpjw+...+bpjw
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(B w? +...+b,1;."w+ bl"].”‘ )sm! +...+b{’;w" +...+b1‘}w+bl°j1 ]
d,(s,w)

i N ' = .
1’ G w4 b Wb )" bW b Wb (5.23)

Il ] d,(s,w) |
{h (5, )

H d(s,w)

i"; = E s J —1,.. ,m
; F n, (s, w)
Hi | d,(s,w) |

i

I




a n(s,w) sa okreslone przez (17).

Pordéwnujac wspoétczynniki przy tych samych potggach zmiennej s i w otrzymamy

ol _ 00 21l _ ol gl _ _0g Om _ =10
b; =n;,b; =m0 =L b =T

I _ o=l gn __ _nm-lg
b =m0 =

......................................................... (5.24)
o1 _ 00 n__ 0l gl _ _0g om __ 7 -1,0
by =ny by =nyss by =nyl, b =0
ln, _ _n,-L1 qn, _ _n,-lgq
by =ny by =0,
dlaj=1,...,m.
Twierdzenie 5.2. Istnieje dodatnia realizacja (3) macierzy T(s,w) jezeli
i
T(0) =lmT(s, w) € RZ™
ii. Wspélczj)nniki wielomianu di{s,w) k=1,...,p sq nieujemne z Wythkiem Ay, s

k=1,..p,t. '
a;‘.ZO, i=l..,h; j=01.,n-1, k=1L.,p

il Wspdiczynniki wielomiandw ny(s,w) sq nieujemne, 4.
ng 20 dla i=1,.,p;j=1..mk=0]l,..q

Dowdd tego twierdzenia jest podany w pracy [21].

Jezeli warunki twierdzenia 2 sa spetnione to dodatnig realizacje (3) macierzy T(s,w)
mozemy wyznaczy¢ korzystajac z nastepujacej procedury.

Procedura 5.1.

Krok 1: Korzystajac z (8) i (9) wyznaczamy macierz D oraz oraz macierz $cisle wila-
Sciwa Ty(s,w).

Krok 2: Znajac wspolczynniki wielomianu dy(s,w), k=1, ...,p wyznaczamy macierze
anio

Krok 3: Znajac wspotczynniki wielomianow ny(s,w) oraz korzystajac z (24) i (22) wy-
znaczamy macierze B, i = 0,1,...,q oraz macierz C.

Przyklad 5.1. Wyznaczy¢ dodatnia realizacje (3) macierzy
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SSHEW w5 —w +w S 4+3s-2wr +1)
2 o 2 _ 2 22 _ 2
T(s,w) = SS+H(w +2)s—(2w +w+l) s +.( w+2)s—-C2w +w+l) (5.25)
w o+l 25 —2w' +2
s—2w —w+1 s—2w' —w+l

Latwo sprawdzi¢, ze warunki twierdzenia 2 sa spetnione 1 istnieje poszukiwana realiza-
cja dodatnia macierzy (25).

Korzystajac z procedury 1 otrzymujemy.
Krok 1. Z zaleznosci (8) 1 (9) mamy
11
D =limT(s,w) = 5.26
lim T(s, w) {0 2} (5.26)

oraz
T, (s,w) =T(s,w)-D =

ws+w +1 (W +Ds+w
S +2)s 2w +w+1l) S+ (=W +2)s - 2w +w+1) (5.27)
w +1 2(w* +w)
52w —w+l §—2w —w+1

Krok 2. Biorac pod uwage ze
d (s,w)=5"+(-w +2)s— 2w + w+1),
d,(s,w)=5-2w —w+1

oraz korzystajac z (11) 1 (20) otrzymamy

0 10 0 10

A{A” 0}—1 210 A—{A” 0}—0 010
0~ - ey 5 AR T - i ’

O Al 5T O Al 5T

- 5 (5.28)

0 2:0

A, O i
A, = 0 A =0 10
ANFE

Krok 3. W tym przypadku
n,(s,w) = ws+ w+1, nlé(s,w) =W +D)s+w,

ny (s, w) =W +1, ny,(s,w)=2(w" +w).

Korzystajac z (24) i (22) otrzymamy
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B B2 T1 0 Bl b1l To 1
B,=\b b7 |=|0 1B =[p7 bZ|=|1 0],
o B ) B TS I
- > - (5.29)
by by | [L 0

010
B,=|b6" b7 |=|0 1|, oraz C:[O 0 J
b bBh| |1 2

2§ L 4

Poszukiwana realizacja dodatnia macierzy (25) dana jest przez (26), (28) i (29).

6. WYZNACZANIE REALIZACJI DODATNICH
SINGULARNYCH UKEADOW DYSKRETNYCH

6.1. Sformulowanie zadania

Wezmy pod uwage singularny uktad dyskretny z g opdZnieniami w wektorze stanu i
wymuszenia

Ex(i+1) =i(ij(i—j)+Bju(i—j)) ' (6.1a)

y(@i)=Cx(i) ieZ, ' (6.1b)

gdzie x(i)eR", u(i)eR", y(i)eR? sa wektorami stanu, wymuszema i odpowiedzi a
E, A, eR™", B,eR™™, k=0,1,...,q, CeR"™".

Zakladamy, ze det E = 0 oraz

+ -1 .
det[Ez"" - Ayz! — Az .~ A, ]#0 62)
dla pewnych z € C (ciao liczb zespolonych)
Warunki poczatkowe dla (1a) maja postaé
x(-)eR", u(-)eR™, dla i=0,1,..,q (6.3)

Zalézmy, ze macierze E, A, A|, By, B;, C maja nastgpujace postacie kanoniczne
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. In l E 0
E:blockdlag[El,Ez,...,Ep]eRan’ E, =|- O O e R

=L...p,n Z”
A]. = block dlag[Aﬂ, Aj2"'-’A,~p} e R™ :[O a,-,-] R,

a.
a..:{ ﬁi}eR”‘,EﬂeR”"'l, j=L..,g-Li=1..,p

Ji
Jji

0 E —‘ nxn, Eqi n = a?l m=l .
A, = }"1" a, |eR"™, a,= —a eR* a,= : |eR",j=L.,9,
I qi n -
A aqi
B, = : eR™, b) = [”n , bl=| [ i=L.,pl=L..,n )
bl - b,fm " b
C=block diag[C, C, .. C,|eR™,

C =[0 0 ... 1JeR™,i=L.,p.

Definicja 6.1. Uklad (1) nazywamy (wewnetrznie) dodatnim jezeli dla kazdego
x(-k)eR,", u(-k)eR,", k=0,1,...,q oraz wszystkich u(i)eR.,", ieZ, mamy x(i)eR," i
y(i)eR7F dlaicZ..

Twierdzenie 6.1. Uklad (1) z macierzami o postaci (4) jest dodatni wtedy i tylko wtedy,

gdy
@ >0 dla k=0,1,...q;i=1,...,p;1=01,...n
ap =0,a7, >0 dla k=0,1,..,g-Li=1..,p
b;e]Rf dla i=1...,p;j=1...mk=0,1,..,q
Dowod. Niech
. fk(i) n — -l .
x, () = ~|eR™, X(DeR"", ieZ,, k=1..,p (6.6a)
X, ()

bedzie k-tym (k= 1,...,p) podsektorem wektora x(i) odpowiadajacym k-temu blokowi
(4) oraz
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_ 0 ! _ S
A, L °J R0, B, =[B, . B

2 (6.6b)
by =[bf, b e, =[0,..,0 1] e R,
Korzystajac z (1a), (4) 1 6) mozemy napisaé
—_ 9 9. _
X (+D)=AZ(~q)+ ) a,x, (i-j)+ Y B uli- ) (6.72)
j=0 Jj=0
q
X, (=) = €, T (i=q)+ X B uli— j) (6.7b)

=0
Jezeli warunki (5) sa spetnione to korzystajac z (7a) dla i = 0,1,...,q oraz warunkéw
poczatkowych (3) mozemy wyznaczyé
X ()eRF dlai=1,.. g+,
a nastgpnie z (7b)
xlm,t (q + 1) € R+

oraz z (7a)
X (g+2)e R

Kontynuujac t¢ procedur¢ mozemy wyznaczyé

x,(eRY dai=Z, i k=1,.,p
az (1b) y(i) = Cx(i)eR/ dla ieZ,.
Warunek konieczny wynika natychmiast z dowolnosci warunkéw poczatkowych (3)
oraz wymuszenia u(i). .
=
Uwaga 6.1. Korzystajac z (6b) mozemy wyeliminowaé x,, a z (72) i (1b) otrzymamy

dodatni uklad standardowy z opéznieniami i z argumentami wyprzedzajacymi w stero-
waniu, -

. Macierz transmitancji ukfadu (1) ma postaé
T(z) =C[Ez-A, —A127l —...—qu'q]fl(BO «{—BIZ’1 +..+Bz7)=

(6.8)
=ClEz" —Ayz? — Az - - A T'(Byz* +Bz"" +...+ B,).

Definicja 6.2. Macierze (4) spetniajace (5a) nazywamy dodatniq realizacjq macierzy
transmitancji T(z) jezeli spelniajq one réwnanie (8). Realizacje nazywamy minimalng
Jezeli wymiary nxn macierzy E, A, k= 0,1 sq minimalne wsréd wszystkich realizacji.

Zadanie wyznaczania realizacji dodatniej mozna sformutowaé nastepujaco. Dana jest
niewlasciwa macierz transmitancji T(z). Nalezy wyznaczy¢ dodatnig realizacje macie-

rzy T(z),
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6.2. Rozwiazanie zadania

Rozwiazanie tego zadania opiera si¢ na nastepujacych.dwoch lematach.

Lemat 6.1. Jezeli macierz Ey ma postaé (4) oraz

0

0

a, 0 0 a,_
0 0 a, ., 0 0 a,,
Ay =1 : s A=) : R P
0 0 a5 0 0 a,,
K 0 0 |10 0 |
K 0 a, |
1 a, .,
0 0 aq
- (g +1)
Aqk" | :
0 0 a(”k‘z)('h”)
(- 1 _1 -
to
k 1 &k —
d(2) =det[ B,z — Ay 2% .~ A, ] = 6.10)
:zﬁ“—aﬁk_lzﬁ*_l——...—alerao, k=1,...p
gdzie n, =(n, —1)(g, +1).
Dowoéd. Rozwijajac wyznacznik wzglgdem n-tej kolumny otrzymamy
det[E, z#" — A, z* —.—A, l=
e+l & -1
z7 o ... O —aqkzq - qk_lz" —..—a,
+1 (3 -1
-1 2% .0 —azqkﬂzq —a,, z* —..ma,
e+l N -1
0 0 ... 2" -a, Z"-a, 2" —-a, 0.
0 0o ... -1 1
A 7 -1 _
=z"—a, z"" —..—az+ay, k=1..,p
L]

Lemat 6.2. Jezeli macierze Ky majq postac (4) a macierze Ay, i=0,1,...,q majq postaé
(9) to ny-ty wiersz R, (z) macierzy dolqczonej

Adj[ B,z = Ay 2% - A, ]

Jest rowny
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R, (z)=[1 2" ... %], k=L.,p 6.11)

Dowdd. Biorac pod uwage

(Adi[B 2" Ay - - A, JE 2% - Az~ -A, +]=1,4,(2)
fatwo sprawdzi¢ ze zachodzi rwnosé
R, (D[Ez%" -Auz% —.~A,]=[0 ... 0 1d,(z)
[
Niech dana niewtasciwa macierz transmitancji ma postac
LG C)
di(z) d(2)
T(z) = : (6.12)
npl (Z) npm (Z)
4,74, |
przy czym
n,(z) =nmgz" +totmztn, k=l..,p; j=1,m (6.13a)
d,(z)=z" —am_lzr*_l —...—auz—a, (6.13b)
Liczba op6znien g jest téwna
q = max t-r) k=1..,p) (6.14)
gdzie
tyFmaxt,,j=1..,m
7
Jezeli macierze E; A maja posta¢ (4) to minimalne #, jest okreslone wzorem
t, +1
n>—2 o p (6.15)
t,~r +1

Wzér (15) mozna wyprowadzi¢ nastepujaco. Jezeli macierz E; ma posta¢ kanoniczng to
(n, b, =r+)2r, k=L..,p (6.16)

Rozwigzujac nieréwno$é (15) wzgledem n, ofrzymamy wzor (15).

Znajac wspolczynniki mianownikow dy(2),...,d,(z) macierzy (12) mozemy wyznaczyé
macierze A;; o postaci (4) takie, ze zachodzi (10).

Niech (Bgz? + ... + B,);, oraz Ty(z) j=1,...,m beda j-tymi kolumnami macierzy
By + .. + B, oraz T(z).

Korzystajac z (8), (9) i (10) otrzymamy
(6.17)
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T,(2)=Cl[Ez"" — Az —...— A T (B2’ +...+B, ), =
= (block diag|[C, ...CP])(block diag{[Elzqu —A Aql}-l

J 4 q
blz! +..+ b,

...,[Epzq+l - A,z —...—qu]“})x : =
0 _gq q
bpjz +..+ bpj

:blockdiag{ [1 4 Z(qunl—n]’m

(2)

J

L | IR
d,(2)

10 g q
bpjz +...+ bpj

i 4 q
blz® +..+ b,

[ pom _n; f;-1 -1, 1T 7
blj”'z'“ +bllj'."z VTt bl‘lj Mg +bl‘1j1 n,(2)
dl(z) d1(Z)
- : e R R
On, ty In, t-1 g-11 ql n .(z
b, "z +b, 2" 4.+ b+ b 5i(2)
| d,(2) | | d,(2) |

przy czym ni{z), i=1,...,p sa okreslone zaleznoscia (13a).
Poréwnujac wspotczynniki przy tych samych potegach zmiennej z licznikow zaleznosci
(17) otrzymamy
K 1j mo_ -l -1 —
bloj.‘ =n?, b;. —nfj’ s biT =y, B =),

............................................................................. j=l..,p (6.18)

Twierdzenie 6.1. Istnieje dodatnia realizacja macierzy transmitancji (12) jezeli

i wspolczynniki mianownikow (13b) sq nieujemne
a,20 dla k=1,.,p;, i=0,1,.,r, -1 (6.19)
ii. wspolczynniki licznikow (13a) sq nieujemne
n,’g‘?' >0 dla k=1,..,p; j=1,..,m (6.20)

Dowod. Jezeli warunki (20) s spetnione to z zaleznosci (18) wynika, ze B;eR,™" dla
j=0,1,...,q. Jezeli dodatkowo warunek (19) jest spetniony wtedy zgodnie z twierdze-
niem 1 realizacja ta jest dodatnia.

=
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Jezeli warunki twierdzenia 1 sa spetione to realizacje dodatnia macierzy (12) mozna
wyznaczy¢ korzystajac z nastgpujacej procedury.

Procedura 6.1. ‘

Krok 1: Znajac stopnie # licznikoéw ny(z) oraz #, mianownikéw difz) korzystajac z (14)
wyznaczamy liczbg op6znien q a z zaleznosci (15) liczbe n, dla k= 1,. oD

Krok 2: Korzystajac ze wspolczynnikéw wielomianow dyz) k= 1,....p wyznaczamy
macierze A;j=0,1,...,4, EiC.

Krok 3: Korzystajac z (18) wyznaczamy macierze B;j=0,1,.. .4

Przyklad 6.1. Wyznaczy¢ realizacje dodatnia macierzy
224227 +2+3 3242242

T(z) = 2 =2z-1 zP—2z-1

(6.21)
22422+ 2 72 4+3z
z' =3z 22 -3z
Latwo sprawdzi¢ ze macierz (21) speia warunki (191 (20).
Korzystajac z procedury | otrzymujemy. ,
Krok 1. W tym przypadku ¢, = £, =3, r, = , = 2. wobec tego
g =max(t —r)=1
iz zaleznosci (15) otrzymamy n; = n, = 2. !
Krok 2: Biorac pod uwage, ze di(z) = 2° — 2z — | oraz d(z2)=2"-3z otrzymamy
I 0 0 0 0 200
E 0 0 0 0 Of A, O 0000
E = = N A = = 5
0 E,] |00 1 0o ° |0 A,|l 0003
‘ 0000 0000
(6.22)
0 1 0 0 .
A, 0 1 =1 0 0 C, 0 01 00
A = = ) , C = = .
Y10 A,| |0 0 0 0 0 C,| |00 0 1
0 0 1 -1
Krok 3. Korzystajac z (18) otrzymamy
B By 1 2 b b 3 2
02 02 1 3 12 bl2 2 O
BO = bloll b1021 = ’ Bl = bllll I121 = (6'23)
bZl b22 O 3 b21 b22 1 O
By b 10 b’ by 21
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Poszukiwana realizacja macierzy (21) dana jest przez (22) i (23). Realizacja ta jest
minimalna, gdyz wielomiany d,(z) = 2> — 2z - 1 i di(z) = z* - 3z sa wzglednie pierwsze.

Uwaga 6.2. Jezeli , -
(n, —1)(g, +1) >#, dlapewnych ke[l,..., p] (6.24)

to wtedy licznik i mianownik k-tego wiersza macierzy (12) nalezy pomnozy¢ przez z*,
gdzie v, =(n,—1)(q, +)—r,. W przeciwnym przypadku otrzymane macierze A,
Jj=0,1,...,q nie naleza do realizacji dodatniej macierzy (12).

Na przyktad jezeli macierz transmitancji ma postaé
2+22° 4243 3242242

2 2
T(z) = z"=2z-1 zt=2z-1 (6.25)
2P +2z+1 z+3
z-3 z—-3

todla k=2 mamy m, =2 g =1 rm=1oraz v;=(n,— 1)g: + 1) —r, = 1. w tym przy-
padku mnozac przez licznik 1 mianownik drugiego wiersza (25) otrzymamy macierz
transmitancji (21).

Macierze Ag 1 Ay, dla drugiego wiersza macierzy (25)majg postacie

0 -1 0 3
An=ly o M=l of

1 nie naleza do dodatniej realizacji macierzy (25).

7. PODSUMOWANIE I PROBLEMY OTWARTE

W pracy dokonano przegladu aktualnego stanu badafi w wybranych obszarach teorii
dodatnich liniowych uktadéw z op6znieniami dotyczacych:
e  Stabilnosci asymptotycznej uktadow dyskretnych z opdznieniami
e Osiagalnosci i sterowania z minimalna energia uktadéw dyskretnych z op6z-
nieniami
e  Wyznaczania dodatnich realizacji minimalnych uktadéw dyskretnych i cig-
glych z opdznieniami w wektorze stanu i wymuszeniach oraz singularnych
uktadéw dyskretnych z opdznieniami

Poza znanymi wczesniej publikowanymi wynikami przedstawiono nowe wyniki do-
tychczas niepublikowane.

Problem istnienia i wyznaczania realizacji dodatnich zostal juz czgsciowo rozwiazany
dla singularmych uktadéw ciaglych opdznieniami w pracy [23].
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Dotychczas znacznie wigcej udato sie rozwiaza¢ zagadnien dotyczacych dodatnich
uktadéw dyskretnych niz ciagltych z opéznieniami. W pierwszej kolejnosci nalezatoby
wigc uogolni¢ znane wyniki dla dodatnich uktadow dyskretnych z opéznieniami na
przypadek dodatnich uktadow ciaglych, na przyktad kryteria osiggalnosci, sterowalno-
$ci i obserwowalnosci, sterowanie z minimalng energig itp. Problemem otwartym jest
przeniesienie tych rozwazan na dwuwymiarowe (2D) ukiady z opoznieniami, ukiady
ciggto-dyskretne z opéznieniami oraz dodatnie uktady biliniowe z opéznieniami itp.

Prace wykonano w ramach grantu KBN 3T11A00627

8. LITERATURA

[1] Benvenuti L., Farina L. (2004) A tutorial on the positive realization problem.
IEEE Trans. Autom. Control, 49, 5, 651-664.

[2] Biata S. (2002) Odporna stabilnosé wielomiandw i macierzy. AGH Uczel.
Wyd. Naukowo-Techn. Krakow.

[3] Bustowicz M. (1983) O pewnych wlasnosciach rozwiazania rownania stanu
dyskretnego uktadu z op6znieniami. Zesz. Nauk. Polit. Biaf, Elektrotechnika,
1,17-29.

[4] Bustowicz M. (1982) Explicit solution of discretedelay equations, Foundations

of Control Engineering, vol. 7, No. 2, 1982, pp. 67-71. |

[5] Bustowicz M., Kaczorek T. (2004) Osiagalno$¢ dodatnich ukladéw dyskret- ;
nych z jednym opéznieniem, Krajowa Konf. Automat. Proc. Dyskretnych,
2004. 21-25.09.04 Zakopane, pp. 9- 16.

[6] Bustowicz M., Kaczorek T. (2004) Reachability and minimum energy control
of positive linear discrete-time systems with one delay. Proc. 12th Mediterra-
nean Conference on Control and Automation 2004, Kusadasi, Izmir, T urkey
(CDROM).

[7] Bustowicz M., Kaczorek T. (2004) Stability and robust stability of positive
linear discrete-time systems with pure delay. Proc. 10th IEEE Intern. Conf- on
Methods and Models in Automation and Robotics, Miedzyzdroje, Poland 2004,
105-108.

[8] Bustowicz M., Kaczorek T. (2004) Robust stability of positive discrete-time
interval systems with time-delays. Bull. of the Pol. Acad. Sci, Techn. Sci, 52,2,
99-102.

[9] Bustowicz M., Kaczorek T. (2004) Sterowanie z minimalna energia dodatnich
uktadéw dyskretnych z jednym opdznieniem. Krajowa Konf. Automat. Proc.
Dyskretnych, 21-25.09.04 Zakopane, 83-90.

[10] Bustowicz M., Kaczorek T. (2004) Recent developments in theory of positive
discrete-time linear systems with delays-stability and robust stability. Pomiary,
Automatyka, Kontrola, 10, 9-12.

[11] Farina L., Rinaldi S. (2000) Positive Linear Systems: Theory and Applications.
Wiley, New York.

[12] Gorecki H., Fuksa S., Grabowski P. and A. Korytkowski (1989) Analysis and
Synthesis of Time Delay Systems. PWN, Warszawa, J. Wiley New York.

REFERATY PLENARNE ' 31




[13]
[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

(21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

(28]

Kaczorek T. (2002) Positive 1D and 2D Systems. Springer-Verlag, London.
Kaczorek T. (2003) Some recent developments In positive systems. Proc. 7th
Conference on Dynamical Systems Theory and Applications. £.6dz, Poland ,
25-35.

Kaczorek T. (2005) Realization problem for a class of positive continuous-time
systems with delays. Proc 13th Mediterranean Conference on Control and Au-
tomation, MED 05, 27-29 June 20035, Cyprus.

Kaczorek T. (2004) Minimal realization for positive multivariable linear sys-
tems with delay. Proc. CAITA 2004, Conference on Advances in Internet Tech-
nologies and Applications, July 8-11, 2004, Purdue, USA, 1-12.

Kaczorek T. (2004) Stability of positive discretetime systems with time-delay.
8th World Muliconference on Systems, Cybernetics and Informatics, July 18-
21, 2004 Orlando, Florida USA, 321-324,

Kaczorek T. (2004) Structure decomposition and computation of minimal
realization of normal transfer matrix of positive systems. /0th IEEE Intern.
Conf- on Methods and Models in Automation and Robotics, MMAR 2004,
30.08-2.09.2004, Miedzyzdroje, 93-100

Kaczorek T. (2004) Minimal realization problem for positive multivariable
linear systems with delay, Proc. of Systems Science Conf., Wroctaw 2004
Kaczorek T. (2004) Realization problem for positive multivariable linear sys-
tems with time- delay, Intern. Workshop “Computational Problems of Electri-
cal Enginnering”, Zakopane, 1-4.09.2004, 186-192.

Kaczorek T., Realization problem for positive multivariable linear systems
with time-delay, 5™ Intern. Conference in Technology and Automation
ICTA’05, Thessaloniki, Grecja, 15-16 Oct. 2005, pp. 23-27

Kaczorek T., Positive minimal realization for discrete-time multi-~input systems
with delays in state and in control, 8" Conf. Dynamical Systems Theory and
Applications, DTSA-2005, 12-15 XII 2005.

Positive minimal realization for singular discrete-time systems with delays in
state and delays in control, Bull. Of the Polish Acad. Of Sc. Techn. Sci., vol.
53, No. 3, 2005, pp. 293-298.

Kaczorek T., Bustowicz M. (2004) Minimal realization for positive multivari-
able linear systems with delay. Int. J. Appl. Math. Comput. Sci., 14, 2, 181-
187.

Kaczorek T., Bustowicz M. (2004) Sterowanie z minimalng energia dodatnich
uktadéw dyskretnych z jednym opdznieniem. Krajowa Konf Autom. Proc.
Dyskretnych, 2004. 21-25.09.04 Zakopane, 83-90.

Kaczorek T., Bustowicz M. (2004) Realization problem for positive multiva-
riable linear systems with time-delay. Int. J. Appl. Math. Comput. Sci., 14, 2,
101-107. )
Kaczorek T., Bustowicz M. (2004) Stability and robust stability of positive
linear discrete-time systems with pure delay. 10th IEEE Intern. Conf. On Meth-
ods and Models in Automation and Robotics, MMAR 2004, 30.08-2.09.2004,
Miedzyzdroje, 105-108.

Klamka J. (1990) Sterowanie uktadow dynamicznych. Warszawa-Wroctaw.

32

AUTOMATION 2006



—*——ﬁ

[29] Klamka J. (1991) Controllability of Dynamical Systems. Kluwer Academic
Publ., Dordrecht.

[30] Sikora B. (2003) On controllability and minimum energy control of linear
positive systems with delays. Archives of Control Sciences, 13, 4, 431-444.

[31] Xie G., Wang L. (2003) Reachability and controllability of positive linear
discrete-time systems with time-delays, in: Positive Systems (Benvenuti, De
Santis and Farina (Eds.)), Springer- Verlag, Berlin Heidelberg, 377-384.

REFERATY PLENARNE 33




