
prof. dr hab. inż. Tadeusz Kaczorek 
Bialystok Technical University, Faculty of Electrical Engineering 
ul. Wiejska 45D, 15-351, Bialystok 

WYBRANE ZAGADNIENIA DODATNICH UKŁADÓW 

Z OPÓŹNIENIAMI 

Streszczenie: Przedstawiono aktualny stan badań dotyczących stabilności 

asymptotycznej, osiągalności, sterowania z minimalną energią oraz wy-
znaczania dodatnich realizacji układów dyskretnych i ciągłych z opóźnie-

niami. Poza znanymi wcześniej publikowanymi, praca zawiera nowe wy-
niki niepublikowane oraz niektóre aktualne problemy otwarte w obszarze 
dodatnich liniowych układów z opóźnieniami. 

Abstract An overview of selected problems concerning the asymptotic 
stability, reachability, minimal energy control and computation of posi-
tive realizations of discrete-time and continuous-time systems with delays 
is presented. Some new results on positive realizations of linear systems 
with delays, extensions and open problems are also presented. 

1. WPROWADZENIE 

W układach dodatnich wymuszenia, zmienne stanu oraz odpowiedzi przyjmują tylko 
wartości nieujemne. Przykładami układów dodatnich są procesy przemysłowe zawiera-
jące reaktory chemiczne, wymienniki ciepła, kolumny destylacyjne itp. Układy dodat-
nie są określone na stożkach, a nie w przestrzeniach liniowych. Teoria takich układów 

jest, więc znacznie trudniejsza. Literatura dotycząca układów dodatnich jest już dość 

bogata [11, 13, 14]. Badania układów z opóźnieniami mają kilkunastoletnią historię i 
były przedmiotem wielu prac [12]. W ostatnich latach obserwuje się znaczny wzrost 
zainteresowania badaniami dodatnich układów z opóźnieniami. Wynika to z zastoso-
wania tych układów w różnych dziedzinach techniki, ekonomii, biologii, medycyny itp. 
Stabilność asymptotyczna i odporna (krzepka) dodatnich układów liniowych dyskret-
nych z opóźnieniami była badana w pracach [7, 8, 10, 17, 27]. Problemom osiągalności, 

sterowalności i sterowania z minimalną energią są poświęcone prace [5, 6, 9, 25, 26, 
31]. Różne metody wyznaczania dodatnich realizacji układów dyskretnych i ciągłych 

zostały zaproponowane w pracach [15, 16, 18- 24, 26]. W pracy tej zostanie przedsta-
wiony aktualny stan badań w wybranych obszarach teorii dodatnich liniowych układów 

z opóźnieniami, a w szczególności dotyczących: 

• Stabilności asymptotycznej i odpornej układów dyskretnych z opóźnieniami 

• Osiągalność i sterowanie z minimalną energią tych układów 
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• Problem wyznaczania dodatnich realizacji ciągłych układów z opóźnieniami 
oraz singularnych układów dyskretnych z opóźnieniami w wektorze stanu i w 
wymuszeniach. 

Poza znanymi, wcześniej publikowanymi wynikami praca ta zawiera również nowe 
wyniki dotychczas niepublikowane. 
Zostaną też przedstawione niektóre aktualne problemy otwarte czekające na rozwiąza-
nie. 

2. DODATNIE UKŁADY DYSKRETNE 

2.1 Układy bez opóźnień 

Niech Ri." będzie zbiorem nxm macierzy rzeczywistych z nieujemnymi elementami, 
oraz IL" R±nxl. 

Weźmy pod uwagę układ dyskretny opisany równaniami 
= AY; +13ii„ i E Z ± ={0,l,...} (2.1a) 

Y1 = + Dui (2.1b) 

przy czym .Y i ER" , uiER'n i yiERP są wektorami stamu, wymuszenia i odpowiedzi w 
chwili dyskretnej ieL, a Ake R' „Be Cu RP " De RPx m . 

Definicja 2.1. Układ nazywamy (wewnętrznie) dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy dla 
każdego x0ER: oraz dodatniego ciągu uzeR±m, ieZ± zachodzi 5F ,E.R., i y,ER,P dla 
wszystkich iEZ+. 

Twierdzenie 2.1. [10, 11] Układ (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy 
A E R"," , B e R`r", CE R , Bu 

2.2 Układy z opóźnieniami 

Weźmy teraz pod uwagę układ dyskretny z q opóźnieniami opisany równaniami 
xi+, = Aoxi + A1x, 1 +. . . + Aq x + 

y. =Cox, +Dui

przy czym xier, u1ERm, yieRP są wektorami stanu, wymuszenia i odpowiedzi a 
Aker", k= 0,1,. . .,q, Bo e r', CO GRP", D ERP'. 

Warunki początkowe dla (3a) dane są w postaci 
x_k E R" dla k = 0,1,...,q 

(2.2) 

(2.3a) 

(2.3b) 

(2.4) 
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Definiując 

X. = 

B = 

Xi-I 

O 

, =(q+1)n, A= 

A, A, ... ... Aq

O O 

0 0 ... 1,, O 

e R'', C = [C, 0 0] E RP'' 

możemy równania (3) zapisać w postaci (1). 

(2.5) 

Definicja 2.2. Układ (3) nazywamy (wewnętrznie) dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy 
dla każdego xkelf1+" k = 0,1,.. .,q i dodatniego ciągu wymuszeń u,ER+m, iEZ, zachodzi 
x, eR±" oraz y, E R+P dla wszystkich i EZ+. 

Twierdzenie 2.2. Układ (3) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy 
A k E R", k = 0,1,..., q, Bo E R", Co e R , D E . 

3. STABILNOŚĆ UKŁADÓW DYSKRETNYCH 

(2.6) 

Układ dodatni (2.1) nazywamy stabilnym asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy 
rozwiązanie .7 = T o, iEZ+ równania 

A E 187" (3.1) 

z warunkiem początkowym o ER, " spełnia warunek 

=0 dla każdego ER: (3.2) 
' 

Jak wiadomo [11, 13] układ dodatni (2.1) jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko 
wtedy, gdy wszystkie wartości własne z1, z2 macierzy A (pierwiastków równa-
nia det z - A] = 0) mają moduły mniejsze od 1, czyli 

zk l< 1 dla k = 1, 2, .. , (3.3) 

Twierdzenie 3.1. [11, 13] Układ dodatni (2.1) jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko 
wtedy, gdy współczynniki wielomianu charakterystycznego 

det [IT, z — A] = z' + +... + aiz + (3.4) 

są dodatnie a i > o dla i = O ,1,.. .,Ti -1. 

Twierdzenie 3.2. [11, 13] Układ dodatni (2.1) jest stabilny asymptotycznie wtedy i tylko 
wtedy, gdy wszystkie minory główne macierzy -A- —[a] =I - A są dodatni czyli 
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al an 
27/21 17122 

au 5-13 

27121 2-7 22 -27123 

2731 2-1-32 j 33 

Korzystając z (2.5) oraz działań elementarnych na wierszach i kolumnach (które nie 
zmieniają wartości wyznacznika) otrzymamy następujące twierdzenia. 

>0, > det A > O (3.5) 

Twierdzenie 3.3 Układ dodatni z opóźnieniami (2.3) jest stabilny asymptotycznie wtedy 
i tylko wtedy, gdy wszystkie pierwiastki równania 

det [In zq+1 — Aozg —. ..— Ag iz — Ag i = z' + +...+ + a, =0 (3.6) 

mają moduły mniejsze od 1. 

Twierdzenie 3.4. Układ dodatni opisany równaniami (2.3) jest stabilny asymptotycznie 
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie współczynniki wielomianu charakterystycznego 

det I (z +1)q'' —A0 (z +1)q — A, (z +1)q + ...+ Aq _, (z +1)— Ag = 

= z + a 1z 1 +. .,+ aiz + ao
są dodatnie Ft i > O dla i = 

(3.8) 

Stosując twierdzenie 2 do układu z opóźnieniami (2.3) w postaci (2.1) otrzymamy na-
tychmiast następujące twierdzenie. 

Twierdzenie 3.5. Układ dodatni z opóźnieniami (2.3) jest stabilny asymptotycznie wte-
dy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory główne macierzy 

A = — A = 

są dodatnie. 

1„ —A —A, ... —A0 _1 —Ag

—I„ ... 

O O 

(3.9) 

Wykażemy, że niestabilność układu dodatniego bez opóźnień 
xi, = Ao xi , A, ER" (1.10) 

Implikuje niestabilność układu dodatniego z opóźnieniami. 

Twierdzenie 3.6. Układ dodatni z opóźnieniami (2.3) jest niestabilny jeżeli układ do-
datni bez opóźnień (10) jest niestabilny. 

Dowód. Zgodnie z twierdzeniem 2 układ dodatni (10) jest niestabilny jeżeli przynajm-
niej jeden minor główny macierzy A ol aO = Ao nie jest dodatni. Układ dodatni 
(2.3) jest więc niestabilny jeżeli przynajmniej jeden z minorów głównych macierzy 
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A, —A, ... 

I„ 

—A0 _1

O 

—A, 

O 
— A = (3.11) 

• 

• 

0 0 ... —I„ In

nie jest dodatni. Z zależności (11) wynika, że jeżeli przynajmniej jeden z minorów 
głównych macierzy 1,7 - Ao nie jest dodatni wtedy przynajmniej jeden z minorów głów-
nych macierzy (11) nie jest również dodatni. Niestabilność układu (10) implikuje więc 
niestabilność układu (11). 

Z twierdzenia 6 wynika następujący wniosek. 

Wniosek 3.1. Jeżeli układ (10) jest niestabilny, wtedy nie można ustabilizować układu 
dodatniego (2.3) poprzez odpowiedni dobór macierzy Ak, k = 1,...,q. 

Twierdzenie 3.7. Układ dodatni (2.3) nie jest stabilny jeżeli przynajmniej jeden element 
na diagonali macierzy Aola i,°] jest większy od I, czyli 

ak'k >1 dla pewnego k E (1, 2,..., n) (3.12) 

Dowód. Jak wiadomo [6, 11, 131 układ dodatni (10) jest niestabilny jeżeli przynajmniej 
dla jednego kE(1,2,...,n) zachodzi (12). W tym przypadku zgodnie z twierdzeniem 6 
układ (2.3) jest również niestabilny. 

• 

Stabilności odpornej układów z opóźnieniami są poświęcone prace [7, 8, 271. 

4. OSIAGALNOŚĆ I STEROWANIE Z MINIMALNA ENERGIA 

4.1. Osiągalność 

Rozwiązanie równania (2.1) dla zerowych warunków początkowych ma postać 

x, = (4.1) 
r=0 

przy czym 

(D = Z-` 
{r 

W 
q vi 

zl —A, —1Akz-k z (4.2) 
J }\ 0=1 

jest macierzą tranzycji, a Z-1 jest operatorem odwrotnego przekształcenia zet [3]. 

Macierz tranzycji spełnia równanie 

14 AUTOMATION 2006 

'',1 



(4.3) 

z warunkiem początkowym 

(1)(0)=I,„ = O dla i < O (4.4) 

Definicja 4.1. Układ dodatni (2.1) nazywamy: 
i. Osiągalnym w N krokach jeżeli dla każdego stanu końcowego xiE + istnieje 

ciąg wymuszeń u, n R+m, i = 0,1,.. .,N-1, który przeprowadza układ ten z zero-
wego stanu początkowego do zadanego stanu końcowego xN = xf. 

ii Osiągalnym, jeżeli dla każdego stanu końcowego xfelt+n oraz zerowego stanu 
początkowego istnieje NEZ oraz uiell+m , i = 0,...,N-1 takie, że xN = xf. 

Z zależności (1) dla i = N> O oraz zerowych warunków początkowych mamy 
x, = Roo" (4.5) 

przy czym 

RN =[(1)(N -1)B 0(N-2)B ... (1)(1)B 131 (4.6) 

U0

U0
U" 

(4.7) 

UN-1 
Twierdzenie 4.1. Zbiór stanów osiągalnych układu dodatniego jest dodatnim stożkiem 
wypukłym. Stożek ten jest solidny (o niepustym wnętrzu) wtedy i tylko wtedy, gdy istnie-
je NEZ , takie, że rząd macierzy osiągalności (6) jest równy n. 

Dowód tego twierdzenia jest podany w pracy [5]. 

Twierdzenie 4.2. Układ dodatni (2.1) jest osiągalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 
NEZ+ takie, że rząd RN -= n oraz 

i. istnieje macierz nieosobliwa R N składająca się z n kolumn macierzy RN ta-
kich, że A. ER±-, lub równoważnie 

Macierz R NER±"n zawiera n liniowo niezależnych kolumn monomialnych 
(tylko jeden element dodatni, wszystkie pozostałe równe zeru) 

Twierdzenie 4.3. Jeżeli układ dodatni (2.1) jest osiągalny to jest on osiągalny w N 
krokach przy czym N E[nlq], gdzie E[nlq] oznacza najmniejszą liczbę dodatnią więk-
szą lub równą nlq, a q jest liczba liniowo niezależnych kolumn monomialnych macierzy 
B. 

Dowód tego twierdzenia podany jest w pracy [6]. 

Twierdzenie 4.4. Układ dodatni (2.1) jest osiągalny jeżeli istnieje NEZ+ takie, że 
rząd RN = n oraz 
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1-1 um RT,„ [R,,,RiT, ER" (4.8) 

Jeżeli jest spełniony warunek (8) to ciąg wymuszeń u,ER,m, i = 0,1,...,N-1, który prze-
prowadza układ (2.1) z zerowego stanu początkowego do stanu końcowego xfeR+n
można wyznaczyć z zależności 

4 = RT [R
N 

R
N
T x N f 

4.2. Sterowanie z minimalną energią 

(4.9) 

Weźmy pod uwagę układ dodatni (2.1) oraz wskaźnik jakości 
N-I 

i (24) •Qu, (4.10) 
, 

gdzie Q ER' jest symetryczną dodatnio określoną macierzą wag taką, że 
E R7 (4.11) 

a N jest liczbą kroków, w której układ jest przeprowadzany z zerowego stanu począt-
kowego do stanu końcowego xf. 

Zagadnienie sterowania z minimalną energią układu dodatniego (2.1) można sformuło-
wać następująco. Dane są macierze AkER+.  (k = 0,1, „0, B E R , "1, liczba kroków 
N, stan końcowy xfeR,n oraz macierz wag Q spełniająca warunek (11). Należy wyzna-
czyć ciąg wymuszeń u,e M+m, 1= 0,1,. . .,N-1, który przeprowadza ten układ ze stanu 
zerowego do stanu końcowego xfeR,n oraz minimalizuje wskaźnik jakości (10). 

Aby rozwiązać to zadanie definiujemy macierze 
W = R N (—) NW E R7' (4.12) 

N = diag [Q-1 . .. Q-1 1 E Rm"'" (4.13) 

Macierz W jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy rząd RN= n. 

Definiujemy ciąg wymuszeń u o, _ _ 
U0

NA zależnością 

-N 
Uo = 

UI — T  = QN R N .W 
v.-

I X (4.14) 

_ 

Zauważmy, że i ONER+Nm dla dowolnego xfER±n wtedy i tylko wtedy, gdy 

ONRTNW-1 e (4.15) 

Twierdzenie 4.5. Niech układ dodatni (2.1) będzie osiągalny w N krokach. Wtedy ciąg 
wymuszeń określony przez (14) przeprowadza ten układ z zerowego stanu początkowe-
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go do stanu końcowego xfER+n i minimalizuje wskaźnik jakości (10). Ponadto mini-
malna wartość wskaźnika jakości jest określona zależnością 

_40 = xfTw-I xf
(4.16) 

Dowód tego twierdzenia jest podany w pracy [6]. 

Wniosek 4.1. Jeżeli Q = qlm, q > 0 to U 0N = u01", a minimalna wartość wskaźnika jako-
ści jest równa 

I(i) = qx fr ['INKI' x f (4.17) 

5. WYZNACZANIE REALIZACJI DODATNICH UKŁADÓW 
CIĄGŁYCH 

5.1. Sformułowanie zadania 

Weźmy pod uwagę układ ciągły z h opóźnieniami wektorze stanu i q w sterowaniu 
h 

)40 = Aix(t — id)+ EB;u(t_ jd) 
1=0 j=0 

y(t)-- Cx(t)+Du(t) 

(5.1) 

przy czym x(t)E1r, u(t)EIV , y(t)ERP są wektorami stanu wymuszenia i odpowiedzi a 
AiERn", i = 0,1. ....h j=0,1, ...,q, CER"", DERP"a oraz d> O jest opóźnie-
niem. 

Warunki początkowe dla (1) mają postać 
x0 (t) dla t e [—M „0], u, (t) dla t E [-hq, 0] (5.2) 

Definicja 5.1. Układ (I) nazywamy (wewnętrznie) dodatnim jeżeli dla każdego 
xo(t)E1R+m, tE[-hd, 0], uo(t)ER+m, tE[-qh, 0] oraz wszystkich wymuszeń u(t)ER, t O 
mamy x(t)ER,' i y(t) E I% dla t ?_ 0. 

Niech Mn będzie zbiorem nxn macierzy Metzlera, tj. macierzy nxn o nieujemnych ele-
mentach poza główną przekątną. 

Twierdzenie 5.1. Układ (1) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy Ao jest macierzą Met-
zlera a macierze A„ i=1, j=0,1, ...,q, C, D mają elementy nieujemne. 

A, E M, Ai e R'+'" , i = 1,..,h, B i  E R", j = 0,1,...,q, C E R , Dc Rf_" (5.3) 

Macierz transmitancji układu (1) ma postać 
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T(s, w) = C [ — A, — Ai w— . ..— A, wh i x [B, +B,w +...+ Bq W0 ]+ D, (5.4)

w = e—hs 

Definicja 5.2. Macierze (3) nazywamy dodatnią realizacją macierzy T(s,w) jeżeli speł-
niają one równość (4). Realizację nazywamy minimalną jeżeli wymiar nxn macierzy Ai, 
i= 0,1, ...,h jest minimalny wśród wszystkich realizacji macierzy T(s,w). 

Zadanie nasze można sformułować następująco. Dana jest właściwa macierz wymierna 
T(s, w). Należy wyznaczyć realizację dodatnią (3) tej macierzy T(s, w). 

5.2. Rozwiązanie zadania 

Macierz transmitancji 

T(s, 

(4) możemy zapisać w postaci 

C( Adj H(s, w))(B, + Bi w + • • • + Bq ) N (s, w) 
D D (5.5) w) = 

± 

det H(s, w) d(s,w) 

przy czym 

H(s, w) = [Ims — — — Ah wh , (5.6) 

N(s, w) = C (Adj H(s, w)) (13,„ +13,w + • • + Bg w'. ), 

d(s,w)= det H(s, w) 

Z zależności (5) mamy 

(5.7) 

D = lim T(s, w) (5.8) 

gdyż lim (s,w)= 0. 

Część ściśle właściwa T(s,w) jest dana zależnością 

(s, w) = T(s, w) 
N(s, w)

D (5.9) = 
d(s, w) 

Zadanie nasze zostało zredukowane do wyznaczenia macierzy 

A, M„, A, E R , k =1, ...,q, B, E R7 , j = 1, .. . q, C e R±P"' (5.10) 

dla danej macierzy ściśle właściwej (9). 

Lemat 5.1. Jeżeli 
0 0 . .. 0 a00 0 0 • • • 0 a„, 
1 0 . 0 a01 0 0 • • • O a„ 

A0 =0 1 ... 0 a02 : • . : , i =1,...,h (5.11) 

0 0 • 0 a1„_1_
O 0 ... 1 a,„_, 
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to 

d(s,w)= det [1 s - A, - w - • - A, Wh ]=-

= + d, 

przy czym 
d.J = d (w)=- ah.J Wh + ah-1, Wh 1 + + a, j w+ a0j, j= 0,1,.. n-1 

Dowód tego lematu jest podany w pracach [19], [20]. 

(5.12) 

(5.13) 

Lemat 5.2. Jeżeli macierze A1, i ---- 0,1, ...,h mają postać (11) to n-ty wiersz macierzy 
dołączonej Adj H(s,w) ma postać 

R, (s) = [1 s . .. (5.14) 

Dowód tego lematu jest podany w pracy [ ]. 

Macierz ściśle właściwą Tsp(s, w) możemy napisać zawsze w postaci 

przy czym 

Tv(s,w)= 

Ni (s, w) 

di (s,w) 

• 

N, (s, w) 

dP (s,w) 
_ 

d,(s,w)= ,s 1-...-d,s-d,, k =1,..., p 

=c1,(w)=. .wk + ...+ aw+ ,, 0,1,...,

jest najmniejszym wspólnym mianownikiem k-tego wiersza macierzy Tsp(s, w) a 
N, (s, w) = [n,,(s,w),...,n„„,(s,w)], k =1,..., p 

nkj(s,w)=n is"k -1 +. . .+ aì  jw+ 4, j = 0,1, ..., m 

i = 0,1,...,n, -1 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

Zgodnie z lematem 1 każdemu wielomianowi (16) możemy przyporządkować macierze 

A„ = 

O 

O 

O 
6 
1 

O 
O 
O 

ak 
OO 

ak 
01 

ak 
02 

0 0 .. 1 ak 
0

spełniające warunek 

, A, = 

O 0 - • 0 

O O • O 

0 0 

k aw

ak 

(5.18) 
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d (s, w) = det [l p, s — A„ — A,, w — —A whk 1, k = 1,.., p 

Niech 

(5.19) 

= block diag [A10 ." Ap, e
(5.20) 

A, = block diag 

b1k1 • b Im

[A„ .. . A p, 

kl 

ER"n (n = + • • • + np ) 

B, = 

b pk bkpin 

, = 

_ 

, k = 0,1,...,q; i =1,...,p; j =1,..,m (5,20 

C = block diag [c, . • . ca ], Ck = [0 ... 0 1] Ele"' k = 1, ..., p (5.22) 

Liczba q opóźnień w sterowaniu jest równa stopniowi macierzy wielomianowej N(s,w) 
względem w, 

Z zależności (5), (14), (18), (20)(22) dla j-tej kolumny Tsp(s,w) otrzymamy 

Tip (s, w) C 1-1-1 (s, w)[130 + B, w + + w" = 

= block diag [c, ...cp ](block diag{[Ipi s — A10 — A„w—...— w"' r ,... 

S — A po — Apiw — — A ph, W h P 

1-1 

= block diag{  1  [1 
dl (s , w) 

b° + bl w + ...+ bq wg 
_ Pl

S 
1  

[1 s 
dp w) 

(b7
w q 

" 
L 

" 
it n, _ , ) s  

,"  
" 

_y , , 
-rU 

" 

_ , 

di (s , w) 
• 

• 

(b" w0 +...+ b,„1;"  w+ b p° J7P )s"P -1 + . ..+ b pq wg + ...+ b plli w+ b p° ii

p (s , w) 

ni, (s, w) 

d, (s , w) 

n,, (s, w) 

d p (s , w) 

(5.23) 
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a ny(s,w) są określone przez (17). 

Porównując współczynniki przy tych samych potęgach zmiennej s i w otrzymamy 
boi  = no

j 
bql =n Oą bOni = 

1 j  ,'•', I j lj 1 j 1 j , 

bln, = n n, -1,1 

(5.24) 
b01 = n O0 = n Ot _= n Og O = ni np -1,0 

Pi Pi "Pi "" "Pi "" " Pi Pi 

b"' " n -II = n ' = 
Pi Pi '•••' Pi pi 

dla j= 

Twierdzenie 5.2. Istnieje dodatnia realizacja (3) macierzy T(s,w) jeżeli 

T(cc) = limT(s , w) E IR17 
S-)0D 

Współczynniki wielomianu dk(s,w) k=1, ...,p są nieujemne z wyjątkiem 
k = 1,. ..,p, tj. 

a ji; > O, i = 1, hk ; j = 0,1, ..., nk —1, k =1,..., p 

Współczynniki wielomianów ny(s,w) są nieujemne, tj. 
n ok O dla i=1.....

Dowód tego twierdzenia jest podany w pracy [21]. 

a0,1, -P 

Jeżeli warunki twierdzenia 2 są spełnione to dodatnią realizację (3) macierzy T(s,w) 
możemy wyznaczyć korzystając z następującej procedury. 

Procedura 5.1. 
Krok 1: Korzystając z (8) i (9) wyznaczamy macierz D oraz oraz macierz ściśle wła-

ściwą Tsp(s,w). 
Krok 2: Znając współczynniki wielomianu dk(s, w), k=1, ...,p wyznaczamy macierze 

(11) i (20) 
Krok 3: Znając współczynniki wielomianów ny-(s,w) oraz korzystając z (24) i (22) wy-

znaczamy macierze 131, i = 0,1.....q oraz macierz C. 

Przykład 5.1. Wyznaczyć dodatnią realizację (3) macierzy 
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T(s, w) = 

±(-w2 + w + 2)s - w2 ±w 

s2 +(-w2 + 2)s - (2w2 + w + 1) 

±1 

s - 2w2 - w + 1 

s2 + 3s - (2w2 ±1) 

s2 + (-w2 + 2)s - (2w2 + w ±1) 

2s - 2w2 ±2 

s -2w2 -w+1 

(5.25) 

Łatwo sprawdzić, że warunki twierdzenia 2 są spełnione i istnieje poszukiwana realiza-
cja dodatnia macierzy (25). 

Korzystając z procedury 1 otrzymujemy. 

Krok I. Z zależności (8) i (9) mamy 

D = lim T(s, w) = 

oraz 

S-100 

T, (s, w) = T(s, w) - D = 

ws + w2 + 1 

1 I 

0 2_ 

(w2 + 1)s + w 

s2 + (-w2 + 2)s - (2w2 + w + 1) s2 + (-w2 + 2)s - (2w2 + w + 1) 
w2 1

s - 2w2 - w+ 1 

Krok 2. Biorąc pod uwagę że 

2(w2 + w) 

s - 2w2 - w+ 1 

d i (s , w) = s2 ±(-w2 + 2)s - (2w2 + w +1), 

d 2 (s , w) = s - 2w2 - w+ 1 

oraz korzystając z (11) i (20) otrzymamy 

0 1 ! O 
A10 O 

A, = = 1 -2 O , A, = 
0 A20

A21 0 - 
A2 = =0 1 

0 

O 2 ! 0 

A-22_ --O _ 

A11 O 

O A21 _ 

O Ho 

O O O 

O 0 1 

Krok 3. W tym przypadku 

nii (s , w) = ws + w2 ±1, n12 (s, w) = (w2 + 1)s + w, 

n21 (s, w) = w2 + 1, n22 (s, w) = 2(w2 + w). 

Korzystając z (24) i (22) otrzymamy 

(5.26) 

(5.27) 

(5.28) 
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B, = 

B, = 

k°11 

b" 11 

b2o11 

r 
b„ 

b01 
12 

A02 
u l 2 

b01 
22 _ 

b222I 
b22 b22 

11 12 

b21 
21 b2221 

1 

=0 

1 

1 

o 
1 

o-
1 
O 

, B, = 

O 

1 , oraz C = 

2 

0 1 

1 0 

0 2 

O 1 0 

0 0 1 

Poszukiwana realizacja dodatnia macierzy (25) dana jest przez (26), (28) i (29). 

6. WYZNACZANIE REALIZACJI DODATNICH 
SINGULARNYCH UKŁADÓW DYSKRETNYCH 

6.1. Sformułowanie zadania 

(5.29) 

Weźmy pod uwagę singularny układ dyskretny z q opóźnieniami w wektorze stanu i 
wymuszenia 

Ex(i +1) = E(A.,x(i-J)+Biu(i- j)) (6.1a) 
J=0 

y(i)=Cx(i) i E Z + (6.1b) 

gdzie x(i)nr, u(i)Elfr , y(i)eIR,P są wektorami stanu, wymuszenia i odpowiedzi a 
E, Aker", BkeR"'", k= 0,1,. . .,q, CER" . 

Zakładamy, że det E = O oraz 

det [Ez0 +1 — Ac zq — — Aq l# O 

dla pewnych z n C (ciao liczb zespolonych) 

Warunki początkowe dla (1a) mają postać 
x(—i) e R', u(—i) E Rrn , dla i = 0,1,...,q 

Załóżmy, że macierze E, Ao, A1, Bo, B1, C mają następujące postacie kanoniczne 

(6.2) 

(6.3) 
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E = block diag [E, , E 2 e R"' , 

P 

A = block diag[Aj,, Ai„..., A1 e R' 

aj = 

Aqi = 

B = 

biii - • • 

ER,a J aR , j =1,...,q - 1; i =1,..., p 

aqi 

b' - • b' pi pm 

C = block diag [C, C2 ... Cp e RP", 

C, = [0 0 ... 1] E , i =1,..., p. 

E R"," ag; = 

E R"' 

E R"' = 

bi = 

R n1 xni

=1,...,q 

(6.4) 
, i =1,..., p; I =1,...,n 

Definicja 6.1. Układ (I) nazywamy (wewnętrznie) dodatnim jeżeli dla każdego 
x(-k) , k = 0,1,. . .,q oraz wszystkich u(i)ER.fm, iEZ, mamy x(i) ER,' i 
y(i) ER±P dla iEZ±. 

Twierdzenie 6.1. Układ (1) z macierzami o postaci (4) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, 
gdy 

a,„/ O dla k = 0,1,...,q; i =1,..., p; 1 --- 0,1,...,n, 

a = 0, a i > 0 dla k = 0,1,...,q -1; i =1, ..., p 

biik e k i" dla i =1,..., p; j =1,...,m; k = 

Dowód. Niech 

(6.5a) 

Yk(i) 
xk (i) = . , .7(i) E R"*-`, Ż E Z+ , k=1,...,p (6.6a) 

Xk (i) 

będzie k-tym (k = 1,...,p) podsektorem wektora x(i) odpowiadającym k-temu blokowi 
(4) oraz 
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qk = — — O E R(nk-INN-" jk = 
k (6.6b) 

bjnicr =[bk7k eqk =[o, ... ,0 1] E pgt.ok-o. 

Korzystając z (la), (4) i 6) możemy napisać 

(i +1) = (i — q) + E aJkxjfl (i — j) +III 
j=0 j=0 

— j) (6.7a) 

ax (i — q) = e _Y (i — q)+ E b:,k, u(i — j) qk kttk n, k (6.7b) 
J=0 

Jeżeli warunki (5) są spełnione to korzystając z (7a) dla i = 0,1,.. .,q oraz warunków 
początkowych (3) możemy wyznaczyć 

k (Ż) E Wr1 dla i = 1,...,q + 1, 

a następnie z (7b) 
x (q+1)ERł

oraz z (7a) 

.)7,(q + 2) e Wr`. 

Kontynuując tę procedurę możemy wyznaczyć 
xk (i) E Ek", k dla i = Z+ i k =1,..., p 

a z (lb) y(i) = Cx(i) el8,1) dla 
Warunek konieczny wynika natychmiast z dowolności warunków początkowych (3) 
oraz wymuszenia u(i). 

• 

Uwaga 6.1. Korzystając z (6b) możemy wyeliminować xn, a z (7a) i (lb) otrzymamy 
dodatni układ standardowy z opóźnieniami i z argumentami wyprzedzającymi w stero-
waniu. 

Macierz transmitancji układu (1) ma postać 
T(z) = C[Ez —A0 — A1z-1 — — Aqz-1 -1(B, + + Bqz-q)= 

C[Ezq+  —Acz' — Ati zq-1 — Ag r i (Bo zq +B1zq-1 + .. .+ B q ). 
(6.8) 

Definicja 6.2. Macierze (4) spełniające (5a) nazywamy dodatnią realizacją macierzy 
transmitancji T(z) jeżeli spełniają one równanie (8). Realizację nazywamy minimalną 
jeżeli wymiary nxn macierzy E, Ak, k = 0,1 są minimalne wśród wszystkich realizacji. 

Zadanie wyznaczania realizacji dodatniej można sformułować następująco. Dana jest 
niewłaściwa macierz transmitancji T(z). Należy wyznaczyć dodatnią realizacje macie-
rzy T(z). 
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6.2. Rozwiązanie zadania 

Rozwiązanie tego zadania opiera się na następujących dwóch lematach. 

Lemat 6.1. Jeżeli macierz Ek ma postać (4) oraz 

A ok = 

O O a0

o O 
a2 0k±l 

o o a 1

_o • • • O O 

, A1, = 

O o 
4k 

O o a 20k

• 

O O a,k _2

O O O 

O O • • 0 ao
1 0 - • O a„,1

(6.9) 

O 1 • • O a2(q, +1) 
AOAO 

• 

O 0 • - 0

O 0 • 1 -1 

to 

d,(z)= det [E, zqk - Aok zqk - - 
k1=gA 

(6.10) 
= z"k - a, - a,z + ao , k =1,..., p 

gdzie = (n, - 1)(q. I). 

Dowód. Rozwijając wyznacznik względem ni-tej kolumny otrzymamy 
det[Ek zqk +1 - A„zqk = 

0 

O 0 

o -a zqk - a ,z g -l
-1„ — — a 

.II. qk - ` 

O - a 20, ,Z qk - a 20 k Z q*-1 - .. .- a g

-1 

-a, - 

=zr'k -an- k-1Z
-I 

— .• - -a z+a k=1,...,p 

1 

• 

Lemat 6.2. Jeżeli macierze Ek mają postać (4) a macierze Aik, i=0,1,...,q mają postać 
(9) to nk-ty wiersz Rn A (z) macierzy dołączonej 

Adj [Ek zqk ±1 - Aokzqk ". A q,,k1 

jest równy 
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R (z) = [1 zqk ÷' z"k ], k = 1, ..., p (6.11) 

Dowód. Biorąc pod uwagę 

(Adj [E, zqk ±1 A„zqk — . . .— A g, „k ])[E k zqA±1 — A„z — Ag, ,k 1=- I  c 1,(z) 

łatwo sprawdzić że zachodzi równość 

R k (z)[E,ząk +I — A„zqk — — A i — [0 0 1] c / „ (z) 

• 

Niech dana niewłaściwa macierz transmitancji ma postac 

n„(z) ni„,(z) 

d,(z) di (z) 

T(z) 

przy czym 

n 1(z) n „„(z) 

,(z)' d ,(z) 

n (z) = + ...+ nkil z + ni: k =1,..., p; j -=

d (z) = — — akiz a k0 

Liczba opóźnień q jest równa 
q max (tk — rk ) (k = 1, ..., p) 

k 

gdzie 

(6.12) 

(6.13a) 

(6.13b) 

(6.14) 

t, 7-- max , j = M 

Jeżeli macierze Ek. AA mają postać (4) to minimalne nk jest określone wzorem 

nk >  
t +1 

k =1,..., p (6.15) 
t, —r, +1 

Wzór (15) można wyprowadzić następująco. Jeżeli macierz Ek ma postać kanoniczną to 
(nk —1)(t k — rk +1) rk k = 1, ..., p (6.16) 

Rozwiązując nierówność (15) względem nk otrzymamy wzór (15). 

Znając współczynniki mianowników di(z),. ..,dp(z) macierzy (12) możemy wyznaczyć 
macierze A„ o postaci (4) takie, że zachodzi (10). 

Niech (Bozq + + Ba oraz T(z) j = 1,...,m będą j-tymi kolumnami macierzy 
Bozą + + Bq oraz T(z). 

Korzystając z (8), (9) i (10) otrzymamy 
(6.17) 
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Tj(z)=- C[Ezq+1 — Aozq — — Aq (Sozq + ...+ = 

= (block diag[C, Cp ])(block diag{[E, zq+1 — A,zq — — 

...„[Ep zq+" — Aopzq — Aqp1-11) x 

= block diag 

1  r, 
.." d( z) 

{dt (z)
[1 zqi+1 

qP (y p +1)(np -1)] 

bOn, 7t1i -1 bq -1,1 
1 j lj j Z 

- 
b1 

±...± b1qj 

b0.zq g
. 

_ b  _ 

(z) 
, j =1,...,m 

, 
n v ,P z + b P 7 P Ii + ...± bq - 1,1 ± bql 

Pl PI PI 

d (z) 
P 

przy czym nij(z), i=1,...,p są określone zależnością (13a). 

-t 

Porównując współczynniki przy tych samych potęgach zmiennej z liczników zależności 
(17) otrzymamy 

_ 
i  

_ bq-1,1 
n11, 

1 bq n O 
j l Ij ••• lj lj 

bo.), = nt,„ = nt,„ = n1 ql O = n 
Pi 'Pi Pi • " Pi PI Pi Pi 

j =1,..., p (6.18) 

Twierdzenie 6.1. Istnieje dodatnia realizacja macierzy transmitancji (12) jeżeli 
i. współczynniki mianowników (13b) są nieujemne 

a, O dla k =1,..., p; i = —1 

współczynniki liczników (13a) są nieujemne 

ntkl > O dla k =1,..., p; j =1,..., m — 

(6.19) 

(6.20) 

Dowód. Jeżeli warunki (20) są spełnione to z zależności (18) wynika, że Bielk,"q dla 
J = 0,1,...,q. Jeżeli dodatkowo warunek (19) jest spełniony wtedy zgodnie z twierdze-
niem 1 realizacja ta jest dodatnia. 

• 
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Jeżeli warunki twierdzenia 1 są spełnione to realizację dodatnią macierzy (12) można 
wyznaczyć korzystając z następującej procedury. 

Procedura 6.1. 
Krok I: Znając stopnie tk liczników ny(z) oraz rk mianowników dk(z) korzystając z (14) 

wyznaczamy liczbę opóźnień q a z zależności (15) liczbę n k dla k = I,• • •,p. 
Krok 2: Korzystając ze współczynników wielomianów dk(z) k = 1,. ..,p wyznaczamy 

macierze Ad 0,1,. . .,q, E i C. 
Krok 3: Korzystając z (18) wyznaczamy macierze Bij = 0,1,...,q. 

Przykład 6.1. Wyznaczyć realizację dodatnią macierzy 

z3 +2z2 +z+3 3z3 +2z+2-

T(z) = z2 
— 2z —1 — 2z —1 

+ 2z2 + z z2 +3z 
z2 —3z z2 —3z _ 

Łatwo sprawdzić że macierz (21) spełnia warunki (19) i (20). 

Korzystając z procedury 1 otrzymujemy. 

Krok 1. W tym przypadku tj = t2 = 3, r1 = r2 = 2. wobec tego 
q = max(t, — rk ) ---- 1 

k 

i z zależności (15) otrzymamy n1 = n2 = 2. 
Krok 2: Biorąc pod uwagę, że di(z) z3 — 2z — 1 

1 O O O 

E = 

A, =-

E, O 

0 E 2

A 1 O 

A l2

0 0 0 0 

0 0 1 0 

O O O O_ 

0 1 0 0 

1 —1 0 0 

O O O O 

0 0 1 —1 

Krok 3. Korzystając z (18) otrzymamy 

= 

-  
01b 1 1 bl°1 2

b,, 2 °2 bl°2 

b,°,1 b2°2I
b02 A02 

_ 21 "22 _ 

1 2-

1 3 

0 3 

1 0 

, ,=

oraz di(z) = z2 — 3z otrzymamy 
0 2 0 0-

A01 0 0 0 0 0 

o A02_ 0 0 0 3 

0 O O 0_ 

, c= 

, Bi

_112 , 21

C, O 

O C 2

b„ 17,1211 i 

b 12 2 i , /42

b211 2. 1 b 1

b2122 _ 

0 1 0 0 

O O O 1 

3 2-

2 0 

1 0 

2 1 

(6.21) 

(6.22) 

(6.23) 
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Poszukiwana realizacja macierzy (21) dana jest przez (22) i (23). Realizacja ta jest 
minimalna, gdyż wielomiany di(z) = z3 — 2z - 1 i d1(z) = z2 — 3z są względnie pierwsze. 

Uwaga 6.2. Jeżeli 
(n, —1)(q,+1)> r, dla pewnych k e [1,..., p] (6.24) 

to wtedy licznik i mianownik k-tego wiersza macierzy (12) należy pomnożyć przez z'k , 
gdzie vk = (n, —1)(q, +1)— ric . W przeciwnym przypadku otrzymane macierze A, 

j=0,1,...,q nie należą do realizacji dodatniej macierzy (12). 

Na przykład jeżeli macierz transmitancji ma postać 
+ 2z2 + z +3 3z3 + 2z + 2 

T(z) = — 2z — I z2 — 2z —1 
z2 +2z+1 z±3 

(6.25) 

z-3 z-3 _ 

to dla k= 2 mamy n2 = 2 q2 = 1 r, = 1 oraz v2 = (n2 — 1 )(q2 -F 1) — r2 = 1. w tym przy-
padku mnożąc przez licznik i mianownik drugiego wiersza (25) otrzymamy macierz 
transmitancj i (21). 

Macierze A20 i Al2 dla drugiego wiersza macierzy (25)mają postacie 
O —1 O 3 

A„ = Al2 = 
o o 1 o 

i nie należą do dodatniej realizacji macierzy (25). 

7. PODSUMOWANIE I PROBLEMY OTWARTE 

W pracy dokonano przeglądu aktualnego stanu badań w wybranych obszarach teorii 
dodatnich liniowych układów z opóźnieniami dotyczących: 

• Stabilności asymptotycznej układów dyskretnych z opóźnieniami 
• Osiągalności i sterowania z minimalną energią układów dyskretnych z opóź-

nieniami 
• Wyznaczania dodatnich realizacji minimalnych układów dyskretnych i cią-

głych z opóźnieniami w wektorze stanu i wymuszeniach oraz singulamych 
układów dyskretnych z opóźnieniami 

Poza znanymi wcześniej publikowanymi wynikami przedstawiono nowe wyniki do-
tychczas niepublikowane. 

Problem istnienia i wyznaczania realizacji dodatnich został już częściowo rozwiązany 
dla singulamych układów ciągłych opóźnieniami w pracy [23]. 
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Dotychczas znacznie więcej udało się rozwiązać zagadnień dotyczących dodatnich 
układów dyskretnych niż ciągłych z opóźnieniami. W pierwszej kolejności należałoby 
więc uogólnić znane wyniki dla dodatnich układów dyskretnych z opóźnieniami na 
przypadek dodatnich układów ciągłych, na przykład kryteria osiągalności, sterowalno-
ści i obserwowalności, sterowanie z minimalną energią itp. Problemem otwartym jest 
przeniesienie tych rozważań na dwuwymiarowe (2D) układy z opóźnieniami, układy 
ciągło-dyskretne z opóźnieniami oraz dodatnie układy biliniowe z opóźnieniami itp. 

Pracę wykonano w ramach grantu KBN 3T11A00627 
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