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ODPORNA STABILNOSC JEDNOWYMIAROWYCH
DODATNICH UKLADOW DYSKRETNYCH

W pracy rozpatrzono problem odpornej stabilnosci liniowych dodatnich
ukiaddw dyskretnych o jednym wejsciu i jednym wyjsciu, o macierzy sta-
nu w postaci kanonicznej Frobeniusa. Podano warunek konieczny i wy-
starczajqcy odpornej stabilnosci w przypadku ogdlnym oraz proste wa-
runki w nastepujacych przypadkach szczegdlnych. 1) dodatni uklad prze-
dziatowy, 2) dodatni uklad o wspdlczynnikach zaleznych liniowo lub wie-
loliniowo od niepewnych parametréw. Zaproponowane warunki poréw-
nano z odpowiednimi warunkami odpornej stabilnosci uktadéw standar-
dowych (niedodatnich). Rozwazania zilustrowano przykladem liczhowym.

ROBUST STABILITY OF SISO POSITIVE DISCRETE-TIME SYSTEMS

Simple necessary and sufficient conditions for robust stability of SISO
linear positive discrete-time systems (with the state matrix in the canoni-
cal Frobenius form) in the general case and in two special cases: 1) in-
terval positive system, 2) positive system with linear or multilinear uncer-
tainty structure, are given. The proposed conditions are compared with
the suitable conditions for standard (non-positive) discrete-time systems.
Hlustrative example is presented.

1. WSTEP

W uktadach dodatnich sktadowe wektorow wymuszen, warunkéw poczatkowych, stanu
1 odpowiedzi przyjmujg tylko wartosci nieujemne. Problem analizy i syntezy takich
uktadéw jest tematem wielu publikacji od kilku lat, patrz np. monografie [12-14], pracg
[3] i cytowana tam literature. Problem badania odpornej stabilnosci uktadéw dodatnich
(ciagtych 1 dyskretnych) byt rozpatrywany w pracach [7-11].

W niniejszej pracy rozpatrzymy problem badania odpornej stabilnosci jednowymiaro-
wych dodatnich uktadéw dyskretnych o macierzy stanu w postaci kanonicznej Frobe-
niusa o niepewnych elementach. Jest on réwnowazny z problemem badania odporne]
stabilnosci w sensie Schura wielomiandow charakterystycznych uktadéw dodatnich.
Podamy og6lny warunek konieczny i wystarczajacy odpornej stabilno$ci oraz prost¢
warunki w pewnych przypadkach szczegélnych.
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7. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

iech M7 bedzie zbiorem macierzy o miarach nxm, ktorych elementami sa
Nie + y wy ry
liczby rzeczywiste nieujemne oraz R" = R7*!, Zbiér liczb catkowitych nieujemnych

pedziemy oznaczaé przez Z, .

Wezmy pod uwage uklad dyskretny o niepewnych parametrach
x(i+ 1) = A(Q)x(D) + Bu(i), ieZ, (1

2 warunkiem poczatkowym x(0), o macierzach

0 1 0 0 | (0]
0 0 1 0 0
A= z S c | oB=|t) @)
0 0 0 1 0
a@) —a(@ o - —an@] 5]

przy czym g =[q,,93,--»q,,] jest wektorem niepewnych parametrévlv za$

0={g:q, €lg; 4/ 1 r=12,....,m} 3
jest zbiorem wartosci niepewnych parametrow (hiperprostopadioscian w przestrzeni
niepewnych parametrow).

Uklad (1) nazywamy wewnetrznie dodatnim (dodatnim), jezeli x(i) e, ieZ,, dla
dowolnego warunku poczatkowego x(0) € R" i kazdego ciagu sterujacego u(i) €N,
ieZ,.

Uktad (1) jest uktadem dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy 4 eRY" 1 BeR] [13,
14]. Jest to spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy &> 0 oraz

a,(q)<0, Vge@, k=0l..,n-1 €

Wielomian charakterystyczny ukfadu (1) ma postaé
n-1 .
w(z,q) = det(zl — A(q)) =z" + Azoak (q)z*. (5)

Uklad (1) o niepewnych parametrach jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ustalonego g €Q wszystkie zera z; (g) (k=12,...,n) wielomianu (5)
lezg w otwartym kole jedﬁostkowym na plaszczyznie zmiennej zespolonej, 1.
Z(ql<l, Yge0, k=12,..n
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Celem pracy jest podanie warunkow odporne;j stabilnosci dodatniego uktady () w
przypadku ogoélnym (o dowolnej strukturze niepewnosci) i w pewnych przypadkach
szczegblnych (z przedzialowym oszacowaniem wartosci wspotezynnikow wielomiany
charakterystycznego (5) oraz o wspolczynnikach bedacych liniowymi lub wielolinio.
wymi funkcjami niepewnych parametrow).

3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Uogdlniajac podany w pracach [13, 14] warunek stabilnoéci asymptotycznej uktadéw
dodatnich otrzymamy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1. Dodatni ukfad (1) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie gtéwne minory A, (q) (i=12,...,n) macierzy A(q)=1- A(q), o postaci

~

-1 0 0
0 1 -1 - 0
Aq) =] ; R | (6)
0 0 0 - -1
120(9) a(q) a(g) - l+a,,(9))

s dodatnie dla kazdego g €. B
Ze wzoru (6) wynika, ze A,(g)=1dla i=12,...,n—1. Natomiast

A,(a) = det A(g) = 1+ Sy q). 0

Z powyzszego i twierdzenia | wynika nastgpujacy warunek odpornej stabilnosci dodat-
niego ukfadu (1). ‘ '

Twierdzenie 2. Dodatni ukfad (1) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

n—1
D(q) =1+ Ta;(9)>0, Vg e, (82)
k=0
lub rdwnowaznie,
n—1
min Y. a,(q) > -1. (8b)ym
9eQ k=0

Z twierdzenia 2 wynika podany poniZej prosty warunek konieczny odpornej stabilnosci.
Lemat 1. Dodatni ukfad (1) nie jest odpornie stabilny, jezeli przynajmniej jeden Z€
wspétezynnikdow a,(g), k=0,1,...,n~1, spelnia warunek

2,(g) < -1 dla pewnego ¢ Q. ©
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n-1
powdd. Jezeli zachodzi (9), to istnieje taki wektor g €Q, dla ktorego IEak (g) <-L
k=0

oznacza to, ze warunek (8a) nie jest spelniony i uktad (1) nie jest odpornie stabilny. &
warunek (8) jest ogdlnym warunkiem koniecznym i wystarczajacym odpornej stabilno-
&i dodatniego ukladu (1), j. jest on stuszny w przypadku dowolnego charakteru zalez-
noéci wspdtezynnikow a,(q), k=0,1,....,n— 1, od niepewnych parametrow. Zaleznos¢
ta moZe by¢ nieliniowa w przypadku ogélnym.

warunek (8) mozna sprawdzi¢ stosujac obliczenia komputerowe z wykorzystaniem
odpowiedniego oprogramowania (dostgpnego w specjalizowanych pakietach, np.
MATLAB) stuzacego do wyznaczania minimum funkcji wielu zmiennych przy ograni-
czeniach. W pewnych przypadkach szczegblnych, przy liniowej lub wieloliniowe]
strukturze niepewnosci, sprawdzenie warunku (8) nie wymaga obliczania minimum
funkcji wielu zmiennych. Te przypadki szczegblne zostang omowione ponizej.

3.1. Uklad 7 prredziatowym oszacowaniem wartosci wspolczynnikow

Wezmy pod uwage dodatni ukfad (1), w ktorym poszczegdlne wspotczynniki sa jedno-
cze$nie niepewnymi parametrami, tj.

a,(q)=q, €lar.qi], gi <qi <0, k=01..,n-L (10)

Taki uktad nazywamy uktadem przedzialowym. Jego wielomian charakterystyczny jest
wielomianem przedziatowym, o postaci

n-1
wz,q)=2"+ Taz' g <lio 4} (1n

Twierdzenie 3. Dodatni uklad przedziatowy, ktorego wielomian charakterystyczny Jest
wielomianem przedziatowym (11), jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy \

n—1 K
D(q-)=l+kzoq; > 0. ' (12)
Dowéd. Dowod wynika z twierdzenia 2 i wzoru (10). B

3.2. Uktad o wspolczynnikach liniowo lub wieloliniowo zaletnych od niepewnych
parametrow

Wezmy pod uwage dodatni ukfad (1), w ktorym wspotczynniki a;(q), k=0,1,...,n-1,
53 liniowymi lub wieloliniowymi funkcjami niepewnych parametrow g, €[q, 471,

r=12,...,m, przy czym spetniaja one warunki (4).
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Przypomnijmy, ze funkcja f(x;, x,,--+,x,,) jest wieloliniowa, jezeli dla kazdego ysty.

lonego i (i=12,...,m) jest ona liniowa funkcja x; w przypadku, gdy x,, k#i, s
ustalone. '

Zbior (3) (m-wymiarowy hiperprostopadioscian) ma J =2" wierzchotkéw, kigre be-
dziemy oznaczaé przez q,, g, ..., 4, przy czym q;=1q{.93,--q3], gdzie q/ =q
lub g/ =¢}, r=12,..,m Wierzchotkowi q; zbioru Q odpowiadaja wspéiczynnik
a(q;), k=01,..,n—1, wystepujace w macierzy A(q), o postaci podanej w (2). Sq
one wspdlczynnikami tzw. wierzchotkowych wielomianow charakterystycznych, od-
powiadajacych poszezegdlnym wierzchotkom zbioru (3).

Twierdzenie 4. Dodatni uktad (1) o liniowej lub wieloliniowej strukturze niepewnosci
jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

n-1
D@ =1+ % a(q;)>0, j=12,..,J=2" (13)
k=0

Dowéd. Koniecznos¢ jest oczywista, bowiem wierzchotki g j» J=12,...,J, nalezq do
zbioru Q.

Aby wykaza¢ warunek wystarczajacy zauwazmy, ze w przypadku, gdy wspdtezynniki
a(q) (k=01..,n-1) sa liniowymi lub wieloliniowymi rzeczywistymi funkcjami

! n-1
: ;d niepewnych parametrow, to funkcja Y a,(q) osiaga wartosci ekstremalne w zbiorze
‘ ! k=0

wartosci ckstremalnych parametru (wektora) g € Q, czyli w szczegdlnosci mamy

n-1 n-1
min Y a;(q) =min ¥, a; q;) (14)
q€Q k=0 J k=0

A ‘ l J Zatem warunek (8) twierdzenia 2 jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi (13).
; n

i Zauwazmy, ze (13) sa warunkami koniecznymi i wystarczajacymi asymptotycznej sta-
i i bilnosci tzw. ukiadéw wierzchotkowych (odpowiadajacych wierzchotkom zbioru Q)

| ; x(i+1) = A(G,)x() + Bu(i), j=12,..,J =2™, (15)
‘ “ gdzie
R - - -
3 ! 1 0 0
“ }‘ 0 1 0
o A@p=| 5 R S - S T
i Yw‘ 0 0 0 1
_-aO(gj) ~a,(g;) —ay(q;) - _an—l(qj)_ 10|
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worych wielomiany charakterystyczne maja postac

n—1
w(z,3,) = det(zl — 4@ )= 2"+ T ap@)z", j=12, 0 =2". (17)
k=0 :

7atem dodatni ukfad (1) o liniowej lub wieloliniowej strukturze niepewnosci jest od-
pornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa asymptotycznie stabilne wszystkie uktady
wierzchotkowe (13).

3.3, Poréwnanie warunkow odpornej stabilnosci uktadu dodatniego i standardowego

Rozpatrywany W pracy problem badania odpornej stabilnosci dodatniego uktadu (1)
sprowadza si¢ do sprawdzenia, czy wszystkie zera wielomianu charakierystycznego (5)
o niepewnych wspotczynnikach leza w otwartym kole jednostkowym na plaszczyZnie
smiennej zespolonej. Taki problem w przypadku uktadow standardowych jest nazywa-
ny w literaturze problemem badania odpornej stabilnosci w sensie Schura wielomianu
charakterystycznego o niepewnych parametrach. Dlatego tez w dalszej cze$cl niniejsze-
go punktu poréwnamy zaproponowane metody badania odpornej stabilnosci w sensie
Schura wielomianu charakterystycznego (5) uktadu dodatniego z istniejacymi metoda-
mi badania odpornej stabilno$ci w sensie Schura tego wielomianu dla uktadéw standar-
dowych. Metody te sa podane np. w monografiach {1, 2, 4, 5, 6]. '

Do badania odpornej stabilnosci w sensie Schura wielomianu charakterystycznego (5)
ukladéw standardowych w przypadku ogélnym (dowolna struktura niepewnosci) stuzy
podane nizej twierdzenie. Niech S(g)= X(g)—Y(q), gdzie

1 oa, (@) a,.0@) - a9 ]
0 1 a,(q) - ay(q)
X(@)=|: : : o - (18)
0 0 0 o a,(q)
0 0 0o - 1
o 0 0 - a9 |
0 0 alp - a@)
Y(g)=| : : : : , (19)
0 ay(q) agq) - a,_3(q)
Lay(@) a(g) (@) - a,2(9)]

Zalozmy, 7e istnieje przynajmniej jeden wektor ¢ €(, dla ktorego wielomian (5) jest
stabilny w sensie Schura (wszystkie jego zera leza w otwartym kole jednostkowym).

Twierdzenie 5 [1]. Jezeli jest spetnione powyzsze zalozenie, to wielomian (5) jest od-
Pomie stabilny w sensie Schura wtedy 1 tylko wtedy, gdy sa spetnione trzy ponizsze
Warunki:
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1) w(l,q)=0, VqeQ,
2) W(_LQ) * 09 v‘] EQa
3) detS(g)#0, VgeQ. m

Sprawdzenie warunkow twierdzenia 5 jest o wiele trudniejsze w poréwnaniu ze Spraw-
dzeniem warunku (8) twierdzenia 2. W szczegélnosci dotyczy to sprawdzenia warunky
3) twierdzenia 5, w ktérym wystepuja iloczyny wspdtczynnikow a,(q),
k=0]l,...,n-1, z ktorych kazdy jest funkcja (w ogélnym przypadku nieliniows) nje.
pewnych parametréw.

Z rezultatéw niniejszej pracy wynika, ze jezeli wspélezynniki wielomianu charaktery-
stycznego (5) spelniaja warunki (4), to do badania jego odpornej stabilnosci w sensie
Schura mozna stosowaé twierdzenie 2. Jezeli bowiem zachodzi (4), to (5) jest wielo-
mianem charakterystycznym uktadu dodatniego.

Problem badania odpornej stabilno$ci w sensie Schura wielomianu przedziatowego (11)
i H( A | nalezy do trudnych z tego powodu, Ze nie istnieja warunki konieczne i wystarczajace
T ‘ odporne; stabilnosci dla » > 4. Istniejace warunki sa tylko konieczne Iub tylko wystar-
\i‘HMi: l, czajace. Nalezy tu podkresli¢, ze w przypadku odpornej stabilnosci w sensie Schura
i wielomianu przedzialowego (11) nie ma odpowiednika twierdzenia Charitonowa, ktére
“ pozwala w bardzo prosty sposob badaé odporna stabilno$é w sensie Hurwitza wiclo-
b mianu przedzialowego (np. [1, 2, 4-6]).
| W Podany w twierdzeniu 3 warunek (12) jest bardzo prostym warunkiem koniecznym i
I wystarczajacym odpornej stabilnosci w sensie Schura wielomianu przedziatowego (11)
gl uktadu dodatniego. .

o Do badania odpornej stabilnosci wielomianu (5) uktadu standardowego o wspdélczynni-
o ‘w‘} kach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw stuzy twierdzenie krawedziowe.
! Zgodnie z tym twierdzeniem, wielomian (5) jest odpornie stabilny w sensie Schura
i ]1; wtedy 1 tylko wtedy, gdy sa odpomnie stabilne w sensie Schura wszystkie wiclomiany

|

krawgdziowe, odpowiadajace wszystkim krawedziom zbioru O (3). Maja one posta¢
Wi (2,2) =(1=Mw(z,g;) + Mw(z,q,), » €[0,1], (20)

gdzie w(z,q;) i w(z,q;) sato wielomiany wierzchotkowe, odpowiadajace wierzchok
kom zbioru (3), tworzacym krawedsz M) =(1-1)g; +Agq;, A €[0,1], tego zbioru.

Liczba wielomianéw krawedziowych jest réwna K =m2"!, gdzie m jest liczbg nie-
| pewnych parametréw. Stabilno$é w sensie Schura wszystkich wielomianéw wierzchot
‘i kowych jest tylko warunkiem koniecznym odporne;j stabilnosci wielomianu (5) ukdadu
“ ' standardowego o wspélczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw.
Natomiast stabilno$¢ w sensie Schura wszystkich wielomianéw wierzchotkowych jest
‘ warunkiem koniecznym i wystarczajacym odpornej stabilnodci tego wielomianu W
| | przypadku ukfadu dodatniego, tj. przy spetnieniu warunku 4).
| W przypadku wielomianu (5) o wspétczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepew-
t nych parametrow stabilnos¢ w sensie Schura wszystkich wielomianéw krawedziowych
b oraz. wypuklych kombinacji (20) wielomianéw wierzchotkowych, odpowiadajacych
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wszystkim przekatnym zbioru O (3) jest tylko warunkiem koniecznym odpornej stabil-
poci w przypadku ogblnym. Jest ona réwniez warunkiem wystarczajacym tylko w
pewnych przypadkach szczegdlnych, np. [2, 6].

Zgodnie 7 twierdzeniem 4, stabilno$é w sensie Schura wszystkich wielomianéw wierz-
cholkowych jest warunkiem koniecznym 1 wystarczajacym odpornej stabilnosci w sen-
sie Schura wielomianu charakterystycznego (5) ukltadu dodatniego o wspotczynnikach
wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametrow.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze podane w pracy warunki odpornej stabilnosci w
sensie Schura wielomianu charakterystycznego (5) o niepewnych parametrach uktadu
dodatniego (tj. przy spetnieniu warunku (4)) sa bardzo proste w poréwnaniu z warun-
kami odpornej stabilnosci tego wielomianu charakterystycznego uktadu standardowego.

4.PRZYKLAD

Wezmy pod uwage dodatni ukfad opisany réwnaniem (1) przy n=4 o wspotczynni-
kach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametrow, o postact:

ay(q) =-03+q, —q; + 4,9, przy czym

q9=[g1,9), gdzie ;

0= {q:q, €[-02,-01],q, €[-04,02]}. 2D
Dla zbioru (21) warunek (4) jest spetniony, tzn. a,(gq) <0, Vg €0, k=0,1,..3.
Obliczajac D(q) ze wzoru (8a) otrzymamy D(g)= l+kz3:ak(q) =01+2q,9,. Latwo
sprawdzi¢, ze D(q) >0, Vg €(Q, bowiem "

min D(q) = min (0.1 +24,g,) = 01+ 2g; q; =0.02>0.
qeQ geQ

Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 2, ze rozpatrywany ukfad dodatni jest odpornie
stabilny.

Odporng stabilnosé uktadu mozemy tez zbadac stosujac twierdzenie 4, bowiem wspot-
czynniki wielomianu charakterystycznego zaleza wieloliniowo od niepewnych parame-

tow. Wierzchotki zbioru (21) sa nastgpujace:  q, =[q; .92 1={-02,-04],
G =[g7.q}) =[-02,02], 35 =g} ,q31=[-01,02), g4 =[q,q2}=[-01,-04].

3
Obliczajac D(7,) =1+ X ax(@;), Jj=12-J = 22 =4, otrzymamy D(g,) =026,
k=0

D(g,) =002, D(g;)=006, D(g,)=018. Warunek (13) jest wigc spelniony 1 rozpa-
trywany uklad dodatni jest odpornie stabilny, zgodnie z twierdzeniem 4.

Celem ilustracji przeprowadzonych obliczefi na rysunku 1 pokazano brzegi zbioru
spektralnego rozpatrywanego ukladu (1j. zbioru jego biegunéw) oraz bieguny uktadow
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wierzchotkowych (15), oznaczone "o". Z rysunku 1 wynika, ze wéréd biegunéw ukia.
dow wierzchotkowych sg bieguny o najwiekszej wartosci bezwzglednej ToZpatrywape.
go ukfadu. Potwierdza to otrzymany rezultat, ze o odpome;j stabilnosci uklady )
liniowej lub wieloliniowej strukturze niepewnoéci decyduja uklady wierzchotkowe

1

0.8

0.6
0.4}
0.2

imag 0

-1 E i i
-1 -0.5 0 0.5 1
real

Rys. 1. Brzegi zbioru spektralnego oraz bieguny ukladéw wierzchotkowych "o"
5. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem odpornej stabilnosci dodatniegb ukfadu (1), ktorego
macierz stanu ma postac (2) przy warunku (4). Podano warunek konieczny i wystarcza-
Jacy odpornej stabilnosci w przypadku ogélnym (twierdzenie 2) oraz bardzo proste
warunki konieczne i wystarczajace odpornej stabilnosci w dwoch przypadkach szcze-
golnych: dodatniego uktadu przedziatowego (twierdzenie 3) oraz dodatniego ukfadu 0
liniowej lub wieloliniowej strukturze niepewnosci (twierdzenie 4). Zaproponowané
warunki poréwnano z warunkami odpornej stabilnosci uktadéw standardowych (niedo-
datnich).

Podane warunki odpornej stabilnosci uktadu (1) sa tez warunkami odpornej stabilnosct
w sensie Schura wielomianu (5) o niepewnych wspbtczynnikach, spetiajacych waru-
nek (4). Rozwazania mozna uog6lni¢ na klas¢ dodatnich uktadow dyskretnYCh z
opdznieniami.

*kk

Praca naukowa finansowana ze $rodkéw Komitetu Badan Naukowych w latach 2004
2007 jako projekt badawczy.
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