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i Streszczenie: W pracy zaproponowano metode wyznaczania elementow

H 'I ” macierzy stanu dodatniego ukladu dwuwymiarowego (2D) opisanego za
i} Hid

pomocq szczegdlnego przypadku modelu ogolnego — drugim modelem
it Fornasiniego-Marchesiniego uzywajqc teovii dwuwymiarowych grafow
il : e i ladam, '
b skierowanych oddziatywan. Metode zilustrowano przykiadami numerycz
nymi.

!

} Abstract: In this paper a method for determination elements of the state
\ matrices of positive two-dimensional (2D) systems described by special
‘ i case of general model — second Fornasini-Marchesini model usjng di-

I graphs theory is presented. The method is illustrated by numerical exam-
vl i ples.
‘\

H e 1. WPROWADZENIE
il

‘j' R W ostatnim okresie obserwuje si¢ spore zainteresowanie dodatnimi uktadami jedno-
H”M Wi wymiarowymi [2] oraz dwuwymiarowymi [3], [5], [7]. Wiele probleméw rozwiazanych
- i dla ukladéw jednowymiarowych (1D) nie jest jeszcze w pelni rozwiazanych dla ukia-
M‘ | “‘ déw dwuwymiarowych. Przykladowo: problem minimalnej dodatniej realizacji [7], [9],

wyznaczenie dolnego [14] i goérnego [6], [8] indeksu osiagalnosci, wyznaczenie obszaru

indeksow osiagalnosci [11], [12], [13], wyznaczenie elementéw macierzy stanu itd.

stawie znajomos$ci wielomianu charakterystycznego uzywajac w tym celu teorii dwu-
wymiarowych graféw skierowanych oddziatywan. Metoda ta stanowi pierwszy krok do
2 wyznaczenia dodatniej minimalnej realizacji dodatnich uktadéw dwuwymiarowych.

i

|

i |¥ Celem tej pracy jest podanie metody wyznaczania elementéw macierzy stanu na pod-
!
|

1\\ y 2. PODSTAWOWE DEFINICJE

|
\
‘ f‘ Niech bedzie dany dwuwymiarowy (2D) model ogélny opisany réwnaniami 7]
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A

X

= on‘.j +Ax

i+1,j+1 ey T Azxi,j+l + Bouij + Blu + Bz”

¥y =Cx,+Duy,, i,jel, = {0,1,...}

i+, ij+l

(1

gdzie x;€R’, u;€R™ 1 y;eR? s3 odpowiednio wektorami stanu, wymuszenia i odpowie-
dzi w punkcie (i, j), a A eR"", B,eR"™, k=0,1,2, CER?””", DeR"*".

W dalszych rozwazaniach bedziemy zajmowali si¢ szczegdlnym przypadkiem modelu
ogdlnego (1) dla Ay = 0 1 By = 0 — drugim modelem Fornasiniego-Marchesiniego [7] z
wieloma wej$ciami opisanego réwnaniami

X =Ax

il i+l i T Azxi,j+l + Blui+l,j + B2ui,j+1

_Cx 4D - ()
y; =Cx, +Du,, i,jel,

Definicja 1. [7] Model opisany zaleznosciq (2) nazywamy wewnetrznie dodatnim dru-
gim modelem Fornasiniego-Marchesiniego jezeli dla wszystkich warunkow brzegowych

x,eRY, i€Z, i x,eR], jeZ, 3)
i kazdego ciqgu sterujacego u;eR.", i, jeZ., mamy x;eR," i y;eRF dla i, jeZ,.

Twierdzenie 1. [7] Drugi model Fornasiniego-Marchesiniego (2) jest wewnetrznie
dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy |

A, eR” B, eR™, k=12, CeR” DeR" (4)

Po raz pierwszy pojecie dwuwymiarowego grafu skierowanego oddziatywan D' zosta-
lo zaproponowane w pracy [4].

Definicja 2. Dwuwymiarowym grafem skierowanym oddzialywars D® nazywamy szést-
ke (s, V, By, By, By, B,y) gdzie, s jest zrédlem s = {sy, 52}, V={v|, vo,...,v,} jest zbiorem
wierzcholkdw, Ay, B, sq podzbiorami VXY ktorych elementy nazywamy odpowiednio
Ar-fukami i Az-lzlk&mi, By, B; sq podzbiorami s¥V ktorych elementy nazywamy odpo-
wiednio B-tukami i By-tukami.

DWuwymiarowy graf skierowany oddziatywan mozemy wyznaczy¢ korzystajac z na-
stepujacej procedury.-

Procedura 1.

Krok I: Istnieje A,-tuk (A,-tik) z wierzchotka v; do wierzchotka v; wtedy i tylko wtedy,
gdy (i, ))-ty element macierzy A, (A,) jest niezerowy.

Krok 2: Istnieje B;-huk (B,-tuk) ze zrodta s do wierzchotka v; wtedy 1 tylko wtedy, gdy
J-ty element macierzy B, (B,) jest niezerowy.
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Uwaga 1. A;-huki i By-huki rysujemy innym kolorem niz A,-tuki i B,-tuki.

W pracy przyjeto nastepujaca konwencje. A,-luki 1 By-tuki rysujemy linia ciagla nato-
miast As-tuki 1 Bo-tuki rysujemy linia przerywana.

Przykfadowo macierzom

00

A1: ,BI:

0
0
| S
0

O = O O
—_0 O O

l 0
0 0
0 0
0 1

o O O =

1
0
0

- o O

odpowiada nastepujacy dwuwymiarowy graf skierowany oddziatywan przedstawiono
na rysunku 1.

Rysunek 1. Dwuwymiarowy graf skierowany oddzialywan uklédu (5)

Nizej zostana wprowadzone podstawowe pojecia z dziedziny teorii grafow, ktore beda
wykorzystywane w dalszych rozwazaniach [1], [4], [5].

Trasq w danym grafie oddziatywan D® nazywamy skonczony ciag tukéw, w ktérym
kazde dwa kolejne wierzchotki v; i v; s albo sasiednie albo identyczne co zapisujemy
(v»V)K, gdzie v; jest poczatkiem tuku, v; jest koncem luku a K jest (A, Ay, By, lub By)-
lukiem. Przykladowo na rysunku 1 mamy nastepujaca trase: (s;,v1)B;, (Vi,v2)Bu
(Vz,V4)A1, (V4, V3)A1, (V3,V1)A1, (V],VZ)Al, (V2,V3) Ay, (V3,V4)A2. Trasa, w kt(’)rej wszystkie
tuki sg rézne nazywamy $ciezkq. Przykladowo na rysunku 1 mamy nastepujaca Sciezke:
(Sz,V4)B2, (V4,V3)A1, (V},VI)AI, (VI,VZ)Ala (Vz,V3)A2, (V3,V4)A2. Trasa, w ktére_] WSZyStkie
wierzchotki sa rézne nazywamy drogq. Przyktadowo na rysunku | mamy nastepujaca
droge: (51,v1)B1, (v1,v2)A1, (V2,va)A1, (Va,v3)A. Jezeli poczatkowy i koricowy wierzchotek
w drodze jest taki sam wowczas droge nazywamy cyklem. Przykiadowo na rysunku 1
mamy nastepujacy cykl: (vi,v)A;, (vo,v)A1, (Vavs)By, (vs,v)A; lub (vi,w)Ay, (V2,vs)he
(v3,v1)A;.

3. SFORMULOWANIE ZADANIA

Macierz transmitancji T(z}, z,)eR.”" drugiego modelu Fornasiniego-Marchesinieg0
(2) dana jest zaleznoscia [10] )
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T(z,2,)=C[lz;z, - Az, - A,z, ]*1 (B,z, + B,z, )+D (6)

Macierz transmitancji (6) mozemy zapisa¢ w postaci

T(zl,zz) C Adj H(z 2)(B121 +B222) D= N(ZI’ZZ)+D ™
detH(zl,zz) : d(zl,zz) -

gdzie
H(zl,z2 ) = [lzlz2 -Az ~A222],
N(z,2,)=C[Adj H(z,2,) |(B,z +B,z,), (8)
d(z,z,) =detH(z,z,).

Z zaleznosci (7) mamy

D:zl‘i_r)rolc T(z,2,) )

poniewaz lim H™(z,,2z,)=0.

z) o

Scisle whasciwa cze$¢ macierzy transmitanciji (7) okre$lona jest nastepujaco

’ N(z,z) ‘
T =T(z, D=2/ 1
sp (21’22) (Zl 22) d(Zl,Zz) ( 0)
gdzie
d(z,z,)=det H(z,,z,) = 2]z - [ZZdyzlzzj an
i=0 j=0
dla

n<i+j<2n-1, §,j=0,l..,n (12)
Jest dwuwymiarowym wielomianem charakterystycznym.

Przyktadowo dla uktadu rzedu 3-go wielomian charakterystyczny (11) drugiego modelu
Fomasiniego-Marchesiniego (2) ma postaé

303

_ 3.3 i il 3.3 3 3 2 2

d(ZI’ZZ)_lez_ zzdijZIZZ —lez~—d3021—d0322 dy,z,2; —dyzyz, +
i=0 j=0

2 2 2.3 32

d132122 dle 2, ~dy2z, —dyy7,2, —dyz, 7,

dla

3<it <5, i,j=0,1,.,n
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Nasze zadanie jest nastgpujace. Dla danego wielomianu charakterystycznego (11) nale.
zy wyznaczy¢ elementy macierzy stanu A; i A, uzywajac teorii dwuwymiarowych
graféw skierowanych oddziatywan.

4. ROZWIAZANIE ZADANIA

Rozwiazanie zadania bazuje na nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 2. Jezeli suma poteg i +j, i,j=0,1,...,n zmiennych z\'z{ jest réwnq
i+j=k k=n,ntl,..2n-1, wéwczas dwuwymiarowy graf skierowany oddziatywan
zawiera dokiadnie jeden cykl skladajacy sie z (2n-i-j) wierzchotkéw i (n - j)-lukdw od
macierzy Ay i (n - i)-fukow od macierzy A,.

Dowdd. Niech bedzie dany wielomian charakterystyczny o postact (11) z ogranicze-
niami (12) gdzie » jest najwyzsza potgga wielomianu charakterystycznego i rozmiarem
macierzy stanu A, i A,. Zgodnie z definicja 2 dwuwymiarowy graf skierowany zawiera
n wierzchotkoéw. Kazdemu wierzchotkowi przypisujemy zmienne z;z;. (odpowiada to
macierzy I,ziz; w macierzy wielomanowej H(z,2;)). Kazdemu tukowi przypisujemy
zmienng z; — jezeli rysujemy A j-tuk od macierzy A; (odpowiada to macierzy —A,z; w
macierzy wielomianowej H(z,z,)) oraz zmienng z; — jezeli rysujemy A;-tuk od macie-
rzy A, (odpowiada to macierzy —A,z; w macierzy wielomianowej H(z,,z;)). lloczyn
wszystkich zmiennych w cyklu oraz niewykorzystanych wierzchotkow daje nam infor-
macje o elemencie -d;z;'’z/ w wielomianie charakterystycznym (11). Uzywajac zasady
superpozycji ktéra jest prawdziwa dla ukladow liniowych dokonujemy sumowanie
dwuwymiarowych graféw skierowanych oddzialywan dla sktadowych - gzlizzj wielo-
mianu charakterystycznego d(z,,z,), otrzymujac ostateczng posta¢ grafu dla naszego
wielomianu (11). Z otrzymanego grafu skierowanego oddzialywan odczytujemy warto-
$ci elementoéw macierzy stanu Ay i A,.

]

Uwaga 2. Jezeli w dwuwymiarowym grafie skierowanym oddzialywan pojawia si¢
dodatkowe cykle wowczas proponowana metoda nie daje jednoznacznego rozwiazania.

Uwaga 3. Uzywajac Twierdzenia 2 mozemy napisaé wiele réznych macierzy stanu A, i
A, odpowiadajace temu samemu wielomianowi charakterystycznemu.

Z powyzszych rozwazan wynika nastepujaca procedura wyznaczania elementéw macie-
rzy stanu A, i A, w na podstawie wielomianu charakterystycznego.

Procedura 2.
Krok 1: Dla wszystkich zmiennych zlizzj i, j=0,1,2,...,n spetiajacych (12) wyznaczamy
dwuwymiarowe grafy skierowane oddziatywan.

Krok 2: Sumujemy wszystkie dwuwymiarowe grafy skierowane oddziatywan uzyskane
w kroku 1,
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Krok 3: Sprawdzamy czy w otrzymanym grafie skierowanym oddziatywan w kroku 2
nie pojawity si¢ dodatkowe cykle. Jezeli NIE to idziemy do kroku 4. W prze-
ciwnym przypadku koficzymy dziatanie procedury.

Krok 4: Uzywajac dwuwymiarowego grafu skierowanego wyznaczonego w kroku 2
piszemy macierze stanu A, i A,.

5.PRZYKELADY

Niech bedzie dany wielomian charakterystyczny o postaci
d(zl,zz)zzfzi—2213—421222—zfz2 -6z.z 13)

Wyznaczy¢ elementy macierzy stanu A, 1 A,.

Rozwigzanie 1. Uzywajac Procedury 2 otrzymujemy kolejno.

Krok 1: Dla wszystkich zmiennych z,'z/ i, j=0,1,2,...,n wyznaczamy dwuwymiarowe
grafy skierowane oddziatywan.

l. i=3,j=0=1i+j=k=3 zatem dwuwymiarowy graf skierowany oddziaty-
wan zawiera dokladnie jeden cykl sktadajacy sie z 2n-i-j=6-3-0 = 3 wierzchot-
kow 1rn—j =3 tukéw od macierzy A; i n — i = 0 lukdéw od macierzy A,.

~dyyz =2z (14a)

Z)

\7 » v » V3
2z, z)
Z1Z ZyZ, 212,

Rysunek 2a. Graf skierowany oddzialywan wielomianu (14a)

2. i=2 j=1=i+j=k=3 zatem dwuwymiarowy graf skierowany oddziaty-
wan zawiera dokladnie jeden cykl sktadajacy si¢ z 2n-i-j=6-2-1 = 3 wierzchot-
kow in—j =2 lukéw od macierzy A, i n—i =1 tuk od macierzy A,.

_d2121222 = ”421222 (14b)

Zy

212y 1z, 2122

Rysunek 2b. Graf skierowany oddziatywan wielomianu (14b)
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3. i=3,j=1=i+j=k=4 zatem dwuwymiarowy graf skierowany oddziaty-

) wan zawiera doktadnie jeden cykl sktadajacy sig z 2n-i-=6-3-1 = 2 wierzcho}.
[
| "dzlzgzz =22, (14¢)
1 Z)
)
il
| ) (D

Rysunek 2c¢. Graf skierowany oddzialywan wielomianu (14c)

4. i=2 j=3=i+j=k=5 zatem dwuwymiarowy graf skierowany oddziaty-
wan zawiera doktadnie jeden cykl sktadajacy sie z 2n-i-j=6-2-3 = | wierzchol

kow in—j =2 tukéw od macierzy A in —i= 0 lukéw od macierzy A,.
4 kain—j=0+tkéw od macierzy A,in—i=1tuku od macierzy A,.

’ z123 Z12 Z1Z3

Rysunek 2c. Graf skierowany oddziatywan wielomianu (14d)

‘1 —dy 72 = 3227 (14d)
i ol

HH O, () O
H‘ | 2123 2123 2123

: Krok 2: Sumujemy wszystkie dwuwymiarowe grafy skierowane oddziatywan uzyskane
! *‘ w kroku 1.

Z1Zy N v LA zZ1Z;

_____

I Rysunek 3. Graf skierowany oddziatywan wielomianu charakterystycznego (13)

|

} Krok 3: Sprawdzamy czy w otrzymanym grafie skierowanym oddziatywan w kroku 2
nie pojawily si¢ dodatkowe cykle. Jezeli NIE to idziemy do kroku 4. W przeciwnym
przypadku koniczymy dziatanie procedury.

W dwuwymiarowym grafie skierowanym oddziatywan z rysunku 3 nie powstaly dodat-
kowe cykle zatem istnieje jednoznaczne rozwiazanie.

1 Krok 4: Uzywajac dwuwymiarowego grafu skierowanego wyznaczonego w kroku 2
piszemy macierze stanu A, i A,.
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0 0 1 , 0
A =2 0 1eRX, A, =4
010 0

0 A
0|eR> (15)
6

o o O

Rozwiqzanie 2. Uzywajac Procedury 2 otrzymujemy kolejno.

Krok 1: Dla wszystkich zmiennych z,’z/ i, j=0,1,2,...,n wyznaczamy dwuwymiarowe
grafy skierowane oddziatywan.

1. i=3,j=0=i+j=k=3 zatem dwuwymiarowy graf skierowany oddzialy-
wan zawiera dokladnie jeden cykl sktadajacy si¢ z 2n-i-j/=6-3-0 = 3 wierzchot-
kéw 1 n—j =3 tukow od macierzy A, in—i=0tukéw od macierzy A,.

3 3
—dyz) =2z (16a)
Zy
|
V; % /\/2\: V3 i
2z, z ‘
z12y z12, z\23

Rysunek 4a. Graf skierowany oddzialywan wielomianu (16a)

2. i=2,j=1=i+j=k=3 zatem dwuwymiarowy graf skierowany oddziaty-
wan zawiera dokladnie jeden cykl skladajacy si¢ z 2n-i-j=6-2-1 = 3 wierzchol-
kow i m—j = 2 lukéw od macierzy A; i n—i=1 tuk od macierzy A,.

_dZIZIZZZ = _421222 (16b)

7,2y 2,2y 2173

Rysunek 4b. Graf skierowany oddziatywan wielomianu (16b)

3. i=3 j=1=i+j=k=4 zatem dwuwymiarowy graf skierowany oddziaty-
wan zawiera doktadnie jeden cykl sktadajacy si¢ z 2n-i-j=6-3-1 = 2 wierzchot-
kéw in - j = 2 tlukéw od macierzy A, in — i = 0 tukéw od macierzy A,.

—d, 2z, =72, (16c)

z

Rysunek 4c. Graf skierowany oddzialywan wielomianu (16c)
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4. i=2 j=3=i+j=k=35 zatem dwuwymiarowy graf skierowany oddziaty-
wan zawiera dokladnie jeden cykl skfadajacy si¢ z 2n-i-/=6-2-3 = | wierzchot-
kain—j =0 hkéw od macierzy A in—i=1tuku od macierzy A,.

2,3 _ 2.3
—dyz, 2, =32, 2, (164d)
‘l ‘\‘ 6Z2
() ) ()
“
Z1Z3 212 2122

Rysunek 4c¢. Graf skierowany oddziatywan wielomianu (16d)

Krok 2: Sumujemy wszystkie dwuwymlarowe grafy skierowane odd21alywan uzyskane
w kroku 1. :

Z

Rysunek 5. Graf skierowany oddziatywan wielomianu charakterystycznego (13)

Krok 3: Sprawdzamy czy w otrzymanym grafie skierowanym oddziatywan w kroku 2
nie pojawily si¢ dodatkowe cykle. Jezeli NIE to idziemy do kroku 4. W przeciwnym
przypadku konczymy dziatanie procedury.

W dwuwymiarowym grafie skierowanym oddziatywan z rysunku 5 nie powstaty dodat-
kowe cykle zatem istnieje jednoznaczne rozwigzanie.

Krok 4: Uzywajac dwuwymiarowego grafu sk1erowanego wyznaczonego w kroku 2
piszemy macierze stanu A i A,.

0 21 6 4 0
A={0 0 1]|eR™, A, =0 0 0|eR™ a7
100 0 00

Uwaga 4. Elementy macierzy stanu (14) i (17) sg dodatme zatem zgodnie z twierdze-
niem] uklad jest wewnetrznie dodatni.

6. WNIOSKI

W pracy zaproponowano prostg procedurg wyznaczania elementéw macierzy stanu Al
A, szczegolnego przypadku dodatniego liniowego uktadu dwuwymiarowego (2D) 0PI~
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sanego za pomocy drugiego modelu Forasiniego-Marchesiniego uzywajac w tym celu
teorii dwuwymiarowych graféw skierowanych oddziatywan. Zaproponowana metoda
zostata zilustrowana dwoma przyktadami numerycznymi, w ktorych pokazano ze daje

ona rozne poprawne rozwiazania dla tego samego wielomianu charakterystycznego.
Problemem otwartym jest skonstruowanie algorytmu komputerowego oraz rozszerzenie
tej metody na dwuwymiarowe ukfady dodatnie opisane za pomocg modelu ogélnego
oraz modelu Roessera. ‘
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