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OBSZARY STABILNOSCI UKLADOW REGULACJI
Z KOREKTORAMI PI I PD

W pracy rozpatrzono problem stabilnosci ukladu regulacji automatycznej
zlozonego z liniowego obiektu oraz korektora typu PI lub PD. Podano
komputerowe metody wyznaczania obszaréw asymptotycznej stabilnosci
na plaszezyznach parametrow rozpatrywanych korektoréw. Proponowane
metody oparte sq na klasycznej metodzie D podziatu.

STABILITY REGIONS OF CONTROL SYSTEMS WITH
PI AND PD COMPENSATORS

The stability problem of control systems with PI and PD compensators is
analyzed. Simple methods for determining the asymptotic stability regions
in the parameter space of compensators are given. The methods proposed
are based on the D-decomposition method.

1. WSTEP

Podstawowym wymaganiem stawianym uktadom regulacji automatycznej jest ich
asymptotyczna stabilnos¢. Prostym sposobem stabilizacji uktadéw niestabilnych jest
zastosowanie cztonow korekcyjnych pierwszego rzgdu. Uktad regulacji z wyznaczonym
korektorem powinien by¢ stabilny i spetnia¢ okreslone kryteria jakosci regulacji.
Problem doboru parametrow korektora moze by¢ rozwiazany poprzez wyznaczenie
obszaréw stabilno$ci w przestrzeni parametréw korektora, tzn. zbioréw parametrow
korektora, dla ktorych uklad regulacji jest stabilny. Do tego celu mozemy wykorzystaé
metode podziatu D przestrzeni wspoétczynnikéw wielomiandw “charakterystyczaych.
Metoda ta zostata uzyta w pracach [3, 5, 6, 7] do wyznaczenia obszaréw stabilnosci i D-
stabilnosci w przestrzeni parametréw regulatoréw PI i ukladow pierwszego rzedu z
opoznieniem. W pracy [1] przedstawiono syntezg korektora pierwszego rzedu stabilizu-
jacego przedzialowy obiekt bez opdznienia. Problem wyznaczania nastaw regulatoréw
PID z wykorzystaniem metody podziatu D rozpatrywany byl w pracy [8].

W niniejszej pracy rozpatrzony zostanie problem stabilnosci uktadéw regulacji zlozo-
nych z liniowego obiektu o ogdlnej postaci transmitancji operatorowej z opdznieniem
lub bez opéznienia i szeregowego korektora. Zostana podane komputerowe metodx
wyznaczania obszaréw asymptotycznej stabilnoéci rozpatrywanych uktadow regulacj!
na plaszczyznach parametréw korektoréw typu PI i PD. Proponowane metody oparte 52
na klasycznej metodzie podziatu D przestrzeni wspotczynnikéw wielomianow charakte-
rystycznych ukladéw regulacji.
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2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Dany jest dynamiczny uktad liniowy stacjonarny opisany transmitancjg operatorowa

L(S) e—sh — bmsm + bm—lsm-l +K +b[S + bO e—xh

G(s) = , m<m, )

M(s) a,s"+a, s"" +K +a,5 +q,
gdzie L(s) i M(s) sa wielomianami o rzeczywistych wspoiczynnikach, 4 jest opoznie-
piem czasowym. Rozpatrzmy uklad regulacji automatycznej ztozony z liniowego obiek-
tu (1) i szeregowego korektora o transmitancii

1+s7,
1+5T,

Cs)=K , (2)
gdzie K jest wspdtczynnikiem wzmocnienia, a T}, T, sa statymi czasowymi. W zalezno-
éci od wartosci parametrow 7 i 7, transmitancja (2) opisuje korektor przyspieszajacy
lub opozniajacy fazg. Korektor (2) jest cztonem opdzniajacym faze (PI) w przypadku
gdy T, > T, , zas przyspieszajacym fazg (PD) gdy T, <7,.

Schemat blokowy rozpatrywanego uktadu regulacji automatycznej jest pokazany na
rysunku 1.

yo() u(t)

C(s) () ,

G(s)

1

Rys. 1. Uktad regulacji automatyczne;j.

Transmitancje operatorowa korektora (2) mozemy przedstawi¢ w postaci

K s+K,
s+p

C(s) = (3)

gdzie p =Ti, K, = pKT,, K, = pK.

!
W przypadku, gdy p =0 z zaleznosci (3) otrzymamy transmitancjg operatorowa regu-
latora P1

Ks+K,

C(s) = “)

Quasi-wielomian charakterystyczny uktadu zamknigtego ztozonego z obiektu (1) i sze-
Tegowego korektora (3) ma postaé
w(s) = (K s + K, )L(s) exp(~sh) + (s + p)M(s). (%)

ROZPatrywany uktad regulacji automatycznej jest asymptotycznie stabilny w.teclly i tylko
Wedy, pdy quasi-wielomian (5) jest asymptotycznie stabilny, tzn. wszystkie jego zera
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majq ujemne czescl rzeczywiste. Zera quasi-wielomianu charakterystycznego sa funk.
cjami jego wspotczynnikow. Przy ustalonej transmitancii obiektu (1) stabilno$¢ asymp.
totyczna quasi-wielomianu (5) zalezy od wartosci parametréw korektora (3). W prze.
strzeni parametréw korektora mozna wyznaczy¢ zbidr takich wartosci jego parametrow,
przy ktérych quasi-wielomian (5) ma wszystkie zera o ujemnej czgsci rzeczywistej.

3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

Zastosujemy metodg podziatu D [2, 4] do wyznaczenia obszaru asymptotycznej stabil-
nosci rozpatrywanego ukiadu (quasi-wielomianu (5)) w przestrzeni parametréw
(X,,K,), traktujac p =1/7, (biegun korektora) jako zadany parametr. Granice podzia-

tu D dziela przestrzen (XK,,K,), na skonczong liczbe obszarow D(k), k =0,1,.... Do-
wolny punkt w D(k) odpowiada takim wartosciom K, 1 K,, dla ktorych quasi-

wielomian (5) ma dokfadnie & zer o dodatniej czgscl rzeczywistej. Obszar D(0), dla
ktérego liczba zer o dodatniej czesci rzeczywistej jest rowna zero, jest obszarem asymp-
totycznej stabilnosci quasi-wielomianu (5). W celu sprawdzenia, czy dany obszar jest
obszarem stabilnosci nalezy zbada¢ asymptotyczng stabilno$¢ quasi-wielomianu (5) dla
jednego punktu z tego obszaru, stosujac np. kryterium Michajtowa [2]. Jezeli obszar
D(0) istnieje (nie jest pusty), to jest on obszarem asymptotyczne] stabilnosci rozpatry-
wanego uktadu regulacji automatycznej. Granice podziatu D dzielimy na granice zer
rzeczywistych oraz granice zer zespolonych. Dowolnemu punktowi na granicy zer rze-
czywistych odpowiada quasi-wielomian (5), ktory ma zero s =0. Granicg zer rzeczy-
wistych na plaszczyznie (K, K, ) jest linia prosta

_pM()
Lo
przy czym L(0) = 0.

(6)

Granica zer zespolonych odpowiada takim wartosciom K, i K,, dla ktérych quasi-

wielomian (5) ma zera urojone sprz¢zone. Granice zer zespolonych wyznacza si¢ roz-
wiazujac wzgledem K, i K, réwnanie w(jw)=0. Otrzymuje si¢ je przyrownujac do
zera quasi-wielomian (5) przy s = jo. Stosujac oznaczenia

L{jo)=U,(@)+ joV, (o), @
M(jo)=U, (o) + joV, (o) (8

rownanie zespolone w(j@)=0 mozna napisaé w postaci uktadu dwéch rownan rze-

czywistych (w zapisie pominigto zalezno$é Ui ¥ od w)
(KU, + K, oV, )sin(wh) + (K,U, - K,0*V,)cos(wh) - 0*V,, + pU,, =0, (10)

(K@Y, — KU, )sin(h) + (K0, + K,0U, )cos(wh) + oU,, + paV, =0. (1)
Rozwiazujac uktad réwnan (10) i (11) wzgledem K, i K, odpowiednio otrzymamy
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UV ~UyV, —pV Vo' —pU,U,;
U, +o'V,")

n pV Uy —pUVy -U Uy —V V0’

U, +o',’

K, =

sin(wh) +

(12)

cos(wh),

_ UuU,-pUV, +pV, U, + VLVMCUZ)(’)

K sin(@h) +
: U’+o'v,” ( 13)
+ UV -UyVs :PVMZVLza’Z -pU, U, cos(wh).
U, "+,

Linia krzywa o opisie parametrycznym (12), (13) przy zadanej wartosci parametru p
wyznacza na ptaszczyznie (K,K,) granicg zer zespolonych quasi-wielomianu (5).

W przypadku uktadu regulacji z obicktem bez opéznienia (2=0 w (1)) granica zer

rzeczywistych jest linig prosta (6), natomiast opis parametryczny granicy zer zespolo-

nych przyjmuje postac

_ pViUy —pUVy U Uy - VLVsz
U, +o,”

K, s (14
UV —UyV, _PVMVL)Q)2 -pU U,

K =
: U+ 0,

' (15)

Linia prosta (6) oraz linie krzywe (12), (13) lub (14), (15) wykreslone w funkcji para-
metru @ >0 dzielg plaszezyzng (K|,K,) na obszary D(k). Interesujacy nas obszar
D(0) jesli istnieje (nie jest pusty) jest obszarem asymptotycznej stabilnosci rozpatrywa-
nego uktadu regulacji automatyczne;.

F

Przyklad 1.

Nalezy wyznaczy¢ zbidr wartodci parametréw korektora (3), przy ktorych uktad za-
mknigty z obiektem opisanym transmitancjg operatorowg

27

= . 16
(s—0.1)(s+2.8)° (16)

G(s)

Jest asymptotycznie stabilny
Wielomian charakterystyczny uktadu regulacji ztozonego z obiektu (16) i szeregowego
korektora (3) ma postac

w(s):27(K[s+K2)+(s+p)(s—0.l)(s+2.8)3. a7
Podziat plaszczyzny (K .,K,) na obszary D(k)przy okreslonej wartosci parametru

P=1/T, =4 jest pokazany na rysunku 2. Granica zer zespolonych (linia ciagta) zostata
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wyznaczona w funkcji parametru @ €[0, 3.26]. Na rysunku 2 linia przerywana zazna.
czono granicg zer rzeczywistych. Granice podziatu dzielg przestrzen (K,,K,) na ob.
szary D(k), dla ktérych wielomian (17) ma k zer o dodatniej cz¢Sci rzeczywistej. Inte.

resujacy nas obszar D(0) jest obszarem asymptotycznej stabilnosci rozpatrywanego
uktadu regulacji.

-10 1 1 [
0 5 10 15
Ky '

Rys. 2. Podziat ptaszezyzny (K,,K,) naobszary D(k), p=1/T, =4.

Wybierajac dowolny punkt lezacy wewnatrz obszaru stabilnosci, np. o wspotrzednych
K, =5, K, =4, otrzymamy K, = pKT, =5, K, = pK =4. Obliczajac z powyzszych
zaleznosci warto$ci parametrow korektora (2) otrzymamy 7, =0.25, T, =1.25, K =1.
Wyznaczony korektor jest cztonem przyspieszajacym faze (PD), gdyz T, <7,. Dla
innego punktu z obszaru stabilnosci mozemy uzyskaé korektor typu PI, 7, > 7T, (np.
wybierajac K, =0.2, K, =3, otrzymamy T, =0.25, T, =0.067, K =0.75). Widzi-
my, ze zaréwno szeregowy korektor PI, jak i PD moze ustabilizowac obiekt (16).

Na rysunku 3 przedstawiono obszary asymptotycznej stabilno$ci rozpatrywanego ukla-
du regulacji automatycznej wyznaczone dla kilku wartosci parametru p. Z rysunku 3
wynika, ze wzrost wartosci p zwicksza zakresy dopuszczalnych wartosci parametrow
K, K, (§. T;, T,), dla ktorych rozpatrywany uktad regulacji jest asymptotyczni¢
stabilny. Wzrost wartosci p jest rownowazny z przesuwaniem bieguna korektora dalej W
lewa pétplaszczyzne zmiennej zespolone;.
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Rys. 3. Obszary stabilnosci wielomianu (17) wyznaczone
w przestrzeni (K, K, ) dla kilku warto$ci parametru p.

Na rysunku 4 przedstawiono obszar asymptotycznej stabilnosci uktadu regulacji auto-
matyczne] ztozonego z obiektu (16) i regulatora PI (4). Na ptaszczyznie (K,,K,) gra-
nice podziatu D tworzy granica zer rzeczywistych K, =0 oraz granica zer zespolonych

o opisie parametrycznym (14), (15), ktora wyznacza si¢ w 'funkcji parametru
we[0,1.54] dla p=0. .

0.5 T . T T
04
0.3
0.2

0.1

Ky
Rys. 4. Obszar stabilno$ci wielomianu (17) wyznaczony
w przestrzeni (K,,K,) dla p =0 (regulator PI).
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Przyklad 2.

Nalezy wyznaczy¢ zbiér wartosci parametrow korektora (3), ktéry stabilizuje obiekt
opisany transmitancjg operatorowa [8]

G(S) _ 27e~0.S: _
(s=0.1)(s +2.8)

(18)

W rozpatrywanym przypadku quasi-wielomian charakterystyczny uktadu regulacji ma
postac '

w(s) = 27(K s + K, ) exp(=0.55) + (s + p)(s — 0.1)(s + 2.8)°. (19

Obszary asymptotycznej stabilnosci quasi-wielomianu (19) wyznaczone dla kilku war-
tosci parametru p sa pokazane na rysunku 5. Podobnie jak w przyktadzie poprzednim
wigkszym wartosciom parametru p odpowiadajg wigksze zakresy wartodci parametrow
K,, K,, dlaktorych rozpatrywany ukfad regulacji jest asymptotycznie stabilny.

10 — T T . T

0
=10

Rys. 5. Obszary stabilnosci quasi-wielomianu (19) Wyznaczone
w przestrzeni (K,,K,) dla kilku wartosci parametru p.

Z otrzymanych obszaréw stabilnoéci dla uktadéw z opéznieniem i bez opdznienia Wy-
nika, ze wysigpowanie opoznienia w obiekcie regulacji powoduje mniejsze zakresy
dopuszczalnych wartosci parametréw korektora, przy ktorych uklad zamknigty jest
stabilny.

W prezentowanych rozwazaniach ograniczono sie tylko do podania sposobu wyznacza-
nia zbioréw wartosci parametréw korektoréw, ktore zapewniajg stabilno$é uktadu regu-
lacji. W wyznaczonych obszarach stabilnosci mozemy poszukiwaé podobszaréw, z€
wzgledu na okreslone wskazniki jakosci regulacji przebiegéw przejéciowych (czas
regulacji, przeregulowanie) lub wskazniki zwiazane z rozkladem pierwiastkow rowna-
nia charakterystycznego (stopien stabilnosci, oscylacyjnoéc).

4. UWAGI KONCOWE
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Praca jest poswigcona problemowi stabilizacji za pomoca korektoréw typu PI i PD
dynamicznych ukfadéw liniowych stacjonarnych z opdznieniem i bez opoznienia. Wy-
korzystujac metod¢ podziatu D podano komputerowa metode wyznaczania obszaréw
asymptotycznej stabilnosci na plaszczyznach parametréw rozpatrywanych cztondw
korekcyjnych. Dowolny punkt z wyznaczonego obszaru odpowiada stabilnosci asymp-
totycznej uktadu regulacji (wszystkie bieguny potozone sa w otwartej lewej poiptasz-
czyznie zmiennej zespolonej). Zaprezentowane w niniejszej pracy podejscie mozne by¢
wykorzystane do wyznaczenia zbioréw takich wartosci parametrow korektora, przy
ktorych wszystkie bieguny uktadu zamknigtego beda lezaty w okreslonych obszarach D
zawartych w lewej poliptaszczyznie zmiennej zespolonej. Problem ten dla ukladow
regulacji z regulatorem PI i obicktami pierwszego rzedu z opdznieniem rozpatrywany
byl w pracach [5, 6, 7] . )

Proponowane podejscie moze by¢ takze uogélnione na korekcje rownolegta oraz korek-
cje w sprzezeniu zwrotnym.

Do wyznaczenia obszarow stabilnosci rozpatrywanych uktadéw regulacji automatycz-
nej wykorzystano programy komputerowe opracowane w Srodowisku systemu
MATLAB i MATHCAD. Rozwazania zilustrowano przyktadami liczbowymi.

Prace wykonano w ramach pracy wiasne] W/WE/2/05 finansowanej przez Komitet
Badan Naukowych.
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