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LINEARYZACJA MODELU MATEMATYCZNEGO
SILOWNIKA HYDRAULICZNEGO

W pracy przedstawiono metode linearyzacji modelu matematveznego
uktadu hydraulicznego obciqionego dodatkowq silq. Uklad hydrauliczny
zamodelowano w dwoch postaciach: w postaci réwna# rézniczkowych,
oraz modelu quasi-liniowego. Uzyskany model uproszczony poddano
weryfikacji z modelem dokladnym

LINEARISATION MATHEMATICAL MODEL OF HYDRAULIC
SYSTEM

Abstract '

The paper presents the linearisation method for a hydraulic system to a
quasi-linear form. The hydraulic system was designed in two forms: as
difference equations, and as a quasi-linear model. The obtained
simplified model was verified with the accurate model.

1. WSTEP

Przedmiotem ponizszej pracy jest linearyzacja modelu matematycznego sitownika
hydraulicznego obciazonego sita S. Linearyzacja uktadu nieliniowego, polega na
aproksymacii funkcji nieliniowych opisujacych obiekt funkcjami liniowymi w pewnym
zakresie zmienno$ci ich argumentéw. Operacje linearyzacji réwnan stanu mozna
prowadzi¢ zar6wno wokol ustalonego punktu pracy, jak i dowolnej trajektorii
odniesienia. Zastosowano metode polegajaca na rozwinieciu funkcji nieliniowej w
Szereg Taylora w otoczeniu punktu pracy, a nastepnie uwzglednieniu jedynie wyrazéw
liniowych. W wyniku linearyzacji otrzymano model quasi-liniowy, ktérego wtasnosci
odpowiadaja wiasnoscia modelu nieliniowego w szerokim zakresie zmian sygnatu
sterujacego x i sity S . Przedyskutowano zastosowanie dynamicznych modeli quasi-
linioWych w zagadnieniach identyfikacji parametréw oraz projektowania regulatoréw ze
Zmiennymi parametrami (ze zmienng wiodaca).
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2. MODEL MATEMATYCZNY

Rysunek 1 przedstawia przyktad uktadu napedowego zasilanego statym ci$nieniem Dy,

— Y ——

1 X

j\r\ "

Rys. 1 Uktad hydrauliciny

w ktorym jako element dtawiacy zostal zastosowany rozdzielacz przeptywowy (2), a
jako odbiornik- sifownik hydrauliczny (1). State ci$nienie p, zostalo wytworzone przez
pomnpe (3). Znajdujaca si¢ w ukfadzie ciecz pod staltym cisnieniem wchodzi do
rozdzielacza (2), ktdrego zadaniem jest skierowanie cieczy do okreslonego miejsca
obwodu hydraulicznego. W ukladzie zastosowano takze akumulatory (4), ktorych
podstawowa funkcjg jest gromadzenie cieczy pod ci$nieniem w okresie braku lub
zmniejszonego zapotrzebowania odbiornika i oddawania jej w razie zwigkszonego
zapotrzebowania, w krotkich okresach. Akumulatory te uwzgledniaja tez objgtosc
cieczy w przewodach doprowadzajacych. Nastepnie ciecz plynie do sitownika
hydraulicznego i napierajac na powierzchnie cylindra wywohuje site na ttoczysku. Ciecz
zgromadzona w drugiej komorze sitownika zostaje wypchnigta i powraca przewodem
do rozdzielacza.

Sygnalem sterujacym x jest przemieszczenic suwaka w oknie rozdzielacza. Przyjeto,
ze sygnat moze zmieniac si¢ w przedziale —1<x <1.Dla x =0 nastepuje zamknigcie
okna rozdzielacza. Pelne otwarcie okna ma miejsce gdy x=—-1 lub x=1.
Przy budowie modelu hydraulicznego zastosowano nastepujace zalozenia
upraszczajace: ‘
- warto$¢ sygnatu sterujacego (wejsciowego) w postaci przemieszczenia X
suwaka jest rowna dhugosci odstonietej szczeliny dtawiace;j,
- uklad jest zasilany ze stalego Zrodta ciénienia, czyli p, = const,
- objetosciowy modut dcisliwosci cieczy jest staly w catym zakresie zmian
cisnienia w ukladzie,
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- cisnienie wyjSciowe z rozdzielacza do zbiomika jest pomijalnie mate w
stosunku do ci$nienia panujacego w komorach sitownika,

- spadki ci$nienia miedzy pompg a rozdzielaczem sa réwne zeru,

- zmiany objgtosci cieczy s pomijalnie mate.
Przy powyzszych zalozeniach réwnania modelu matematycznego ukiadu
hydraulicznego sa nastgpujace:

v=y,

P2

E
H(x) - axyf|po — pal H(—x),

O =axvlp0 —PIIH(-’C)JFQX IpllH(—x),
[
Qy =—ox
Z Py =Q4+Fy+K (p—p,).

o )

—Lp =0 -Fy-K.(p,-p,), M
a

<

gdzie:

0, O, — natgzenie przeplywu cieczy przez rozdzielacz, a — wspotczynnik natezenia
plzép’rywu cieczy przez okno rozdzielacza przy pelnym jego otwarciu, p, — cisnienie
zasilania, H(x) — funkcja skokowa Heaviside’a (1 dla x>0 1 0 dla x<0), V|-
objetosé czesci ukladu, w ktorej panuje cisnienie p,, ¥, — objetos¢ czescet uktadu, w
ktérej panuje cignienie p,, E. — wspélczynnik sprezystosci, K, — wspdtczynnik strat
wolumetrycznych, v — predkos¢ ttoka, m — masa tloka i elementéw z nim zwiazanych,
B — wspdtezynnik oporu ruchu (tarcia wiskotycznego), p;,p, — cisnienie na tloku
sifownika, F|,F, — powierzchnie tloka sitownika, S - zewngtrzna sifa dzialajaca na
sitownik.

W dalszej czeéci pracy w przeprowadzonych symulacjach przyjmujemy nastepujace
nominalne wartosci parametréw:

a=1-10"|m* / Ns|, p, =46:107 |V /|,

K, =5-10"2|m / N3], F =40-102|m?,

F, =3.9-102|m?], E, =12-10°|N/m?],

V=002’ ], v, =0.02)m’ ],

B=1-10[Ns/m], m=5-10%[kg].
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3. LINEARYZACJA UKLADU HYDRAULICZNEGO

Réwnanie ukiadu z sifownikiem hydraulicznym (1) mozemy zapisa¢ w postaci réwnap
stanu. :
z=Az+b(z)-x+d-S, )

v=elz.
gdzie
K, Vv, K,V F-v, aV, ——
EC EC Ec EC Po— D1 0 0
K,'Vo K 'V’) F’)'V’) 'V’)
g B B I ) ET L efo],d=| 0|
E, E, E, E, 1 [
E _F, B 0 m
m m m

Zwréémy uwage, ze przy statych wartosciach x, i S ukfad osiaga stan rownowagi w
ktorym tlok sifownika porusza si¢ ze stata predkoscia przy statych wartosciach ci$nien
w komorach sitownika. Wykorzystamy ten fakt przy linearyzacji rdwnan ukfadu (2).
Przyjmujac z =0 w rownaniu (2) otrzymujemy

Azy +b(zy) - xq+d-Sy =0 3)
gdzie z; :zo(xO,SO) jest ustalong warto$cia stanu z dla zadanych wartosct x, 1 S;.
Réwnanie (3) mozna rozwiazaé analitycznie w przypadku, gdy K, =0. W przypadku
ogblnym gdy K, #0 réwnanie (3) mozemy rozwigza¢ numerycznie.
W réwnaniach stanu ukladu, wektor b jest nieliniowa funk‘ch cisnien p; 1 p».
Dokonujac linearyzacji b(z) w punkcie rownowagi ==z, metodg rozwinigcia W
szereg Taylora otrzymujemy

ob
b(z) =b(zy)+—— (z—2p),
OZ ===,
skad
. 0b ~ ~
z:Az+(b(zo)+;(z—:0))x+d-5:A-:+b-x+d-S, “
v=elz.

W powyzszych réwnaniach macierz A i wektor b jest funkcja stanu z;, a wige
posrednio funkcjia przesunigcia suwaka rozdzielacza x, i sily dziatajacej na ttok So-
. . f .
Wprowadzajac pojgcie operatora rézniczkowania s:g réwnania ukladu w pobliZu
t
polozenia réwnowagi mozemy zapisaé¢ w postaci
V:T(S))C+k1S s ©)
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gdzie
T(s):cr(sl~2)_lg, k| :CT([—Z)—ld

Transmitancja T(s) posiada jedno zero i trzy bieguny, dwa zespolone i jeden
rzeczywisty. Jej wspolezynniki oraz wspdtezynnik 4, okreslajacy wpltyw obciazenia S
na predkos¢ ttoka i sg funkcjami stanu rownowagi x, i S .

Na rysunku (2, 3) przedstawiono odpowiedz skokows ukladu rzeczywistego i
odpowiedz skokowsg transmitancji T(s) dla §=0. Widzimy, ze w obu przypadkach
odpowiedz ma charakter oscylacyjny. Jednak odpowiedz transmitancji T(s) osigga stan

rownowagi po znacznie dtuzszym czasie niz model rzeczywistego uktadu (1).

} 0.001
0.1 lr 0-0008 N
i I,
¢ v 0.0006
0.1}
! 0.0004
0.05 0.0002 \
: t
1 t 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Rys. 2 Predkos$¢ ttoka dla modelu uktadu Rys. 3 Réznica predkosei dla modelu
rzeczywistego i modelu zlinearyzowanego uktadu rzeczywistego i modelu

zlinearyzowanego
Sugeruje to istnienie w transmitancji T(s) bieguna, ktory nie ma swojego
odwzorowania w rzeczywistych wiasciwosciach uktadu sitownika.
Istotnie analiza zer i biegunéw transmitancji T(s) dla przyktadowych wartoscei x, i S

(tabela 1) pokazuje, ze zero transmitancji jest bliskie jednemu z jej biegunéw. Oznacza,
to ze transmitancja 7T (s) moze by¢ aproksymowana transmitancja drugiego rzedu,

otrzymana przez skrocenie zera i bliskiego mu bieguna.

Tabela 1
X S[N] zero transmitancji | hiegun rzeczywisty
T(s) transmitancji 7'(s)
0.1 30000 -0.621017 -0.617263
0.1 0 -0.626091 -0.622276
1 30000 -6.22871 -6.19094
1 0 -6.27976 -6.24138

W rezultacie otrzymujemy transmitancje uktadu zlinearyzowanego postaci

T(s)= b ©

2
sTtaista,
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Na rysunku (4, 5) poréwnano odpowiedzi obiektu rzeczywistego i odpowiedy
transmitanciji T(s) o zredukowanym r1zgdzie. Widzimy, Zze zgodno$¢ odpowiedzi

skokowych jest wysoka.
0.00015
0.15 ‘4\ 0.0001
|V e A
0| o0 I ”], -
olll 02 03 04 os5°
0.05 —0.00005
-0.0001
1 t
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Rys. 4 Predkos¢ ttoka dla modelu ukfadu Rys. 5 Réznica predkosci dla modelu
rzeczywistego i modelu zlinearyzowanego uktadu rzeczywistego 1 modelu

zlinearyzowanego

4. MODEL QUASI-LINIOWY SILOWNIKA

W otoczeniu wybranego punktu x; i S§; rdwnania obiektu mozemy zastapié
réwnaniem rozniczkowym liniowym postaci

V+av+a,y=bx+k,S 0]
z k, =ka,. Zbadamy jak parametry modelu qa;, a,, b 1 k, zaleza od punktu pracy.
Obliczenia przeprowadzono w programie Mathematica w zakresie zmiennosci wartosci
xy 1Sy

-1<x <1, -10000 < § <10000

Na kolejnych rysunkach przedstawiono wykresy przestrzenne wspotczynnikéw modelu.

Rys. 6 Parametr g, Rys. 7 Parametr a,
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Rys. 8 Parametr & Rys. 9 Parametr %,

Blizsza analiza pokazuje, ze wspotczynniki @, @, i b w kazdym z obszaréw
-1€x, <0, 0< x5 <1 moze by¢ z dobrym przyblizeniem aproksymowane za pomoca
funkcji postaci

ay + o xg + @Sy + a3 xSy ®)

z odpowiednio dobranymi wspétczynnikami ¢ , &, &, , &y . Zatem

,1=123, ©)

)

alytax+ahS+ahxS dla x20
a (x, S ) = -
aptax+a,S+apxS dla x<0
by +b/ x+byS+by xS
b(x, S) _ 0o +0 2 30
by +b x+by; S+b3xS
z kolei wspotczynnik k, w niewielkim stopniu zalezy od S i mozna przyjac
k*x dla x>0
ky(x,8)= . (10)
k“x dla x<0
Po podstawieniu warto$ci al(x,S) , (x,S ) , b(x,S) >, Ko (x,S) do réwnania (7)
otrzymujemy model quasi-liniowy sitownika postaci
V4(afy +af1x+ahS+alxSW+(ay + a3 x+apS +ayxSy=

(b +bf x+b3S+bFxS)x+k* xS
0 1 2 3

dla x>0, (11)

V+(ag +ax+anS+apxSW+(ay +ayx+anS+anxSiy=
(by +b x+b5S+byxS)x+k xS
Model ten aproksymuje model rzeczywisty w szerokim zakresie zmiennosci x i §. Na
Tysunku (11) poréwnano odpowiedz obiektu, dla wymuszen x 1 S§#0
Przedstawionych na rysunku (10). Widzimy duza zgodno$¢ przebiegow sygnatow
Predkosci v w obu przypadkach.

dla x<0.
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5. SYMULACJA

Ponizej poréwnano wyniki symulacji modelu ukfadu rzeczywistego i ukfadu quas;-
liniowego. Na rysunku 10 przedstawiono sygnat zadany w postaci ciagu schodkéw o
narastajgcej amplitudzie. Umozliwia to poréwnanie ukfadéw w szerokim zakresie
zmian sygnatu x dla S= 3000O[N ] Na rysunku 11 przedstawiono wykres predkosci
dla obu uktadéw (1) i (7). Wida¢, ze ukfad quasi-liniowy wiernie odwzorowuje mode]
uktadu rzeczywistego.

P v
0.2
0.75 —
0.5
0.1
0.25
t
ojz 04 0l6 o8 1
-0.25
-C.5 0.1
-0.75
0.2
._1 —_—

Rys. 10 Sygnat zadany x. Rys. 11 Predkosé tloka (v ) dla modelu

uktadu rzeczywistego (1) i modetu quasi-
liniowego (7).

6. ZASTOSOWANIE

Model quasi-liniowy z parametrami jest oczywiscie réwniez modelem nieliniowym.
Powstaje pytanie jaki jest sens zastgpowania jednego modelu nieliniowego innym
modelem nieliniowym. Podamy dwa przyklady zastosowafi. Po pierwsze zwroémy
uwage Ze model quasi-liniowy jest liniowy wzgledem parametréw obiektu.

Istotnie, mozna go przedstawié¢ w postaci

9=6"¢p,
gdzie
6 =[by, b, b3, b3, ajy, af), afs, afy, dzg, a3y, a3y, a3, 7
bo by, by, g, a1, a1, 413, g, @y, G2, a3, K
@ =[H(x)x, H(x)*, H(x WS, H(x)x>S, - H(x,—H (x), — H(x)Sv ~H(x xS,
-H (x)v, -H (x)xv —H (x)Sv,—H (x)szv, H(x)Sx,H (— x)x, H(- x)rz )
H(-x}S, H(-x)x%S,- H(=x),~H (= x o, — H(= x)Sv ,~H (- xxS¥ ,
- H(— x)v, - H(— x)xv ,—H(— x)Sv,—H(—- x)xZSv, H(—x)-x]
G=v.

Model ten moze ‘_byc' wykorzystany w procesach identyfikacji metoda najmniejszyCh
kwadrat6w, ktdra jest jedna z najbardziej efektywnych metod identyfikacji.
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Drugim obszarem zastosowan moze byé projektowanie ukladéw regulacji
parametrycznej. Dla ustalonego punktu pracy x,, S, mozemy wyznaczy¢ regulator

wykorzystujac klasyczne metody projektowania regulatoréw dla uktadéw liniowych.
Parametry takiego regulatora zaleza od wartosci x, i S,.

Zwréémy uwage, ze dla ustalonych wartosci (xy ,S;) tlok porusza si¢ ze stafa
predkoscia vy , spetniajac réwnanie

a(xg,Sg Wy = b(xq,Sp )Xo + k1 (x9,50)S - (13)
Stad

xo = f(v,50)

dla pewnej funkcji f .

Zatem istnieje mozliwo$¢ zastosowania regulatora ze zmiennymi parametrami
zaleznymi od mierzonej wartosci S i oceny przemieszczenia suwaka x = f (f,S) gdzie
F jest biezacym nachyleniem sygnatu zadanego.

Regulator niestacjonamy (Rys. 13) z reguly zapewnia lepsza jako$¢ regulacji niz
regulator odporny (Rys. 12) ze stalymi parametrami.

[ 4

S 1

S

Regulator | Obiekt [ R
e I v

" Regulator ——‘ Obiekt 4
Rys. 12 Uktad regulacji z regulatorem Rys. 13 Uktad regulacji z regulatorem ze
stacjonarnym zmiennymi parametrami

7. WNIOSKI

Po przeprowadzeniu linearyzacji modelu matematycznego sitownika hydraulicznego
uzyskano postaé uproszczong (7), ktéra dobrze odwzorowuje zachowanie si¢ modelu
ukfadu rzeczywistego (1). Dla modelu quasi-liniowego drugiego rzedu i modelu
Matematycznego uktadu sitownika hydraulicznego oba sygnaly pokrywaja si¢ doktadnie
(Rys. 11), dlatego w tym przypadku uproszczenie do takiej postaci quasi-liniowej (12)
Jest uzasadnione. Taka postaé (12) znajduje swoje zastosowanie Ww procesach
‘deﬂtyﬁkacji i projektowaniu uktadéw regulacji. Dobre wyniki syntezy hydraulicznych
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uktadéw synchronizacji przemieszczen otrzymuje si¢ na podstawie uproszczonych
zlinearyzowanych modeli matematycznych. W rezultacie tego dynamiczne zachowanie
sic tych ukladéw niewiele odbiega od dynamicznego zachowania sie ukladéw
liniowych. Dzigki temu synteze moZna przeprowadzié na bazie modely
zlinearyzowanego.
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