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WYRAZANIE NIEPEWNOSCI POMIARU W POSTACI
PRZEDZIALU UFNOSCI

Przedstawiono nowy sposéb wyrazania niepewnosci pomiaru w postaci
przedzialu ufnosci. Opisano metody jego obliczania z podzialem na dwie
kategorie: analityczne i numeryczne. Do pierwszej z nich mozna zaliczyé
metody oparte o prawo propagacji niepewnosci do drugiej natomiast
oparte o zasadg propagacji rozkladéw. Obie grupy metod zostaly
szczegblowo omowione.

EXPRESSION OF THE MEASUREMENT UNCERTAINTY AS
THE COVERAGE INTERVAL

Expression of the measurement uncertainty as the coverage interval is
presented. The methods for calculating the coverage interval are
described. It can be sheared in to two category: analytical and
numerical. First methods belong to based on low of uncertainty
propagation, the second methods belong o’ based on propagation of
distributions. All groups of methods are detailed described.

1. WPROWADZENIE

Obliczanie niepewno$ci pomiaru to wazne zagadmienie dla metrologii. O wadze
problematyki $wiadczy fakt, ze absorbuje uwage najwickszych miqdzynarodow)"?_h
organizacji metrologicznych, w celu ujednolicenia jej wyrazania i wypracowania
standardowych procedur postgpowania mogacych mie¢ zastosowanie W kaZd‘_SJ
dziedzinie ~pomiarowej. Wsréd tych prestizowych organizacji przoduje
Migdzynarodowe Biuro Miar. Pod jego auspicjami powstal w 1993 roku znany
metrologom Przewodnik [1] dotyczacy wyrazania niepewno$ci pomiaru. Jednakze na
tym dokumencie nie zakonczono prac. W 1997 roku dyrektor Miedzynarodowego Bura
Miar powotat Wspolny Komitet ds. Przewodnikéw w metrologii, ktérego celem P}’IO
wypracowanie nowych zasad obliczania niepewnosci pomiaru. Prace Komitett
zakoficzyly si¢ obszemym projektem [2] opublikowanym w 2004 roku_ 1
przedstawionym do konsultacji krajowym instytucjom metrologicznym. P f‘_’Jekt
formutuje zasade propagacji rozktadéw jako podstawe obliczania niepewnosci pomiari,
a wraz z nig koncepcj¢ wyznaczania przedziatu ufnosci, jako miary niepewnosch
odpowiadajacego poziomowi ufnoéei 95 %. Jest to nowe podejécie w dziedzIni®
wyrazania niepewno$ci pomiaru, gdyz Przewodnik [1] nie zalecat $cistego pOWlilZamz;
niepewnosci rozszerzonej z okre$lonym poziomem ufnosci i nie pOS}UlO“,'a.
wyznaczania rozkladu dla wielkosci mierzonej na podstawie rozkladow _W’e!koi!m
wejscigwych. Przedstawione w nim prawo propagacji niepewnosci nawiazuje ,(;
centralnego twierdzenia granicznego i wynikajacego zef a priori rozktadu dla wielkosc
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wyjéciowej. Nowa koncepcja natomiast uzaleznia rozklad wielkosci wyjsciowej od
przyjetego modelu pomiaru i rozkladéw jego sktadowych. Ze wzgledu na ogdlny
przypadek modelu nieliniowego dla wielkosci mierzonej zaleca stosowanie do obliczen
rozkladu prawdopodobienstwa technike symulacji Monte Carlo. Wyznaczanie
przedziatu ufnosci jest nastgpstwem stosowania powyzszej techniki. Koncepcje
wyznaczania przedziatu ufno$ci przewijajg si¢ rowniez w literaturze miedzynarodowej
[3-9] poswigconej zagadnieniom niepewnos$ci pomiaru od paru lat. Mozna je podzielié
na metody analityczne i numeryczne. Te pierwsze zwigzane sa na ogodt z prawem
propagacji niepewnosci, a te drugie nawiazuja do zasady propagacji rozkladéw.

g(n)

p=95%

pIIIIY,

Yiow Yhigh

y

Rys. 1. Przedziat ufnosci dla symetrycznego rozkladu wielko$ci wyjsciowej

2. PRZEDZIAL UFNOSCI

Przedziat ufno$ci definiowany jest jako najmniejszy przedzial pomiedzy dwoma
kwantylami rozktadu prawdopodobiefistwa dla wielkosci mierzonej y, ktore wyznaczaja
poziom ufnosci p = 95 %. W przypadku symetrycznego rozkladu bedzie to zawsze tylko
jeden przedziat, symetryczny wokot wartosci oczekiwanej

]p = [yIOW7 yhigh] (1 )

gdzie yo, = G(a), a yugh = G (atp). G (@) jest kwantylem rzedu @, a G'(a+p)
kwantylem rzedu a+p rozkladu opisanego dystrybuanta G(7). Przyjmuje sig, ze
a = 25 %. W odniesieniu do klasycznie zapisywanej niepewno$ci rozszerzonej
przedziat ufno$ci mozna zdefiniowaé jako
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L=p-U y+U] @)

przy czym

U

A Ig(n)dn =p 3)

gdzie g( 1) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozkladu zwiazanego z wielkosceig
mierzona, J jej estymata, a p poziomem ufnosci.

3. METODY OPARTE O ROZKEAD A PRIORI DLA
WIELKOSCI MIERZONEJ

W klasycznym podej$ciu zwigzanym z prawem propagacji niepewnosci przyjmuje si¢
dla wielkoéci mierzonej rozklad a priori, a niepewnos¢ rozszerzona wyznaczana jest z
zaleznosci

U=k-uly) 4)

gdzie k jest wspotczynnikiem rozszerzenia, a u.(y) ztozong niepewnoscia standardowa.
Mozna wyrézni¢ kilka sposobéw obliczania niepewnosci rozszerzonej, ktore zwigzane
sa z wyznaczeniem warto$ci wspolczynnika rozszerzenia dla poziomu ufnosci 95 %.
Gdy spelnione sa warunki centralnego twierdzenia granicznego, a wigc w przypadku
gdy udzialy niepewnosci wielkoéci wejsciowych sa poréwnywalne co do warto$ci oraz
duzo mniejsze od zlozonej niepewno$ci standardowej to dla wielkosci wyjsciowe]
mozna przyjaé rozktad normalny. Wowezas dia poziomu ufnosci 95 % wspotczynnik
k= 1,96 lub w czgsto stosowanym przyblizeniu &k = 2.

Gdy niepewnosci standardowe wielkosci wejsciowych obliczane sg metodg statystyczna
to dla wielkosci wyjsciowej przyjmuje si¢ rozklad t-Studenta z wypadkowa liczba
stopni swobody wyznaczang z formuly Welcha-Satterthwaite’a

4
V= _M )
&ut(y)

=t i
gdzie ufy) to udzial niepewnosci wielkosci wejsciowej z liczba stopni swobody vi- Dla

obliczonej w ten sposob liczby vy z tablicy wartosci kwantyla #(v) rozktadu t—Sthie“ta
dla poziomu ufnosci 95 % (tab.1 ) odczytuje sie wartos¢ wspotczynnika rozszerzenia

ke =t(vegr ) ©)

G_dy wsrod wielkodci wejSciowych znajduje sie sktadowa z dominujacym udliskig}
niepewnosci to przyjmuje si¢ dla wielkosci wejéciowej rozktad taki jak rozklad 1€}
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dominujacej skiadowej [10]. Jezeli jest to sktadowa o rozktadzie prostokatnym to

wspotczynnik rozszerzenia dla poziomu ufnosci 95 % wynosi k= 1,65.

Tab. 1. Kwantyle rozkladu t-Studenta dla poziomu ufnosci 95 %

v t(v) v Hv) v Hv)

1 12,7062 19 2,0930 44 2,0154
2 4,3027 20 2,0860 46 2,0129
3 3,1824 21 2,0796 48 2,0106
4 2,7764 22 2,0739 50 2,0086
5 2,5706 23 2,0687 .55 2,0040
6 2,4469 24 2,0639 60 2,0003
7 2,3646 25 2,0595 65 1,9971
8 2,3060 26 2,0555 70 1,9944
9 2,2622 27 2,0518 80 1,9901
10 2,2281 28 2,0484 90 1,9867
11 2,2010 29 2,0452 100 1,9840
12 2,1788 30 2,0423 120 1,9799
13 2,1604 32 2,0369 150 1,9759
14 2,1448 34 2,0322 200 1,9719
15 2,1314 36 2,0281 250 1,9695
16 - 2,1199 38 2,0244 300 1,9679
17 2,1098 40 2,0211 400 1,9659
18 2,1009 42 2,0181 500 1,9647

Gdy wéréd wielkosci wejsciowych znajduja si¢ dwie skladowe dominujace o
rozktadach prostokatnych to dla wielkosci wyjsciowe] przyjmuje sig¢ rozktad trapezowy

[10]. Wspotczynnik rozszerzenia oblicza sie z zaleznodci

k= |2 2(1-,/(1-;;%1-/34) dla <=2 0
1+p 2-p
a—a
-l ®
qp+ay
gdzie a; i a, to szerokosci potdwkowe rozktadow obu skiadowych.
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4. METODY OPARTE O ROZKEAD OBLICZANY DLA
WIELKOSCI MIERZONEJ

W powyzszej grupie metod mozna wyrézni¢ dwie kategorie. Pierwsza odwotuje si¢ do
wyznaczenia rozktadu wielkosci wyjsciowej na podstawie splotu rozktadéw wielkogci :
wejSciowych [11] i mozna je stosowa¢, gdy speinione jest zalozenie o liniowosci ;
modelu matematycznego wielkoSci wyjéciowej. Druga natomiast dotyczy przed }
wszystkim modeli nieliniowych i oparta jest na symulacji Monte Carlo [2, 12, 13].

4.1. Metoda analityczna

Metoda polega na przyblizeniu wyniku operacji splotu matematycznego standardowych
rozkladéw dla wielkoéci wejéciowych [14-15]. Moga nimi by¢ rozkiady: t-Studenta,
pormalny, prostokatny, trdjkatny i trapezowy. Wielokrotny splot ostatnich czterech
wymienionych rozkladéw mozna przyblizyé rozktadem typu PN, ktéry jest splotem j
rozkladu prostokatnego z normalnym. Z kolei splot rozktadéw t-Studenta mozna '
przyblizy¢ splotem ,,rownowaznych” im rozktadéw normalnych. Owa réwnowazno$é

polega na przyjeciu takich rozktadow normalnych, dla ktérych przedzialy ufnosci sa

takie same co do wartoSci jak wyznaczone na podstawie rozktaddéw t-Studenta dla

danego poziomu ufnosci. Aby osiagna¢ ta réwnowazno$§é nalezy zastapi¢ rozktad t-
Studenta rozktadem normalnym, a niepewnos¢ standardowa wielkosci wejsciowej
powiekszy¢ o iloraz kwantyli tych rozktadow

R

il

() =) ) ®

kn
gdzie u(x;) to niepewnos¢ standardowa wielkosci wejsciowej, a kN to wspotczynnik

rozszerzenia dla rozkladu normalnego.
Niepewnos¢ rozszerzona mozna wyznaczy¢ z zaleznosei

(10)

gdzie kpy to wspbiczynnik rozszerzenia dla rozktadu typu PN. Wartosci pOW}’ZSZEgo
wspotczynnika dla poziomu ufnosci 95 % zostaly przedstawione w tabeli 2 [16- 17} w
funkcji ilorazu udziatlu niepewnosci

I"z(J’) ) (11
ue (v)-u(y)

gdzie u(y) to najwigkszy udzial niepewnosci wielkosci wejéciowej © rozkiadzie
prostokatnym.

Wspdtezynnik kpy mozna réwniez wyznaczyé w przyblizony sposéb [18-20]

¥, =
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gdzie

kT=

kon=hy dlaO<r, <1
kPN:kT dlalSruS 10

kpn =

rl+

kp dlar,> 10

(H—ru —21/ru(1—p))

1

kp =3p

(13)

(14)

Tab. 2. Wartosci wspétczynnika rozszerzenia kpy dla poziomu ufnosei 95 % przy

grapicznych wartosciach ilorazu udziatu niepewnosci

Yy ¥y ! Ty
ken do wartosci een do wartosci ken do wartosci
1,96 0,5090 1,85 1,6410 1,74 3,1930
1,95 0,6985 1,84 1,7380 1,73 3,4410
1,94 0,8240 1,83 1,8390 1,72 3,7300
1,93 0,9280 1,82 1,9460 1,71 4,0740
1,92 1,0220 1,81 2,0600 1,70 4,4925
1,91 11110 1,80 2,1820 1,69 5,0235
1,90 . 1,1980 1,79 2,3135 1,68 5,7350
1,89 1,2840 1,78 2,4560 1,67 6,7760
1,88 1,3700 1,77 2,6120 1,66 8,5975
1,87 1,4580 1,76 2,7845 1,65 0
1,86 1,5480 1,75 2,9765

4.2, Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo [2] polega na wygenerowaniu metoda losowa wartosci dla
zmiennej losowej zwigzanej z wielkosdciag mierzona na podstawie funkcji modelu jej

pomiaru

y=forxy)

(15)

gdzie x; to zmienne losowe zwiazane z wielkoS$ciami wejsciowymi. Wartosci dla
zmiennych losowych zwiazanych z wielkosciami wej§ciowymi generowane sa zgodnie
Z zalozonymi dla nich rozkladami prawdopodobienstwa. Najczgsciej zalecana liczba
prob losowych wynosi M = 10°. W kazdej probie losowej wyznacza si¢ N wartosci
zmiennych losowych xy;, ktére wprowadza si¢ do réwnania funkeji pomiaru i wyznacza
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na tej podstawie warto$¢ zmiennej y(. Otrzymane wartosci porzadkuje si¢ zgodnie z
niemalejacg kolejnoscia 1 kazdej z nich przypisuje si¢ kolejna wartoge
prawdopodobietistwa

r—0,5 ;
Pr=——r (16)

gdzie r jest kolejna proba losows. Nastgpnie tworzy si¢ numeryczng dystrybuante dla
wielkosci wyjéciowej, taczac M punktéw o wspolrzednych (v, pr)

u-lil"i-"d’

l'
|

r—O,S+ T=Yw

GO =
M Mgy -Ye)

(17)

pff
| llzllh
N ;i.r'.
i
;1"' th

przy czym
Y)Y SNEY(ra1)s 7= Lo, M-1 (18)

Przedzial ufnoSci wyznacza si¢ obliczajac wartosci funkcji G'(@) oraz G(atp).
Przyjecie a=0,025 daje przedziat ufhosci okreslony przez kwantyle: 0,025 i 0,975, ktéry
jest probabilistycznie symetryczny. Przyjecie innej wartosci niz a=0,025 moze nastapi¢
wiedy, gdy funkcja gestodci prawdopodobienstwa jest asymetryczna. Wowczas
przyjmuje si¢ najkrétszy przedzial ufnosci, ktory dany jest przez wartos¢ a spetniajacq
réwnanie

g(é‘l(a))= g(éf‘(a + p)) : o (18)

lub przy spetnieniu kryterium minimum réznicy
G a+p)-G'(a) = min (19)

Gdy g(7) jest symetryczna to najkrotszym przedziatem I, jest przedziat ufflOS'Ci dla
ktérego @ = (1-p)/2. Ogdlnie przedziat ten obliczany jest komputerowo z G(77) PrZy
spelnieniu powyZzszego kryterium. '

5. PODSUMOWANIE -

Przedstawione metody obliczania przedziatu ufnoéci reprezentuja rozmy stopien
przyblizenia przy obliczaniu niepewnosci pomiaru. Metody oparte o rozktad a prion
cechujg si¢ mafq dokiadnoscia i pozwalajg na wyrazanie niepewnosci z jedna c¥ f{:.‘
znaczaca. Mozna je zaliczy¢ do klasycznych, gdyz bazuj}i na znanych ze statystyK!
matematycznej zatozeniach dotyczacych modelu pomiaru. Metoda analityczna O_Pa“a 0
przyblizenie operacji splotu matematycznego rozktadow dla wielkosci WeJ‘SC‘O,W};c
pozwala na wyrazanie niepewnosci rozszerzonej z dwoma cyframi znaczacymi- J_e} bia
obliczania przedziatu ufnoéci nie przekracza 3 %, gdy do oceny wielkosci wejscxogyio
uzywa si¢ standardowych rozkladéw prawdopodobienstwa [15]. Metoda Momed {1; z
zapewnia dokladne wyznaczanie przedziat ufnosci, gdyz realizuje obliczenia 28° n
przyjeta definicja powyzszego przedziatu i dlatego zalecana jest przez dokument [2]-
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