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MODEL MATEMATYCZNY ORAZ BADANIA SYMULACYJNE ELEKTROMAGNESU

W artykule przedstawiono analize standw dynamicznych
elektromagnesu na podstawie zasady wariacyjnef Hamiltona,
Zaproponowano takie wykorzystanie tej zasady, ktére umo-
Zliwia zbudowanie modelu matematyczno-fizycznego ele-
ktromagnesu na podstawie statycznych pomiaréw sity ele-
ktromagnesu. Poréwnano wyniki otrzymane w czasie symu-
lacji komputerowej zbudowanego modelu z wynikami uzys-
kanymi na drodze eksperymentalinej.

1. Wstep !

W niniejszej pracy przedstawiono analize stanéw dynamicznych elektromagnesu {rys.1) sterbjacego
rozdzielaczem hydraulicznym. Analiza ta zostata przeprowadzona w Przemystowym Instytucie Au-
tomatyki i Pomiardw w czasie opracowywania modelu matematycznego ukfadu sterowania elektro-
hydraulicznego ciggnika gasienicowego.
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Rys. 1. Elektromagnes typu UE-5

W elektromagnesie wystgpujg zardwno wielkosci elektryczne jak i mechaniczne. Z tego wzgledu, za-
stosowano réwnania Lagrange'a i Hamiltona ujmujace problem od strony energetycznej. Metoda ta
pozwala traktowaé energie jednakowo we wszystkich ukladach fizycznych, a zatem daje mozliwo$é
analizowania ukfadéw, w ktdrych wystepuja mieszane wielkosci fizyczne. Podano réwniez sposéb
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praktycznego wykorzystania tej metody, nie wymagajacy skomplikowanych czynnosci przygotowaw-
czych przed przystgpieniem do wtasciwej analizy.

W pracy zamieszczono przyktady obliczeri przeprowadzonych z wykorzystaniem maszyny cyfrowej
w jezyku symulacyjnym CSMP dokonane we wspotpracy z mgr inz. Stefanem Frydliriskim.

Pomiary sity elektrodynamiczne oraz pomiary niektérych parametréw rozdzielacza hydrauticznego
'wykorzystanych w niniejszej pracy zostaty przeprowadzone przy udziale mgr inz.Macieja Oleksiuka.

2. Réwnania dynamiki dla obwodéw elektromechanicznych

Réwnania dynamiki dla obwodéw elektromechanicznych mozna przedstawic¢ nastepujaco [dodatek]:

oy Al
R+ = u, /11

m-X + Byx + kex — aa_ [f\b’(i’,x) di'}= o 12/
X lo

W celu rozwigzania réwnan /1/ i /2/ nalezy wyznaczyé funkcie koenergii magnetycznej W badz
strumienia skojarzonego ¥ (i,x). W praktyce nastrecza to duzo trudnosci.

Ponizej podano odmienng postaé réwnari dynamiki obwodu elektromechanicznego, kt6ra w przy-
padku prowadzenia analizy elektromagnesu utatwia praktyczne postugiwanie sig réwnaniem Lagran-
ge'a [dodatek].

W pracy [3]zostato wykazane, ze sita pochodzenia elektrycznego Foq w uktadzie elektromechani- I
cznym spetnia réwnanie: '

ri
[¢) o . .
Fed = — B [_{;‘“‘,X) d'} 13/

Z zasady prac przygotowanych [3]lwynika, ze sita ta jest dodatnia jezeli jest skierowana przeciwnie
do przyjgtego dodatnieqo kierunku predkosci x. W analizowanym przypadku, dia uktadu elektro-
mechanicznego przy braku sity zewnetrznej, sita elektrodynamiczna jest przyczyng ruchu kotwicy
elektromagnesu. Jest zatem skierowana zgodnie z kierunkiem predkosci x przyjetym za dodatni.
Po uwzglednieniu powyzszych uwag réwnania dynamiki przyjma nastepujaca postac:

R R
E{[E({ Fed (I,X)dX)]"’ R'i = UZ /4/

mX + By-x + kex = Foy 15/

W celu wyznaczenia sity elektrodynamicznej Feg- dokonano pomiaréw tej sity dia wartosci pradéw
i=0,1;02;03..1A przy potozeniach kotwicy eiektromagnesu zmieniajgcych sie od 0 (najwie-
ksza szczelina w obwodzie magnetycznym) do wartosci maksymalnej potozenia kotwicy (brak szcze-
liny w obwodzie magnetycznym), z krokiem 0,5 mm. Na rys. 2 przedstawiono zaleznosé sity ele-
ktrodynamicznej w funkcji potozenia i pradu. Po przeprowadzeniu aproksymacji charakterystyk

z rys. 2 otrzymano postac analityczng sity elektrodynamicznej. Wyraza sig ona nastepujgco:

Fe =3y’ exp[- b N - x)] + Cp IN = x) /6/



S =

i an=(A+8B:0-[1—exp(C: it] 17/
g‘ b,=D—E+i + F-exp (G " i) /8/
‘ ey = (K+H- i) [1—expiM-i)] /9/
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f Rys.2. Zaleznosc sity elektrodynamicznej w funkcji potozenia kotwicy i pradu cewki. Przez potolenie kotwicy rozu-
r:‘ mie sig wartos¢ szczeliny A x w obwodzie magnetycznym
'
k
F: W wyrazeniach /6—9/ state (dla elektromagnesu tvpu UE—5) przyjmuja nastepujace wartosci:
| 1 1
1 A =108[N]1, B = 49 N C =-3,386 [—JA D = 365| — ) E = 140[————],
11 Al ! m A:m
’} ~600| |, 6--29% - [1\'—] = —28] &]. N = 0.0085
F—GOOF‘,G--—, A,H=294A.m;K—883m, I\.A——2,8A,N—0, [m]
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Po wprowadzeniu wyrazer /6—9/ do wzoru /4/ otrzymamy zaleznoéé /4/ w nowej postaci:

P1'i+P2').(+R'i=UZ 710/

przy czym:

) 1 2-a b2 L N7 2
PF{[(&)— +N-— x))-(-——m—— ~2-a-b — an b) + (a +a b -(N—x)2>];‘ T EXp

m m

[—bm'(N—x)} +c"-x-(N—;—x>} ‘ 11/

Py =exp [~ by (N = xl]-[a" —a- b(N — xI] + ¢ IN = x) nai
oraz
da
, m
= - | 113/
db
b = —d—nl 114/
|
de ‘
¢ = _Jn_v_ . 15/
1
d%a
a” = __2’_“_. ~ /161
di
2
. 9% ' ,
b = —=- 1
di '
" dzcm
c = ey /18/
di

Sktadnik Pz-)'( w réwnaniu /10/ jest znany formalnie jako napigcie pochodzenia mechanicznego[3].
Napiecie to jest indukowane w uzwojeniu elektromagnesu na skutek ruchy kotwicy z predkoscig x.
Po uzyskaniu opisu analitycznego w postaci ogéinej (zaleznodci: 4/, . . 118/} uwzgledniono nastep-
nie zjawiska zachodzace w elektromagnesie typu UE—5, ktére dotychczas nie byty rozpatrywane.
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3. Analiza szczegétowa elektromagnesu typu UE—5

Z zasady dziatania elektromagnesu UE—5 wynika, Z¢ w czasie ruchu kotwicy elektromagnesu nasteg-
puje jej zderzenie z thoczkiem (rys. 1) przy potozeniu x = X ZaloZzono, ze od tego momentu
kotwica porusza sie razem z ttoczkiem. W zwigzku z powyiszym,w tym momencie zwigksza sig
‘masa poruszana sita elektrodynamiczng oraz zwigksza sie thumienie hydrauliczne - powiekszone o

‘thumienie hydrauliczne ttoczka. Z zasady zachowania pedu wynika, ze w punkcie x - X predkoscé

‘poruszajacych sie mas staje sie réwna:
M .
,'(” = — K, dla x>0 /19/
mT + mk



przy czym:
x| — predkosc przed zderzeniem,
x||— predkosé po zderzeniu,
mi— masa kotwicy,
my— masa tfoczka rozdzielacza.

i Od potozenia X=Xp rozpoczyna sie rowniez oddziatywanie sprezyny zwrotnej elektromagnesu $ci- |
skanej przez rozpoczynajacy ruch thoczek. Uwzglgdniono wstepne $cisnigcie sprezyny o wartosé

x=Xp, ktdra wynika z konstrukcji elektromagnesu.

Po osiggnigciu przez ttoczek i kotwice potozenia granicznego X=Xim, Nastepuje ich zatrzymanie

ze wzgledu na ograniczenie mechaniczne. Wtedy predkosc i przyspieszenie stajg sie réwne zeru.

Podobne zjawisko zachodzi przy maleniu pradu, gdy kotwica osigga pofozenie wyjsciowe x = 0. )
Obok sity elektrodynamicznej Feg. na ruch kotwicy i tloczka wptywa sita cigzkosci Fe W zalez-

nosci od usytuowania elektromagnesu w stosunku do pionu, sita cigzko$ci moze dziataé zaodnie

z sitg elektromagnetyczna, przeciwnie do niej, lub nie wplywac na ruch (potozenie poziome).

Ponadto uwzgledniono odaczenie napigcia zasilajgcego po czasie t=t_ i roztadowanie energii zgro-

madzonej w cewce elektromagnesu - w obwodzie przedstawionym na rys.3. Obwod ten zapewnia

5 szybszy powrdt suwaka rozdzielacza elektrohydraulicznego do potozenia wyjsciowego, w poréwna-

. . niu z ukfadem nie zawierajgcym diody Zenera w obwodzie roztadowujacym energig cewki. Wplyw

i diody Zenera polega na zwigkszeniu szybkosci zaniku pradu cewki, a tym samym sily elektrodyna-
- micznej.
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Rys.3. Obwdd roztadowania energii magnetycznej zgromadzonej w cewce elektromagnesu; L—indukcyjno$¢ cewki
elektromagnesu. R  recystancja cewki elek tromagnesu, D z—dioda Zenera, D—dioda prostownicza, U—napigcie zasila-
face, K -—klucz tranzystorowy N

Powy?Zsze uwagi zostaly uwzglednione w uktadzie réwnait /4/. . /18/, kt6re obecnie przyjma pos-

tac: .
Zaleznosci  '6/. .. /18 bez zmian. .
TPl L R E) VAR RS 120/
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ik + By f 4 [meR 4 Byt + kel + x = x| Fy = Fog — Fe Y

Zaleznosci /6/. . ./8/ bez zmian.

30 dla x <x,
Tdla x zx, 123/
dla X = Xp i x >0
my + M :
dla x £x, lub  x = x, i x<0 124/
Fe =(me + my* Fydeg - kg . /25/

ke =+ 1,0, —1 w zaleznosci od usytuowania elektromagnesu,

)‘(=0 X=X|im i Fed>k-(xp+x”m—xn)lub
. gdy /26/
x =0 x =0 i Fegq =0
X = X

gdy nie jest spetniony warunek zawarty w /26/ 127/
X = x|oraz jest spetniony odpowiedni warunek z /24/
przy czym:

By — wspétezynnik ttumienia hydraulicznego kotwicy,

Boy — wspétczynnik ttumienia hydraulicznego ttoczka rozdzielacza,
U — warto$¢ napigcia zasilajgceqo,

u - aproksymowane napiecie diody Zenera,

Uzen— Napigcie Zenera,

R,en— rezystancja diody Zenera w zakresie pradéw, przy ktérych napiecie diody Zenera jest
mniejsze niz Uen:

g — przyspieszenie znemskie.

Pozostate wielkosci wystepujace w powyzszych réwnaniach zostaly omoéwione wczeéniej, Przy kon-
struowaniu wyzej wymienionych zaleznosci przyjeto, ze w momentach zderzen kotwicy i ttoczka

z obudows elektromagnesu tj. gdy polozenie x osigga wartosé Xjim Przy X >0 oraz 051aga wartosé
x = 0 przy x <0,nie wystepujg odbicia kotwicy i ttoczka od obudowy.

.




4. Modelowanie obwodu elektromechanicznego na maszynie cyfrowej

Zaleznosci /6/. . . /18/,/201.. . /27/ opisujace zjawiska dynamiczne w obwodzie elektromechanicz-
nym stanowig model matematyczny uktadu. Réwnania te zostaty zamodelowane na maszynie cyf-
rowej RIAD, z wykorzystaniem jezyka CSMP. Na podstawie wydrukéw stanowiacych rozwigzanie

uktadu réwnari modelu, sporzadzono wykresy przebiegéw pradu i potozenia czesci ruchomej elektro-
magnesu (rys.4).
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Rys.4. Przebiegi pradu i oraz potoienia x kotwicy elektromagnesu sporzgdzone na podsta;vie wydrukéw maszyny cy- :
frowej; a) kierunek sity ciezkosci zgodny z kierunkiem dziatania sity elektrodynamicznej: (imputs sterujgcy o czssie '
trwania 70 ms), b) kierunek sity cigzkosci przeciwny do klemnku dziatania sity elektrodynamicznej [impuls sterujgcy

o czasie trwania 100 msj}
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nie zalezy od drogi catkowania {91A- G2A — Wspbirzedne okreslajace stan poczatkowy uktadu;

918- 92B — wspétrzedne okreslajgce stan koricowy uktadu).

Funkcj
e 918

W= 92 dgp 14/
1A

nazywamy koenergig uktadu (mterpretac;e geometryczng podano na rys.1). W przypadku uk}adéw
liniowych jest spetniona zaleznos¢:

w=w /5/

92
92i

]

NN

energia W,

<y

918

Rys.1. Interpretacja geometryczna energii i koenergii

Dla przypadku obwoddw elektrycznych, ktére s3 opisywane za pomoca zmiennych:
i; — prad,
¥; — strumiert skojarzony,

u naplecne pomiedzy okiadzinami kondensatora,

ci
9 — }adunek zgromadzony w kondensatorze (i=1,2 3...n), oraz ktérych stan poczatkowy
odpowmda zerowym wartosciom wszystkich zmiennych, )

energia pola magnetycznego zgromadzona w obwodzie jest wyrazona zaleznoscig :

‘h...‘"n n
0.0 =1

koenergia pola magnetycznego obwodu jest wyrazona zaleznoscia:
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Wrn = f |Z=1 \l”i (i'i ) di’l_ 17/
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energia pola elektrycznego obwodu jest wyrazona zaleznoscia:

%1:9n

w7

0. i

NE

ugi (q;) dg’j 18/

]
-

koenergia pola elektrycznego obwodu jest wyrazona zaleznoscig:

cl-“en p
We = f 29 ) d g 19/
0...0 i=1
Jezeli obwody mechaniczne s3 opisane przez zmienne:
1, —sita,
p; — ped,

X;— przesuniecie,

Xj— predkos¢ (i =1,2,3...n)

oraz stan poczatkowy uktadu odpowiada zerowym wartosciom wszystkich zmiennych, to:

energia potencjalna uktadu jest wyrazona zaleznoscia:

X-I...Xn

v o= 3 (3 e 110/ .
0..0 i=1

koenergia potencjalna jest wyrazona zaleznoscig:
fle fa n
! ’ ’ ’

V- / D (=x(fy)af, 1/

0.0 i=1

energia kinetyczna uktadu jest wyrazona zaleznoscia:

by p
0..0 i=1

koenergia kinetyczna ukladu jest wyrazona zaleznoscig:

X1.eXq N
T - f Z PG (X)) dK; 3/
0.0 =1
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We wzorach przez * oznaczono wspéirzedna biezgcg dia odréznienia od wspotrzednych stany
koricowego, bedgcych gornymi granicami catkowania. }

* Mozna wykazaé [1 ],ie w przypadku elektromagnesu z ruchoma kotwica, ktory stanowi nieliniowy
uktad elektromechaniczny, funkcja

L=4L1g é,,t) 114/

ktéra nazwiemy funkcja Lagrange’a, przyjmie postac:
W
m
d = /15/
T-vVv

a po wprowadzeniu odpowiednich wielkosci charakteryzujacych uktad elektromechaniczny
otrzymamy:

i
{; V(i) dif
116/

przy czym oznaczenia sg nastgpujace:

m — masa kotwicy,
k — stata sprezyny zwrotnej.
2. Zasada wariacyjna Hamiltona dla obwodu elektromechanicznego

Zasada wariacyjna Hamiltona brzmi nastepujaco [1,2] :
Dia ruchu rzeczywistego w kazdym przedziale czasu <ty . ty> zachodzi réwnosé :

Sf Ldt = ( 1

gdzie: 5q(to)= o, dgy (41 =0, 1=1,23...n

to znaczy, Ze wariacja catki funkcji Lagrange'a w ciggu przesunigcia zachodzgcego w czasie od
tg do tq jest réwna zeru, jezeli wariacje 5q, poszczegolnych zmiennych uogdinionych s prze-
sunigciami przygotowanymi i réwnaja sie zeru dla t = tgit=1.

2 réwnania /17/ mozna otrzymac réwnanie Eulera—Lagrange a:

d_fad \ _ %
(%)% e

przy czym przez qu oznaczono wektor transponowany wektora g .

Zasade Hamiltona mozna rozszerzy¢ na uktady niezachowawcze przez uwzqglednienie wektora
uogdinionych sit zewnetrznych M , niezaleznych od uogdinionych wspotrzednych i predkosci,
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lecz, co najwyzej, zaleznych od czasu oraz uwzglednienie wektora funkcji stratnosci Rayleigha F,

zaleznej od predkosci uogdlnionych, dziatajacej wewnatrz uktadu.
Wtedy réwnanie ruchu przyjmie postac:

.d [od ad | oF =M

,v~, dt (W) - ch * c’)(f

w réwnaniu /19/ maja postas:

JI idt’
0

: : 4°
i X
i i
l{ T .

b x

| r
E 1_ R - l2
! 3 )

1 2 !
| 2 B X
[t 3
B
M -
| . YUz
I M=
b R
: 0
K )
|
i przy czym oznaczenia s3 nastepujgce:
| R — rezystancja cewki elektromagnesu,
| By ~ wspdtczynnik ttumienia hydraulicznego kotwicy,
| Uz — napigcie zasilajace cewke elektromagnesu.
Po podstawieniu zaleznosci /167, /20/, 121/, 122/, 123/ do wzoru /194 otrzymamy:
R.i+ d¥lixd _
dt Z
i ST
m-X + By-x+kox —=I J¥li x)dif| =0

” X H X X By fll/( x) di
r? 0
|
}

e R e =TT e
i

W przypadku analizowanego obwodu elektromechanicznego poszczegéine wielkosci wystepujace

19/

120/

/21/

122/

123/

124/

/25/
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