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WYZNACZANIE WSPOLRZEDNYCH UOGOLNIONYCH
DLA TRZECH STOPNI SWOBODY ROBOTA
W RUCHU CHWYTAKA PO ZADANEJ TRAJEKTORII PRZESTRZENNEJ

Do badania kinematyki robota o ruchu programowym chwytaka
wykorzystano metodg przeksztatcania i catkowania rownari wigzo
stosowang do symulacji ruchu programowego ssmolotow |3}

1. Wstep

Potoienie przestrzenne chwytaka zdefiniowane jest wystarczajaco przez okreélenie:
® wspétrzednych kartezjariskich poczatku ukiadu whasnego chwytaka wzgledem nieruchomego
uktadu odniesienia zwigzanego ze $rodowiskiem pracy robota,
® orientacji katowej ukfadu chwytaka wzgledem wspomnianego uktadu odniesienia.
W przypadku wigkszosci konstrukcji stopnie swobody robota wygodnie jest rozpatrywac dzielgc je na
dwie grupy. Stopnie swobody nalezace do pierwszej, stuza do uzyskania zadanego przestrzennego
usytuowania charakterystycznego punktu chwytaka (nazywanego dalej punktem C), natomiast pozos-
tate wykorzystuje si¢ do uzyskania zadanej orientacji katowej chwytaka. ‘
‘W procesie analizy wtasnosci kinematycznych robota interesujgcym jest znalezienie odpowiedzi na
pytanie, jak zmieniajg sie w czasie wspdirzedne uogéinione decydujace o usytuowaniu przestrzenntym
punktu C, podczas gdy chwytak realizuje ruch po z géry zadanej trajektorii przestrzennej.
W wyniku przeprowadzenia tego typu obliczeri mozna uzyskaé szereg informacji istotnych z praktycz-
nego punktu widzenia, sposrod ktérych wymieni¢ mozna chocby:

ocene mozliwodci realizacji przez robota zaplanowanych trajektorii w aspekcie osiagalnych przez
silniki predkosci i przyspieszert katowych, oraz zakresow ruchliwodci poszczegdinych par
kinematycznych,

przebiegi w czasie zmian poszczegéinych wspétrzednych, predkosci i przyspieszert uogdinionych
robota zapewniajacych realizacje zaplanowanego ruchu programowego,

a w przypadku dodatkowego wykorzystania modelu dynamiki — mozliwos¢ wyznaczenia przebie-
gow momentow sterujacych silnikéw napedzajacych poszézegélne stopnie swobody.

2. Budowa uktadu rdwnan wiezéw programowych

Trzy pierwsze stopnie swobody robota realizujgce i okreélajace przestrzenne potozenie punktu C
chwytaka oznaczone s zgodnie z rys. 1 jako:

q=col| 4y u2.43 | n

W nieruchomym ukladzie odniesienia (x1, X, X3) potozenie punktu C chwytaka okreslane jes‘przez
trzy wspéirzedne kartezjariskie
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c _
X1 = F‘ (q‘- Q2: '43)
x; = F2 (q1' 4g. ‘I3’ 12/

xg = F3 (q1, 4 qs)

Zbiér punktéw przesirzeni (xy, X9, X3) wyznaczony przez kolejne potozenia punktu C w trakcie
realizacji ruchu programowego tworzy trajektorig ruchu. Trajektoria jest wiec krzywa przestrzenng,
ktdra moze by¢ zapisana w postaci trzech réwnar parametrycznych postaci:

4%
q

Wi c
@

Rys. 1
xﬁ = x(l: (1),
Xy = x5 (8), 13/
xc = xg (t)
lub tez w spos6b rownowazny, w postaci ukiadu dwoéch réwnan skafarnych:
4.€C € _Cy _
P1 (x1. Xo x3) =0
. c e 4/
C -
® P2 (XI'XZ' x3) =0
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Trajektoria ruchu zapisana w postaci powyzszego zwiazku moze by¢ interpretowana jako krzywa
bedaca rv;ieiscem geometrycznym przeciecia si¢ powierzchni PyiPy.

Wraz z zadaniem trajektorii ruchu nalezy okresti¢ funkcje zmiany predkosei punktu C. Buduje sie w
tym celu réwnanie, ktére w formie ogéinej moze by¢ zapisane w postaci:

Ve, 5,55 = 0 | .

Obecnie sformutowany zostanie ukiad réwnan wiezéw programowych poprzez wyrazenie we
wispéirzednych uogéinionych zwiazkow /4/ i /5/.
Na podstawie /2/ réwnania trajektorii mozna zapisaé jako:

Py ] (@), x5 (@), x5 (@) = 0

/6/
Py (x fa), x5 a), x§ (@) =0
Podobnie réwnanie /5/ moze by¢ zapisane jako:
Vit §.y) = 0. /i
Ostatecznie wiec otrzymuije sie uktad réwnan ruchu programowego w postaci:
~~ P. (o ~
Plg) =] 1 (2) =0 : R
Py {4) /8/

VLG9 =0

Pierwsze z réwnari uktadu /B/ stanowi zapis wiezow geometrycznych a drugie odpowiednio wiezow
1
_kinematycznych.

3. Metodyka rozwigzywania uktadu réwnar wigzéw programowych

W celu wyznaczenia z uktadu /8/ przebiegéw w czasie wspoirzednych uogélnionych?{i predkosei
uogéinionych § nalezy najpierw dokonac pewnych przeksztatceri réwnan wiezéw geometrycznych i
kinematycznych. Dokonaé mozna tego w spos6b nastepujacy.

Najpierw dwukrotnie rézniczkuje sie réwnanie wiezéw geometrycznych

W L~ :

r 8 §=0 9/
d | 3P Jo P & ~

STy 250 1o/
dt ayq 9q

Z kolei jednokrotnie rézniczkuje sie réwnanie wiezu kinematycznego
AV . V -
RAL SULAL - UL nu
g ay dt :
Otrzymuje si¢ w wyniku tego uktad trzech réwnari rézniczkowych rzedu drugiego, ktéry mozna
scatkowac¢ po sprowadzeniu go do postaci normainej
F=Wed® 12/
Postepowanie to zostanie zilustrowane ponizej w przykladzie liczbowym.
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4. Przykiad liczbowy . ’ . !
4.1. Réwnania wiezéw — sformutowanie i przeksztalcenia

Dia ilustracji powyzszych wyprowadzeri rozwigzano nastepujacy przyktad liczbowy.

Dla konstrukciji, jak na rys. 2, nalety znalez¢ przebiegi wspbtrzednych i predkosci uogdinionych
zapewniajacych realizacje ruchu chwytaka po prostej ‘taczacej punkt poczatkowego potozenia chwy-
taka zdefiniowanego przez komplet wspbtrzednych uogéinionych

cpocz

ACPoez
ctrai rzut Py, x, \Q

Xy . Rys 2.
- 4 80°
9= g | = |30°
43 30°

ayli punkt CPOZ o wspoétrzednych
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Nan= 1.3%0%2

T ™\

N

Nin= |-0.23534

\\E-—

Przebieg zniennosci funkcii x1,x2,x3.

Rys. 7 ,
0.00 [m]]
XPO% = | 059 |m|
[ 139 Im]|
z punktem C'r3 o wspétrzednych
‘ [0.40 [m]]
7;'3' = | 0.00 [m]
0.90 [m] ]

0.000 b.210 b.420 b.630 840 1.050 1.260 1.470 11.680 1.8%0 ‘2.100

/13/

14/

przy czym funkcje zmian predkosci i przyspieszenia nalezy przyja¢ jak na rys. 3 i rys. 4. Analityczne

zwigzki opisujace predkosc i przyspieszenie punktu C sq nastepujace:
[ 2

0<t<tl : V(1) =at"; Vprimm = 2at;

) = 2 . = SRY
t, <t <4:V {t) = —a(t—tz) + vmax, Vprim(t) = —2alt t2),
ty <t <t3 Vit = vmax; Vprimm =0;

. - 2 - .
t3<t<t V1) = —alt-t) +V hax vprim(t) = —2alt—t,);

. - 2,
ty<t<t: VY -a(t—-t5) ;

5 vpri m(t) = 2a(t—t5);

tg <t V=V (=0

prim

115/
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cPocz

W
L

CPOZ =0 (oK)
C'1 >t =105 [sek)
€2 =175k

Xz

Rys. 8.

b Gdy, zgodnie z zatozeniem, trajektorig jest prosta Przestrzenna, réwnanie /4/ przybiera postac¢

\1 Agxy +Byxg + Cyxg + Dy = 0

| ;A2x1 +Byxy +Coxg + Dy = 0 116/
i w wyniku pierwszego rézniczkowania otrzymuije sig

Agxq +Byxy + Cix3=0

| {%§+%§+q%=o ad
Wprowadzajac oznaczenia
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~ *1
Pi= LALBL G X=|x
X3
mozna zapisa¢ /17/ jako
BX=0, i=1,2
Wektor X’ zwigzany jest ze wspétrzednymi uogdinionymi przez ponizsze zwigzki:
xq = cillosy + Lasyg)
xp = s1(L252 + Lgsy3)
_ x3 =Ly + Lyey + Lgcy3
Przy czym stosowano nastepujace oznaczenia
s = sinfy), ¢, = coslqy),
Sm = sinfuy +ap),  Cm = cosly, + qpph
Nastepnie obliczajgc pochodng wektora X otrzymano
. %-an
przy czym sktadowe macierzy 5 53 nastepujace
O = S1ftas2 t Lasaa) cyllyey + Lgez) Lycieyg
Cyilasy + Lgsyal sqllacy + L3cy3) Lgsiepg

o L2y~ L3saz  -Ll3sy
Rézniczkujac dalej /19/ otrzymuie sie '
i F1X+Px=0 '
Zgodnie z /22/ jest
X—0q+0q
awiec /24/ przy]mule postaé
P (Oq+()q)— i=1,2.
Oznaczajgc i
L=3%
otrzymuje sig /26/ w postacn
Q5+D ¥ =0,  i=1,2.
lub

T+ 1] -0
§To'PY + TP =0
Z kolei réwnanie wiezu kmematycznego {warunek na kwadrat predkoécl) mozna zapisaé jako
V2 (t) —lx) X=0
Dokonujac jednokrotnego rézniczkowania otrzymuije sie
GVEﬁHﬁT—chVdO=O

NV A A BT wecr WWR

/18/

119/

20/

121

122/

123/

124/

125/

126/

121/

f28/

129/

130/

131/
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Korzystajac z /29/ i /31/ mozna zapisac przeksztatcony uktad wigzéw programowych w postaci

&2 @7 @7
Fl|G+| T @) |=0 132/

GFo| |HTT-vv,
gdzie
Fi= @7 @ 133/
W tym wypadku wektor W okreslony przez /12/ ma postac
FT T[T 7
~ ~T ~T ST
W= — F 2 (1..) (P)2
GTg| |KTC~ vV,

4 2. Przedstawienie wynikéw chliczerd

134/

Catkowania uktadu /32/ dokonano przy uzyciu metody Rungego—Kutty, po sprowadzeniu go do
uktadu szesciu réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego przedstawionych w postaci
normalnej. i

Wykresy przedstawiajace przebiegi q (rys.5), q (rys. 6), X (rys. 7), V(1) (rys. 3} i \‘/c(t) (rvs. 4)
wykonano zapisujac wyniki obliczeri w postaci zbioréw dyskowych i nastepnie korzystajac z wiasnego
programu WYKRES.

Zbiory dyskowe wynikéw zaktadano dla kaidej ze zmiennych tak, aby zawieraty one po
600 punktéw di/skretyzacji wybranych réwnomiernie na skali czasu przedziatu catkowania. W ten
spos6b wykorzystano rozdzielczosé monitora i uniknigto koniecznosci taczenia punktéw poszczegdl-
nych krzywych wykresow.

Na rys. 8 przedstawiono wybrane konfiguracje robota dia wybranych czasow: 0.0, 1.05, 1.75 |sek|.
Geometria robota okreslona jest przez Ly = 0.8 mi, L, = 0.432 |m), L3 = 0432 [m].

8. Uwagi koficowe

I. Wsp6irzedne punktu CPOCZ wyznaczono na podstawie zadanego wektora wsnéirzednych uogdinio-
nych. Gdyby zadanie sformutowano tak, ze podane sj jedynie wspStrzedne kartezjanskie tego
punktu, nalezaloby wyznaczy¢ wspbirzedne uogéinione przez rozwiazanie zadania kinematycznego
odwrotnego. Mozna to uczyni¢ znanymi metodami opartymi choéby na analizie zwiazkéw trygono-

metrycznych, tatwiej jednak wykarzysta¢ metode zaproponowana w tej pracy. Wystarczy bowiem: .
a) obra¢ dowolny zestaw wspdirzednych uogdinionych,

b) na tej podstawie znalez¢ potozenie , wyjéciowe’" punktu C,

¢} napisa¢ réwnanie trajektorii taczacej ten punkt z punktem CPOCZ, dia ktérego konfiguracja robota
jest poszukiwana.

d) zatozyé dowolny niezerowy przebieg predkosci i scatkowa¢ uktad wiezow programowych, przy
czym rozwigzanie otrzymuje si¢ w momencie pokrycia si¢ punktu cehwil ; punktem CPOCZ,

11, Odnosnie zwigzkéw analitycznych /6/, /7/ opisujacych rownania wiezow nalezy zatozy¢ dia
réwnania /6/ spetnienie warunku przynaleznosci do klasy Cz, a dla réwnania /7/ odpowiednio
klasy cl.
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