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sumy modutow btedow oszacowania

parametrow modelu
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W artykule przedstawiono zasady wyznaczania estymatora w sensie najmniejszej su-
my modutow bledow modelu wyjscia uktadu. Podano efektywny algorytm obliczenio-
wy oparty na wykorzystaniu algorytmu wazonej najmniejszej sumy kwadratow w we-

rsji off-line jak i w wersji on-fine. Poréwnane zostaty wyniki uzyskiwane za pomoca
tego algorytmu z wynikami oszacowari w sensie najmniejszej sumy kwadratéw big-
du. Podano przykfad zastosowari dia obiektu opisanego réwnaniem statycznym.

WPROWADZENIE

Metody najmniejszej sumy kwadratow btedéw (NSKB)
sg stosowane w nauce i technice i sg bardzo popular-
ne ze wzgledu na jednoznaczno$¢ [1, 2] i globalnos$é
rozwigzan oraz prosty, efektywny algorytm obliczenio-
wy. Celem tych metod jest wyznaczenie rozwigzania
w takim sensie, aby suma kwadratéw réznic miedzy
wynikiem oszacowania za pomocg modelu i rzeczywi-
stg wartoscig byta jak najmniejsza. Postgpowanie to
jest w przypadku, gdy straty bedgce wynikiem btedu
modelu sa kwadratowo zalezne od popetnionego bte-
du, np. podczas szacowania strat w modelach wielko-
Sci elektrycznych. W przypadku tzw. zagadnieri minima-
lizacji wydatku, gdy wskaznik jako$ci jest proporcjonalny
do wartosci bezwglednej btedow, ten spos6b podej-
$cia jest mniej uzasadniony i moze prowadzi¢ do znacz-
nych btedéw, np. rys 1a.

Estymator najmniejszej sumy wartosci bezwzglednej
(NSWB) jest niewygodny w obliczeniach, poniewaz pro-
wadzi do wskaznika, ktérego warto$¢ nie ma ciggtej po-
chodnej wzgledem poszukiwanych parametrow. W przy-
padku estymatora NSWB wptyw zmian réznicy miedzy
wyjsciem z modelu i wartoscig zmierzong jest taki sam
zaréwno w przypadku matych jak i bardzo duzych bte-
déw, co prowadzi do oszacowari bardziej bliskich war-
tosciom oczekiwanym, rys. 1b.

Zadanie wyznaczenia modelu uktadu, opisanego przez
zbiér pomierzonych wartosci wyjsciowych Y= {y;, i=1, ..., n}
oraz zbiory wartosci Xj= {xji, i=1,..., n} réznych wielkosci
j=1,...,n, ktére mozna rozwazac jako sygnaty wejsciowe,
mozna formalnie przedstawi¢ jako poszukiwanie liniowej
funkcji

y;i= Z=0cixij, =1, .,n (1)

gdzie o= [o, Q.5 ..., oy ] 0Znacza wektor nieznanych pa-
rametrow modelu. Oszacowanie w sensie NSKB bedzie
oznaczaé wyznaczenie modelu (1), ktéry minimalizuje
wyrazenie
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n
Insks = Z(Yi—-yj)z )

j=1
Oznaczajgc nastepnie przez Y = [y, y,, ..., ¥,]” transpo-
nowany wektor zawierajgcy pomierzone wartosci sygna-
tu wyjsciowego oraz X =[x, X,, ..., X, ]’ macierz zawie-
rajacg wektory x; = [x;;, Xjp, .., X;,]” WejS¢ modelu,
wowczas oszacowanie wektora wspoiczynnikéw mode-
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Rys. 1. Oszacowanie przebiegu y(x;) wyznaczone w sensie:
a) NSKB, b) NSWB
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lu oo moze by¢ okreslone za pomoca estymatora NSKB
za pomoca wyrazenia

OlnskB = [X, X]_1 X’Y (3)

Powyzsza zalezno$é moze by¢ wyprowadzona bezpo-
Srednio na podstawie warunku koniecznego minimum
wyrazenia (2), ktdre jest funkcjg ciagta wspotczynnikéw
wektora o*. Rozwigzanie (3) jest jednoznaczne i ma cha-
rakter globalny.

Oszacowanie w sensie NSWB bedzie okreslone przez
model, ktéry minimalizuje wyrazenie

INSKB=2 ij-_)A’j I (4)
j=1
Wyrazenie powyzsze jest ciagla funkcja wektora o, ale

wytacznie klasy C0 i posiada punkty nieciggtos$ci w miej-
scach, ktérym odpowiadajg lokalne minima wskaznika (4).

ESTYMATOR W SENSIE NSWB

Mozna wykazac [3], ze oszacowanie w sensie NSWB w od-
niesieniu do modelu (1) spetnia nastepujaca zaleznosé

dnsws = [X'EX]"'X’EY (5)
gdzie macierz E petni role wspétczynnikéw wagowych

E=diag {e,, ¢,, ..., €, },

(6)

gdzie €= 1/ l Y; —yj(aNSWB) , J=1, as B
przy czym ’y\j(aNSWB) oznacza wyjscie modelu obliczo-
nego w sensie NSWB. Zaleznos¢ (5) stanowi estymator
Zw. .wazonej” najmniejszej sumy kwadratéw btedu mo-
delu, np. [1,2].
Podstawowg trudnoscig w wykorzystaniu formuty (5) jest
soniecznos$¢ znajomosci bledéw modelu NWSB przed
obliczeniem tego oszacowania. Poniewaz model ten nie
©=st znany, mozna w tym celu wykorzystaé oszacowania
o¥edu wyjscia modelu za pomocga estymatora NSKB (3),
2 nastepnie iteracyjnie wyznacza¢ model NSWB w przy-
padku algorytmu off-line. Mozna zatem zaproponowacé
mastepujacy algorytm obliczen dla wyznaczenia osza-
zowania w sensie NSWB w wersiji off-line.
;hwyznaczyé oszacowanie ocNSWBO (5) przyjmujac ejzl,
@3=1.....n,

onsks = [X' X' XY 7)

2 Wyznaczy¢ btedy w oszacowaniu wyjscia z modelu

§= ij_yj(aNSWBO) ,j=1, .., n

oraz podstawi¢

€=

1/g;, g>¢€
ej=0

gdzie £ ;. moze by¢ okreslony na podstawie btedow
kwantyzacji pomiaréw

E=diag[e,, €,, ..., €,] (8)

3. Wyznaczy¢ oszacowanie oygwg! (6) z wagami €
okreslonymi w (8).

4. Etapy 2 i 3 powinny by¢é powtarzane, az do chwili uzy-
skania wtasciwej zbieznosci.

W przypadku algorytmu w wers;ji on-line obliczenia moz-
na wyraznie uproscic¢; powstajgcy na biezaco model sam
stanowi podstawe do szacowania btedéw. Odpowiedni
algorytm ma nastepujaca forme.

1. Oszacowanie btedu wyjscia modelu dla chwili o inde-
ksie j

gjzyj—[xlj, D ST ij]OLNSWB (j-D ©)

2. Oznaczenie wielkosci wagi z jaka nalezy wprowadzi¢
dane z chwili j

(10)

i

_{1/|sj|, |ej| = -
B 0, |sj|<smi

n

3. Obliczenie wektora filtrowanych wej$¢ do modelu

vj:[xlje, Xpi€s wvor xkje], Vi€ Rk (11)
lvlj:[P"'Vj,Pj_le]-l, W, re RK (12)
V=P v Te Rk (13)

4. Modyfikacja wspotczynnikow modelu

Onswe() = Onswe( —1)+sign(£j)yj
(14)

onswe(D=10,0, ..., 0], By R

5. Modyfikacja oszacowania macierzy kowariancji

=[1— kxk
P)-—[l ijj]Pj_l, P}-eR

(15)
Py=diag(A, A, ..., A)

przy czym p jest wspdiczynnikiem zapominania, pe (0.95, 1.0).
Wszystkie z wymienionych krokéw obliczeri odpowiadajg
standardowemu algorytmowi w sensie NSKB z wyjat-
kiem (11), przemnozenia wejs¢ do modelu przez btad e.
Warunki poczatkowe P, sg okreslone przez Ae (103, 109).
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Tablica 1.
Poziom Metoda Inskn Inswa Insweo
zaktoécen f o, o, 0Oy
0,01 13,298
RNSKB 0,9643 0,5007 -2,0719 17,241 29,802
RNSWB 1,0107 0,5007 -1,9797 15,442 20,254
NSKB 0,9643 0,5007 -2,0720 10,773 21,336
NSWB 1,0073 0,4997 -1,9858 10,994 12,203
0,1 132,97
RNSKB 0,6427 0,5071 -2,7195 1634,03 294,30
RNSWB 1,1155 0,5316 -1,8134 1235,62 171,09
NSKB 0,6427 0,5071 -2,7196 1077,15 213,36
NSWB 1,0729 0,4974 -1,8582 1098,83 122,04
0,4 531,90
RNSKB -0,4293 0,5282 -4,8780 26044,2 1175,95
RNSWB 1,2850 0,6131 -1,4332 18516,6 626,69
NSKB 0,4293 0,5282 -4,8780 17234,4 853,44
NSWB 1,2914 0,48797 -1,4330 17581,3 488,13

POROWNANIE OSZACOWAN ZA POMOCA
ALGORYTMOW NSKB | NSWB

W przypadku zaktécen o charakterze przypadkowym
i symetrycznym rozktadzie, oszacowania NSWB bedg
prowadzi¢ do wynikéw bardzo zblizonych do uzyska-
nych za pomocg oszacowari NSKB. Rdznice sg widocz-
ne dopiero w obecnosci silnie asymetrycznych zaktocen
przebiegu sygnatu wyjsciowego. Jako przyktad zostat
przebadany sygnat opisany nastepujacymi réwnaniami
y(k)=1,0%v(k)+0,5%v,(k)-2,0%*v;(k)+e(k)
v,(k)=0,01*k+0,05*sin(0,1*k)+0,1*p, (k)

v, (k)=0,0095*k+0,05%sin(0,0095%k)+0,2*p, (k)

v, (k)=0,2-0,005*k+0,033*p (k)

e()=f*[p,()+3 (k)]

8(k)=100 dla (k+49=0), k=1, ..., 500

przy czym p, + p, stanowity wzajemnie niezalezne, lo-
sowo generowane. Zaktdcenie 6(k) miato za zadanie
modelowaé pojedyncze, silne impulsy znieksztatcajace
sygnat wyjscia. Poszukiwany model obiektu zawierat
trzy sktadniki

Y (k)= 01V ()0, vy () +03 v (K).

14

Oszacowania wartosci wspotczynnikow o, o, o5 byfy
prowadzone za pomocg metod NSKB i NSWB, odpo-
wiednio do wskaznikéw (3) i (6). W przypadku algoryz-
moéw iteracyjnych on-line NSKB i NSWB zastosowano
ten sam algorytm (9) - (15), przy czym dla algorytmu
NSKB podstawiano e;=1. Obydwa algorytmy rozpoczy-
naly obliczenia od tych samych zerowych warunkéw po-
czatkowych oraz zastosowano te same parametry algo-
rytmu A=105 i p=0.995.

W tablicy 1 zostaty przedstawione wyniki oszacowan
wspotczynnikow o, o, o3, wyznaczonych dla réznych
pozioméw zaktdcen wraz z btedami modeli okreslonyms
za pomocg wskaznikow Iygxp, Ingwg- Wskaznik Iyguse
byt liczony tak jak Iy ale dia nominalnych wspétczyn-
nikéw. W przypadku oszacowan off-line stosowano
wytgcznie podwdjne powtérzenie obliczen — etap 4 w
podanym algorytmie.

Dla tego samego poziomu zaktdcen zostaty przed-
stawione oszacowania sygnatu wyj$ciowego dla obu
modeli (rys. 1ai 1b). Pomimo bardzo silnych impulsow
zakt6cajacych oszacowania uzyskane na podstawie
modelu wyznaczonego metodg NSWB byty bardzo
bliskie wartosci sygnatu modelowanego — rys 1b. Osza-
cowania w sensie NSWB pozwalaty uzyskac¢ wartosc
wskaznika Iygwg Wyraznie zbiezne do wartosci okre-
$lonych przez Iygwpgo- ROZnice w oszacowaniu tego
wskaznika za pomocg oszacowan w sensie NSKB s3
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PODSUMOWANIE

Py

Opisany algorytm oszacowania
na podstawie wskaznika Iygwg
wykazuje wyrazng wyzszo$¢
nad oszacowaniami uzyskany-
mi w oparciu o wskaznik Iyqkp
w przypadku niesymetrycznego

WWW

R

W

rozktadu zakt6cen. Nalezy jed-
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350

nak podkresli¢ fakt bardzo
podobnych wynikéw uzyskiwa-
nych dla zaktécen o charakte-
rze symetrycznym — w takim
przypadku nie mozna moéwié
0 zdecydowanej wyzszosci jed-
nego estymatora nad drugim.

Analizujgc uzyskane wyniki,
mozna zaobserwowaé lepsze

40 40

szacowanie przy zastosowaniu

Rys. 2. Oszacowania wspotczynnikow modelu 0.y, Ol,, 03 wyznaczone w sensie NSKB dla

zaktocen f=0,1

metody on-line (RNSWB) niz za
pomocg algorytmu off-line
(NSWB), zwtaszcza dla wigk-

szych pozioméw zakioécen. Ten
pozornie nieoczekiwany efekt

jest w petni wyttumaczalny —
w przypadku metody rekursyw-
nej, algorytm jest wyposazony
w filtracje (wprowadzang przez
wtasciwe oszacowanie btedu
modelu) ulepszang co krok ite-
racji, a wiec poprawiang ok. 500

razy podczas, gdy w algorytmie

off-line, krok 4, zostat powt6rzo-
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350

ny wytacznie jeden raz.

Przyktad obiektu statycznego
zostat wybrany w celu uwypu-
klenia wptywu zakiécen impul-

400 450

)
W

sowych na oszacowania wspot-
czynnikbw modelu. W przy-
padku modelu uktadu dyna-
micznego, efekt ten bytby mniej
widoczny, poniewaz impulsowe

zakiocenie sygnatu wyjsciowe-

Rys. 3. Oszacowania wspotczynnikow modelu o, o.,, oi; wyznaczone w sensie NSWB dla

zaktécen f=0,1

bardzo znaczne. Na wykresach (rys. 2 i 3) przedsta-
wiono wyniki oszacowan wspotczynnikow oy, o, O
modelu uzyskane dla poziomu zaktécen f =0,1. Nale-
Ty zwroci¢ uwage na bardzo szybka zbieznos¢ osza-
cowan wyznaczonych metodg RNSWB. Po 40 poczat-
sowych krokach oszacowania te, zblizone do wartosci
mominalnych, byty praktycznie state, podczas gdy osza-
cowania uzyskane metodg RNSKB wykazujg wolniej-
sz3 zbieznos$¢ oraz wyrazng wrazliwosé na chwilowe,
pw=fowne zaktdcenia.

go wchodzitoby do struktury re-
gresyjnej modelu i efekty znie-
ksztatcen oszacowan bytyby bardziej roztozone na
wszystkie wspotczynniki modelu.
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Abstracts

Application of the index of minimum sum of error modules
for the estimation of model parameters

Krzyszof B. Janiszowski- — p. 12

The paper presents estimates derived in sense of least sum of ab-
solute errors (LSA). Direct minimization of LSA not possible, an
approximate formula for LSA assessment for regressive models
is derived. This formula is based on a stable and fast least squares
sum (LSS) assessment algorithm. In case of off-line approach it
yields repetitions of weighted LSS assessment but in case of on-
line recursive scheme it.



