DWUWYMIAROWE UKLADY
Z ODCHYLONYMI ARGUMENTAMI
ORAZ DWUWYMIAROWE UKLADY BILINIOWE

Tadeusz Kaczorek
Politechnika Warszawska

Wprowadzono nowe modele 2-W ukladow cnagio-dyskremychzodchylonyml argumentamx oraz
2-W ukladéw biliniowych, Podano metodg wyznacmma rozwiazania i odpowwdz: regulamych ukiadow
ciagto-dyskretnych z op6znieniami oraz wzory na rozwiazanic 2-W modeli biliniowych.

1. Wprowadzenie

Podstawowym: modelami lmlowych ukladéw dwuwymiarowych (2-W) sq modele podane przez Roessera [31],
Fornasiniego i Marchesiniego [5,6] oraz Kurka [27]. Singulame modele 2-W uktadéw liniowych dyskretnych
zostaly wprowadzone w [15] , ciaglo-dyskretnych w [22], a biliniowych w [13,14]. Uklady 2-W z
odchylonymi argumentami byly rozpatrywane w pracach [17,19,23]. Podstawowe wyniki dotyczace ukladow
biliniowych jedno-wymiarowych (1-W) moma malez¢ w pracach [1-4,7,9,11,30]. Przeglad wynikow
dotyczacych 2-W ukladéw liniowych zawieraja prace [29,16,12,25,28,32]. Celem tej pracy jest podanie
metody wyznaczania rozwigzan nowych modeli 2-W uktaddw ciagto-dyskretnych z odchylonymi argumentami
oraz 2-W uklad6w biliniowych.

2, Modele 2-W ukladéw liniowych i biliniowych
2.1. 2-W modele cigglo-dyskretne ukladéw liniowych z odchylonymi argumentami.

Wezmy pod uwage 2-W model ciaglo-dyskretny ukladu liniowego z odchylonymi argumentami opisany
réwnaniami

Ex(t,k+1) = Ax(t, k)+Ax(t k)+A x(t,k +1)+ Bx(t —d, .k —d,)

2.1
+B¥(t ~d,, k ~d,)+ B,x(t —d, ,k —d, + 1)+ Coult, k) + Ci1, k) + Ciu(t,k +1) @12)

y(t,k) = Dx(t,k) + Du(z, k) t,d eR,, kd, €Z, T @1b)

Ox(1,k)
ot

przy czym i(t,k) = , .x(t,-k) €R" jest semiwektorem stanu, ult ,k) €R™ jest wektorem

wymusze, (k) € R? jest wektorem odpowicdz, E € R™", 4, e R*",B, eR™", C, eR"™,
i=0,1,2, D, eR™",D, e R™", R®" jest zbiorem gxn wymiarowych macierzy o elementach
rzeczywistych, a R, i Z, s odpowiednio zbiorem nieujemnych liczb rzeczywistych i catkowitych.
Jezeli ¢ # n b detE = 0 gdy g = n, to mode} (2.1) nazywamy singulamym (uwiktanym).
Jezeli ¢ = n oraz detE # 0 to model ten nazywamy standardowym. W tym przypadku mnozac lewostronnie
(2.1a) przez £ otrzymamy model z macierzq E = I, (macierz jednostkowa).
Jezeli ¢ = n oraz detE = 0 ale

detl Esz — A, — Ays— 4,2~ Bye™ 27 ~ Biseh 2™ ~ Bye™z H4]=0

dia pewnych s €C (cialo liczb zespolonych), to model (2.1) nazywamy regulamym.
Jezeli d, >0 oraz d, > 0, to model (2.1) nazywamy modelem z op6znieniami, a jezeli d) <0 oraz d, <0,

to modelem Z przy$pieszonymi argumentami (przyspieszeniami).
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Jezeli wszystkie lub niektore elementy macierzy E, 4,,B,,C,,i =012, D, oraz D, zalezy od tik,to
model (2.1) nazywamy modelem o zmiennych wspélczynnikach. ' ‘

Z 2.1y dla C, =0 oraz C, = 0 otrzymujemy pierwszy uogélniony 2-W model Fornasiniego-Marchesiniego
ciagto-dyskretnego ukladu liniowego z odchylonymi argumentami. Podobnie dla 4, =0, B, =0 oraz
C, = 0 otrzymujemy drugi uogdlniony 2-W model Fornasiniego-Marchesiniego ciaglo-dyskretnego liniowego
ukladu z odchylonymi argumentami.

Uogdlniony 2-W model typu Roessera ciaglo-dyskretnego ukladu liniowego z odchylonymi argumentami ma
postaé

E[:E::)H)] [A" ][ E:g] [ﬁ: 2‘;1 hg:l:,,fj ﬂ{ ](z k) | @22)

x*(r, k)
Wt.k)=[Dy D, +Du(t,k) ,t,d €R,, kd, eZ, " 2b)
x"(t,k)
. ax(”k) h m o . Ay
przy czym x(t,k) = 5 * (t.k) € R™ jest horyzontalnym semiwektorem stanu, x”(, k) € R™ jest

wertykalnym semiwektorem stanu, u(z,k} € R” jest wektorem wymusze, {1,k) €R? jest wektorem
odpowiedzi, a A,,,B;, e R**, 4,,B,, eR*™ 4,.B, eR"™ A4, B, e R®™ C, eR*™,

Cy €R™™ D, € R"™ D, e R”™ D eR"™"

Analogicznie, jak dia modelu (2.1), uogélniony model typu Roessera (2.2) nazywamy singularnym, jezeli
G #h,q, # 0, lub detE=0, gdy ¢, =7,,q, =7,. Jezli E jest macierza kwadratows'i det E#0 to

model (2.2) nazywamy standardowym. Model (2.2) nazywamy regulamym, jezeli q, =7,,q, =7, i det
E=0ale

Es-A,-Be* 4z E,z- ¢4z
detl: 1 N~ Oy -m,z . »Enz—4,-B, = 0 dlapewnych §,z eC,
E,s~ 4y —B, ez Epz— Ay, - Bez%

przy czym .
E E - -
E= 11 12]7 E‘ equm\ E Equxu‘

[EZI EZZ '

Latwo wykazaé [12,19], ze uogoiniony model typu Roessera (2.2) jest przypadkiem szczegélnego modelu
2.1).
2.2. Modele 2-W ukladéw biliniowych.

Wezmy pod uwagg nastgpujace dwa modele typu Fomasxmego—Marchesxmego 2-W ukladéw blhmowych
X m = dgxy + A4 PR ;7% A +Z a1,y lkxl+|j +Z"ﬂ;+l 2% +C My +Con S+

i,jeZ, 23)

n
X
Xpagn = AoXy + AiXp; + Ay, +z e Bistiey +Z X Bt 0 + Cl”ul,j +Couy 5,
o .
ijez, @49

T, .
przy czym x,:= [xi',.,x;,...x{,’] jest lokalnym wektorem stanu w punkcie (7, /) € Z, x Z, , a gémy indeks

T omacza transpozycje, u; —[u‘,,uy, ] jest wektorem wymuszen, AO,A,,AZ,B,,{,B" eR™,
B, ,B;,.C,,C, eR"™,
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Réwnanie wyjscia obu modeli ma postaé
Yy =Dx,; + Hu
przy czym Y € R” jest wektorem odpowiedzi w punkcie (7, /), a D € R HeR

Warunki brzegowe dla (2.1), (2.3) oraz (2.4) sa dane w postaci
X, dla i€Z, oraz x,, dla jeZ,

pxm

(2.5)

26

Niech B% (BS,) bedzie gta (g =1,...,n) kolumng macierzy By, (By,), a B} (B;) bedzie g-ta

(g=1,...,m) kolumna macierzy B}, (B;,).Zauwazmy, ze

n

inkﬂ,jBl'kuiH i Z u(zBu”"m j) "Z(me )Blk )"m 7
k=1 e

k=1 q—l k=t
oraz

St B, <t S0 ) 5 S et ot
k=1

q=1 k=1 \g=1
Z zalemmodci (2.7) i (2.8) wynika, 2¢ :
B} =B dag=1..,n; k=1..,m. i
Analogicznie mozna pokazaé, ze dla
B, =B} dag=1..,n;, k=1,...m

Korzystajac z (2.9) mozemy réwnanie (2.3) napisaé w postaci (2.4), a réwnanie (2.4) w postaci (2.3).

Oznaczamy _
7,=u, ®1, =[ul L] Ep= g @1, =[x}1,. 51, %)

gins

przy czym ® ozacza iloczyn Kroneckera oraz

_ Bl’l 82'1
B [BnaBlz: ’ Br= Bl'z B= B2,2
— 1~ : P 2 P
B,: [ 215 B2 Bzm] : i
Bl'n B2,"

Korzystajac z powyzszych oznaczen mozemy (2.3) i (2.4) napisaé w postaci
Xt gt = onv (A +B7, 184 ,) Xi1,) +(Az + Bzﬁv.m)xt.m + Clqu,j + C2“i,j+1

Xpagn = AoXy H AX ; + Apx 5+ (fi+l,j§l'+ G )“m,j + (’?i.mBz' +C, )ui.j+l
Model typu Roessera 2-W ukiadu biliniowego ma postaé

h
['*"] (A+Zu,, )[ } Cu, ijez,
xlj+l 11 -

h k ‘
X, " x m Ty P
[ ': j:|= A[ (:KZx;" B, +Z"¥Bz, +C)uﬁ hj€z,
X, x‘f g=1 =1

1,741

lub

@7

28)

(2.9a)

(2.9b)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

przy czym: x,, jest g —ta skladowa horyzontalnego wektora stanu xy €R™ w punkcie (7, /),x; ! jest
I-t3 skladowa wertykalnego wektora stanu x; € R® w punkcie (/, J).u; jest k—ta sktadowa wektora

Wymuszed 4, € R”, aA,B,,C B,_,B,, sa macierzami rzeczywistymi o odpowiednich wymiarach.

1q?
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Réwnanie wyjscia obu modeli ma posta¢

x)
v, =D| " |+Hu, ijez, 2.14)

przy czym y, € R” jest wektorem odpowiedz w punkcie (7, j),a D € R, m=n, +n,, H eR”". |
Warunki brzegowe dla (2.12) i (2.13) s dane w postaci
xo; dla jeZ, oraz x;, dla ieZ, 2.15)
Niech .
B, =[B:',...,B:”,B:‘ ,...,B;""], k=1,.,m

B, =|[Bl,....By} By =[By.... B} a = L.m I =, m,

L7
Z poréwnania zaleznosci

“ x; o k phy hg L kpvi v
k
2 u; B, L= Z u,.J.B,, X, +§ z u”B, x; (2.16a)
k=1 x,.j k=1 g=t k=1 J=1
oraz
< h & v U knpk hg L kpk v
q —
> x; B,quv+2 x; Byu, = Z E u; B, x; +§ > u; Byx; (2.16b)
g=1 I=1 k=1 g=l k=1 I=1

wynika, z¢ By =B}, dla k=1,...,mq=1...,n, B} =B dla k=1...ml=1...,n, (.17

Korzystajac z (2.17) mozemy przeksztalcié réwnanie (2.12) w réwnanie (2.13) oraz odwrotnie réwnanie
(2.13) w réwnanie (2.12).
Zauwazmy, z& (2.12) mozna napisaé w postaci

Xis1.j % -
. = (A + Big, . +Cuy ihjeZ, (2.18)
X141 i
przy czym
_ B:=[B,,B,,....B,} #;=u,®I,
Defininjac '
xf‘ A B Cl
i 1 H 1
L= A= , B:= ,C= , A, eR™"" A m o g xmm
X; L;} l:AJ [szl [C;:| | € . ER®™,B, e R"™ B, eIli .
C/ eR™™ ,C; € R™™ zrbwnania (2.18) otrzymamy
X o= 0 M L R Y N + & 2.19
i+1,j+1 Az +B217i¢1,j i+, 0 1 f+1 Cz' i+1,j 0 ui,j+l ( d )

Z por6wnania (2.10) oraz (2,19) wynika, ze 2-W model typu Roessera (2.12) jest przypadkiem szczeg6lnym
modelu (2.1).
Zauwazmy, 7e modele (2.10) i (2.18) mozna napisa¢ w postaci

— 1 2 )
Xisr o1 = ony + Ai+1xl+1.j + Ai,j+lxi.j+l + Cl"m./ +Cz":,/+| (2.20)

oraz
h p
P I
=4 |+ cu, @21)
xl'.[‘l x(f
przy czym
1 ¥ D = = -
Ao, =A+Bi, ,, Af?j-bl =4, +B%, ,,, 4 = A+ B,
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Dla danych u; (2.20) oraz (2.21) sa modelami 2-W ukladéw liniowych 2 zmiennymi wspolczynnikami.
Wykazali$my wiec nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 2.1. Model typu Fomasiniego-Marchesiniego (2.1) oraz model typu Roessera  (2.10) 2-W
ukladéw biliniowych sa réwnowazne modelom (2.20) i (2.21) ukladéw 2-W o zmiennych wspélczynnikach.
Podobne wyniki otrzymamy dla modeln (2.11). ’

3. Wﬁnamnie rozwigzar modeli.
3.1. Wyznaczanie rozwigzania uogélnionego modelu regularnego.

Aby uproscié oznaczenia réwnanie (2.1a) piszemy w postaci
Ex(t,k+1) = Ax(t,k) + Ax(t,k) + A,x(t,k +1) +

(3.1a)
+Bx(t-d, k~d,) +Bi(t~d k~d,)+Bx(t—d k-d,+1)+ f(1,k)
przy czym
F(t,5):= Cult, k) + Ca1, k) + Cpu(t, k +1) (3.1b)
Zakladamy, ze g = n, det E = 0 oraz
det{ Es— 4,]# 0 dla pewnych s €C ! (3.2)
Wiadomo, ze [8,12] jezeli jest spelniony warunek (3.2) to istnieja macierze nieosobliwe P,Q € R™" takie, ze
I.s—-4, O
Es-4]0=| " 3.3
PlEs-4,]0 [ 0 NS_IJ 63

przy czym n, jest réwne stopniowi det[Es— Az], n:=n-n, 4, e R N eR™™ jest macierzg
nilpotentng z indeksem v (N> # Ooraz N* = 0). Zauwazmmy, e jezeli zachodzi (3.2) to model (3.1a) jest
regulamy. Mnozac lewostronnie (3.1a) przez P, wprowadzajac nowy wektor

0 - x,(t,k)
1¢) x(t,k)._L2 (d)

oraz korzystajac (3.3) otrzymamy
B (5 +1) = Ayx, (6, k) + Ay (1,5) + A%, (1,8) + A%, (1,k) + Ay x, (6, k +1) +
+Byx,(t~d,,k-d,)+ B,x,(t-d,,k—d,) + B %t - d\, k- d,) +

], x,(t,k) R, x,(t,k) e R™

3.4
+‘Bl2x.2(t -dg,k—dz)+Bz|x| (t—d,,k—dz +1) +Bzzx2.(’ -d,k-d, +l) +f;(t’k) e
Nfz("k + l) = Aosxl (t’ k) + AMx2(t: k) + Alsfl(t’ k) + A|4x-2(t’k) + xz(t’ k+ 1)+
+Byyx,(t —d,,k ~d,) + Box,(t ~d\,k~d,)+ B,%,(t ~d, k- d,) + B, %, (1 —d, .k -d;) + (3.4b)

+Byx,(t~d, k~d, + 1)+ B,x,(t ~d,,k~d, +1)+ f,(t,k) dla teR, keZ,
Przy czym

PA}Q = [Akl An

_ _ Bﬂ Bﬂ . = fl(t’k)
],k—o,l, PB,Q-[Bﬂ B,..]’ j=0,12, Pf(t,k)—[ f,\(i,k)]

Macierze 4,,, B, k=0,%i=1,2734; j=0,1,2 oraz wektory f,(t,k), f,(t,k) maja wymiary zgodne z
Wymiarami x, oraz x,.
Niech warunki brzegowe dla (3. 1a) beda dane w postaci

x(1,k) oraz ¥{t,k) dla t > ~d,,~d, Sk <0 i~-d St<0,k>0 (.5)

AkS k4

Teoria sterowania ’




Zakladamy, ze warunki brzegowe (3.5) oraz u(t,k) 53 (v + 1) - razy n6znikowalne wzglgdem 7 . Warunki
brzegowe (3.5) nazywamy dopuszczalnymi jeZeli dla danego u(t, k) istnieje rozwiazanie x(t, k) réwnania
(3.1a). Znajac (3.5) mozemy wyznaczy¢ warunki brzegowe dla réwnan (3.4) z zaleznosci

x,(1,k) x,(t,k) -
Zauwazmy, 2 réwnania (3.4a) i (3.4b) sq sprz¢zane przez macierze 4, 4,5, 1=0,1, B, B, j=0,1,2.
Jezeli wigc przynajmniej jedna z tych macierzy jest niezerowa, to réwnania te nic moina rozwiazywal
niezaleznie. Aby wyznaczyé rozwiazania x,(1,k), x,(t,k) réwnan (3.4a) i (3.4b) z warunkami brzegowymi
(3.6) wezmy pod uwage te téwnania dla k=0
(L) = Ayx, (80) + Fo(f) . N2 (6,1) = x,(1,1)+ F(8) G.7

k x, (2, k -
{x’(t’ )}=Q“x(t,k) oraz [x‘(t’ ):l—Q"i:(t,k)dla t2-d,~d,<k<0,-d st<0,k>0 (3.6)

przy czym

F, (t)3= Amxl(t: 0) + Aozxz(’) 0) +4,,% (1, 0) + 4%, (1» 0) +
+B,x,(t-d,~d,) + B, x,(t-d,,~d,) + B, %,(t—d,,—d,) +

. (3.8a)
+B]2xz(t - dn'"dz) + lex](t —d,t- dz) +Bzzxz(’ -d,l1 ‘dz) +f;(’:°)
Fy (t)3= Aole(t: 0) + Aocxz(’, 0) + 4%, (t, 0) + Aufz(t:o) +
+Byx,(1-d,,~d,)+ B,x,(t-d,~d,) + B, (t -d,,~d,) + -
+Bu£z(t— dl:‘dz) +stx1(t_ dl,l"'dz) +B,sz(t— dx:I - dz) +fz(’:o) G5
sa znane dla danych (3.6), f,(t,k) oraz f,(t,k).
Rozwiazania x, (1,1), x,(#,]) réwnan (3.7) maja postat [8,12,22]
X (t: 1) = eAu'xl(O: 1) + jeA’l(r._r)F;o( T)df» 1eR, (3.9
: .
v=l | .
x(6) ==Y N'E)() (3.10)
i=0
Jezeli d, 22 to podstawiajac £ =1 do (3.4a), (3.4b) i korzystajac (3.9) oraz (3.10) otrzymamy
%(6.2) = 4x,(t2)+ F,\ (2) (3.113)
oraz ' ’
‘ Nz, (1,2) = x,(1,2) + Fy, () (3.11b)
przy czym

1 v -1

Fy(t)=4, [e‘”'x, 1+ J‘eAn('_r)Fm(T)del + 4, Fo(f) - Z[AmNin(o‘) (’) + AuN'Fz(oM) (t)] +
0 i=0

+B,x(t—d,1~d,) +B,x,(t-d, 1-d,)+ B %(t-d,,1-d,) +

+szfz(" d,1- dz) +lex1(’ -(1,,2—-(12)+an2(l—dl,2—d2)+f,(l,l),

—- t v-l

E, ()= Az[e‘*"x.(o,x) + [ R r)dr]+ 4sFo(0) = T[4V E )+ ANES(1)] +

0 =0

+Byx (1 —d,1 ~d,)+ Box,(t - d, 1 - &)+ B % (t - d, 1~ d,) +
+B iy (t — a1~ d,) + Bx (t - d,,2~ d)) + Byxy(1— d), 2~ d,) + £(t,),
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4= 4, + 4,4, A= Ay + A Ay,
Rozwigzania X, (t, 2), X, (t, 2) réwnan (3.11) maja postaé

!
x(1,2) = e*'x,(0,2) + J‘e‘"("')F, () teR

x,(1,2)= "ZN'le

i=0

Kontynuujac t¢ procedurg po £ krokach otrzymamy
t
x,(2,k) = e**x,(0,k) + J e IE, (Ddr (3.12a)
x,(t,k) —Z N'EL() (3.12b)

przy czym F,, (1), F;, (1) dia kzd spelniaja réwnania

Fylt)= Z[e‘"'xl(o,kh J e‘"‘""ﬁ,-,('r)dr]+AnFu.,(t) + '

v~1

= | 4aN'ED (1) + AN EL(0)] + By (1 - 4,k - ) + (3.132)

i=0
+B,x,(t—d k-d,)+ B % (1—d, k—d,) + B,x,(t-d, .k ~d,) +
+B,x,(t—d, k—d,+1)+B,x,(t—d, k- d2+1)+f,(t,k)

F,()= [ 4 (0,k) + J’ e‘""""ﬁ;,, 1(r)arr]m,, O

v-1 .
= [AuV S () 4 N ES(8)] + B (- d o= dp) + (3.13b)
=0

+B°4x2(t—d,,k—d2)+B,,x':,(t—a’l,k—dz)+B,.iz(t—dl,k—d1)+
+Byx,(t - dy, k—dy + 1)+ Byx,(t - d), k- d, + 1)+ £,(1,k)

Niech P:= [R’ Rz] bedzie operatorem linjowym okreslonym nastgpujaco
1)21 P 2
t
B,F(f)= A.je‘f"""F,( dr+4,F(),
B,F(f):= —Z[ N'EX(e)+ 4,N (1)), (3.14)
1—0

B, F(t):= Z!e"‘("’)ﬁ (0)de+ A F(1),
']

vl
B,F,(1):= _z[ AN F,(')(t) + AN F,("')(t)]
i=0
a P':=PoPo. oP jest k-krotnym zalozeniem P (zdefinicji P*:= I (operator identycznosciowy)).
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Korzystajac (3.14) oraz

h(t,k):= die*'x,(0,k) + Byyx,(t - d, k- d,) + Byx,(t - d, k- d,) +
+B,%,(t~d,,k—d,) + Bk, (t~d, k- d,) + B,x,(t - d, k- d, +1) +
+Byx,(t—d k—d, +1) + £(1,k) (.15)
hy(s,k).= de“’"x,(o,k)+303x,(t—d,,k ~d,) + By (t-d,k-d,)+
+Bi(t -,k —dy)+ B i, (t-d\,k~d,) + Byx, (1~ d k — d, +1) +
+B,x,(t—d k—d, +1)+ £,(1,k)
mozemy réwnania (3.13) napisa¢ w postaci

[F,(0]_ _[Faa)] [A(s4)

_Fuon‘B[Fu-,(r)H@(r,n] (eR, Eez, 616
Rozwiazanie réwnania (3.16) ma postaé [12]

F 0] [F0] & [h(si+)

_Fu(o_""[pmo)]*%” [hz(r,m)] k>0 61

przyczym Fj, (t), F, (t) 53 okreslone zaleznoscia (3.8).

W analogiczny spos6b mozemy okresli¢ operator P oraz wektory h,(t, k), hz(t,k) dla k <d,. Wykazane
zostalo wigc nastgpujace
Twierdzenie 3.1.

Jezeli spelnione zalozenie (3.2) to rozwigzanie x(t,k) réwnania (3.1a) z warunkami brzegowymi (3.5) ma
postal

t
e*'x,(0,k) + J'e"‘("')ﬁ,_l( 0dr
x(t,k)=0Q 0 , teR,,keZ, (3.18)

v-l
—ZN'F,EQ_,([)

i=0
przy czym F, .,(t), Fu(t) s3 okreslone zaleznoscia (3.17).

Podstawiajac (3.18) do (2.1b) otrzymamy wz6r umozliwiajacy wyznaczanie odpowiedz y(t, k) dla danych
u(t, k) oraz dopuszczalnych warunkow brzegowych (3.5).

3.2, Wyznaczanie rozwigzania modelu biliniowego.

Wyznaczymy tylko rozwigzanie réwnania (2.10) z warunkiem brzegowym (2.6), gdy2 réwnanie (2.11) mozna
sprowadzi¢ do réwnania (2.10).

Twierdzenie 3.2. Rozwiazanie X, réwnania (2.10) z warunkiem brzegowym (2.6) ma postat

i ]
Xy =T g AgXee + Z ];—k—l./—lexko +Z 7., 11 AoXo +
o P

i _ J _
+Z Y [(A, + Bliko)xko + Cluk()] +IZI Lo [(Az + Bzﬁm)xot +Couy ] +

k=1
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[ —_ —_ —_
+ZZ[ ot By+ T By ]ﬁk.l. My, + [7;_,:',_,‘_,3, + 7;4,-1./-:,32]’1,5) x

k=14=t ((l.l)s(kz.lx)«l.n

( I:,-k, Jy-h~ ) + 1 or- I‘B M t,z,)"’--:‘*' . 31
(1L.Ds(h, 'l)‘(kzlz)

( i—t, FY: L yy X ]ﬂt,l,) X
(r.r)S(k A<

x( Z ’[’7;,—&,_],1,—!,_,—]B1 + ];r—tr-l‘lnlr‘lr-lB L
(P, b )<CE 1)

]
’{ Zln:—h.h-h-lBl + Tirg, Ba [, M ,t,) +2
(L<(kyh)<(k2. )

“ [7" -ky,f-h- ‘ 1+ I; -k -LJ-4 C LU +
=

M-

=
)
-

‘( l by syt By +Ti—k.—u-tg32]ikza) ( 2| ton i G+ T4 G ]"hl-)
DA< OISz (W A

+-'-+( [I:-k J-b-1 +7;—k,-l.j—l,Bz —k,l,) X
(f-')S(t RALEN))

X( )D V;:.— idan Bt T vy By }7&.-.1,-,)"""‘
Sy )< )

’{ ZLT bonsh1CF DG }i"m.) T orsmax ()
LDs(hh )<k d)

przyczym T, g jest macierza tranzacji okreslona nastgpujaco
Ty:= 1, (macierz jednostkowa)

T,=T,, A +T, A+T, 4  da G,j)>(00) (3.20)
T, =0 (macierz zerowa) dla i<0 oraz/lub j<0
oraz
M,=T,, 1A% 00 +Z k1,010 Xk0 +Z T, g doXa +
=
+Z pekg-l [(A +Bif)%, +C, ”no]"’z ey 9-1[('42 + By )Xy +Cz“oz]- (321)

Dowéd tego twierdzenia mozna pmprowadzné metods indukcji wzgledem pary (7, j) [13,14].

Majac rozwigzania modeli linjowych mozemy sformutowaé warunki konieczne i dostateczne osiagalnosei i
sterowalnosci lokalnej tych modeli, Moma réwniez rozwigzaé problem sterowania optymalnego z minimalng
energia tej klasy modeli stosujac metode podana w pracach [17-21,24-26].
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