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Wprowadzono nowe modele 2-W układów ciągło-dyskretnych z odchylonymi argumentami oraz 
2-W układów biliniowych. Podano metodę wyznaczania rozwiązania i odpowiedzi regularnych układów 
ciągło-dyskretnych z opóźnieniami oraz wzory na rozwiązanie 2-W modeli biliniowych. 

1. Wprowadzenie 
Podstawowymi modelami liniowych układów dwuwymiarowych (2-W) są modele podane przez Roessera [31],* 
Fomasiniego i Marchesiniego [5,6] oraz Kurka [27]. Singulame modele 2-W układów liniowych dyskretnych 
zostały wprowadzone w [15] , ciągło-dyskretnych w [22], a biliniowych w [13,14]. Układy 2-W z 
odchylonymi argumentami byty rozpatrywane w pracach [17,19,23]. Podstawowe wyniki dotyczące układów 
biliniowych jedno-wymiarowych (1-W) można znaleźć w pracach [1-4,7,9,11,30]. Przegląd wyników 
dotyczących 2-W układów liniowych zawierają prace [29,16,12,25,28,32]. Celem tej pracy jest podanie 
metody wyznaczania rozwiązali nowych modeli 2-W układów ciągło-dyskretnych z odchylonymi argumentami 
oraz 2-W układów biliniowych. 

2. Modele 2-W układów liniowych i biliniowych 
U. 2-W modele ciąglo-dyskretne układów liniowych z odchylonymi argumentami. 

Weźmy pod uwagę 2-W model ciągło-dyskretny układu liniowego z odchylonymi argumentami opisany 
równaniami 
Eqt,k +1). Aox(t,k)+ A,I(t,k)+ A,x(t,k +1)+ Box(t — d, ,k —d2) 

+B,i(t— di , k — (12)+ B 2 X(t - ,k — d, +1) + Cou(t,k)+ C,t4t, 10+ C 2 qt,k +1) 

y(t,k)=. Dox(t,k)+ D,u(t, k) t,d, ER+ , k,d, (2. lb) 

przy czym .i(t, k) = 
,ax(t
  Xt,k) E R" jest semiwektorem stanu, 14(1`,k) E R"' jest wektorem 

wymuszeń, y(t,k) E RP jest wektorem odpowiedzi, E eRq",A, E Rq.",13, ER", C;

1=0,1,2, D0 e RP" ,D, GR", R 1̀" jest zbiorem q x n wymiarowych macierzy o elementach 

rzeczywistych, a R+ i Z+ są odpowiednio zbiorem nieujemnych liczb rzeczywistych i całkowitych. 

Jeżeli q n lub det E = O gdy q = n, to model (2.1) nazywamy singularnym (uwikłanym). 

Jeżeli q = n oraz detE O to model ten nazywamy standardowym. W tym przypadku mnożąc lewostronnie 

(2.1a) przez E' otrzymamy model z macierzą E = I, (macierz jednostkowa). 

Jeżeli q = n oraz det E = O ale 

det[Esz — A, — A,s — A,z — Boez -d' — zl-d']* O 

dla pewnych s EC (ciało liczb zespolonych), to model (2.1) nazywamy regularnym. 
Jeżeli d >0 oraz d, > 0, to model (2.1) nazywamy modelem z opóźnieniami, a jeżeli d, < O oraz d, <0, 
to modelem z przyśpieszonymi argumentami (przyśpieszeniami). 

(2.1a) 

Teoria sterowania 5 



Jeżeli wszystkie lub niektóre elementy macierzy E, A1 , B1  i = 0,1,2, Do oraz D, zależą od t i k , to 
model (2,1) nazywamy modelem o zmiennych współczynnikach. 
Z (2.1) dla c, = O oraz C, = O otrzymujemy pierwszy uogólniony 2-W model Fomasiniego-Marchesiniego 
ciągło-dyskretnego układu liniowego z odchylonymi argumentami. Podobnie dla Ao = 0, B, = O oraz 
C, = O otrzymujemy drugi uogólniony 2-W model Fomasiniego-Marchesiniego ciągło-dyskretnego liniowego 
układu z odchylonymi argumentami. 
Uogólniony 2-W model typu Roessera ciągło-dyskretnego układu liniowego z odchylonymi argumentami ma 
postać 

E
[i.h (1,k) 

A121xh(t,14.[A, B,,r(,_d,, k d 1 4.[Cio]u( t 2k) 
(2.2a) 

x" (i, k + L x"(t,k) B21 B22 X"(t — d, , k — d2) C2, \ 

(, 
y(t,k) = [Do, D02 Xhtk) t ]4-D,U(t,k) „t ,d e R+ , k ,d Z, • (2.2b) 

i ax(t k) „ 
przy czym .i(t,k)= , (t, k) ER" jest horyzontalnym semiwelctorem stanu, xv (t, k) ER"2 jest 

01 
wertykalnym semiwelctorem stanu, 1.41,k) E R' jest wektorem wymuszeń, y(1, k) ER" jest wektorem 

odpowiedzi, a A„,B„ ER'4' 41 , A,2,B,, , B2, R.'"4 A,,, B,, ER"' , C10 E /Vi" , 
C20 ER"" A i E RP"7',D„ ERP"" 
Analogicznie, jak dla modelu (2.1), uogólniony model typu Roessera (2.2) nazywamy singularnym, jeżeli 
q, # Ji, q2 łI lub det E = 0, gdy q, = Ii, q, = 2 . Jeżeli E jest macierzą kwadratową1 det E # O to 
model (2.2) nazywamy standardowym. Model (2.2) nazywamy regularnym, jeżeli q = = F?, i dot 
E=Oale 

det 
Eus — A,,— B„e'd'z-d , E,,z — 4, —

# O dla pewnych s,z EC, 
E,,s — A2, — .1321e-sdIZ-42 ,E22z — 4.2 — 

Przy urn 
E = [ El I E12 

€ R%"4, E22 E Rwh-2
E 21 E 22 

Latwo wykorAd [12,19], że uogólniony model typu Roessera (2.2) jest przypadkiem szczególnego modelu 
(2.1). 
2.2. Modele 2-W układów biliniowych. 

Weźmy pod uwagę następujące dwa modele typu Fomasiniego-Marchesiniego 2-W układów biliniowych 
k 

m 
= d40 Xu A,x„+,,j + A2x0+, +Eu,+,./Bik j  +E u J.,B„x,i+, + C2u1. j+, 

k=1 k=1 

i, j e Z+

= A0x4 + + A2x11+1 + E +E X 0B;k1lid41 ł Ci ti1414 ł C2tl 1
k=1 k=1 

i,j E Z+

(2.3) 

(2.4) 
T 

przy czym x„,:= xt2; xd jest lokalnym wektorem stanu w punkcie (i, j) e Z+ X Z+ , a górny indeks 

T omacza transpozycję, uu := [uul ,ut2i ,... rjest wektorem wymuszeń, Ao , A„ A2 ,Bik ,B2k R', 
' 

B,B4,C1 ,C2
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Równanie wyjścia obu modeli ma postać 
= Dxy + Huy

przy czym yu ER" jest wektorem odpowiedzi w punkcie (i, j), a D ER"" ,H ER""'. 

Warunki brzegowe dla (2.1), (2.3) oraz (2.4) są dane w postaci 
x1, dla i e Z, oraz x„), dla j c

(2.5) 

(2.6) 

Niech 13'4 (Blk ) będzie q-tą (q =1,.. .,n) kolumną macierzy Bik (B2 ), a A': (Bp będzie q-tą 

(q =1,...,m) kolumną macierzy B,', (BO . Zauważmy, że 

x,k+, = ±4. 1 f ( '±' 13174,,J)=t (±x: 1.iB,7)4,11 (2.7) 
k=1 k=1 q=1 q=1 k=1 

oraz 

=±" u,k+ii
n M R q

(2.8) 
t=1 k=1 q=1 k=1 q=1 

Z zależności (2.7) i (2.8) wynika, że: 
= dla q =1,...,n; k (2.9a) 

Analogicznie można pokazać, te dla 
B=B; dla q =1,...,n; k =1,...,m (2.9b) 

Korzystając z (2.9) możemy równanie (2.3) napisać w postaci (2.4), a równanie (2.4) w postaci (2.3). 
Oznaczamy 

T 
uy In =[u01.1„,...,u;1„1 i"y:= 1„ 

przy czym oznacza iloczyn Kroneckera oraz 

IT11:= 

B11, 

B,', 

_B,'„ _ 

Korzystając z powyższych oznaczeń możemy (2.3) i (2.4) napisać w postaci 

= A,,xy +(A, + (A, + 

x,+1.j+1 = iloxy + A1x1 11 + + C2 )u, j+1

Model typu Roessera 2-W układu biliniowego ma postać 

Li+1,1 [Xjh
=(A ł E U„k Bk) j ]-1- Ole j EZ+

Xv k=1 Xv 1,J+1 
lub 

h r [4,41 = A [xy 
B +Ee l.. B lq y 21 +C)u <j i,j eZ+

x; \ 9=1 1=1 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

h 
przy czym: xiql jest q — tą składową hory-zontalnego wektora stanu xu E R" w punkcie (i, j), x:1 jest 

1 — tą składową wertykalnego wektora stanu x; E R'" w punkcie (i, j) Ut jest k — tą składową wektora 

wymuszeń riti e R"'. a A,B„C,B,,,,B21 są macierzami rzeczywistymi o odpowiednich wymiarach. 
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Równanie wyjścia obu modeli ma postać 
- h X.. 

yq = D u ]+ Huu i, j E
XLI 

(2.14) 

przy czym yu RP jest wektorem odpowiedzi w punkcie (i, j),a D ERP", n:= n, +n2 , H ER'''. 

Warunki brzegowe dla (2.12) i (2.13) są dane w postaci 
xohi dla j EZ+ oraz xi"„ dla i eZ, (2.15) 

Niech 

B, =[B;" ,...,13;z1, k =1,...,m 

B,q =[B211,...,B1],q =1,...,n1 ,1 =1,...,n, 

Z porównania zależności 
k

tiv B, 

oraz 

x„ -ZEzi:13:qx:q ± uBx
k. i 4.4 k=1 1=1 

(2.16a) 

Uok. X:q +En' u:B2k,x,i4 E +E 4B,,u,, E 
9=1 1=1 k=.1 4=1 k=1 1=1 

(2.16b) 

wynika, że = Blkg dla k =1,.. .,m;q =1,...,n,, = dla k =1,...,m;1=1,...,n2 (2.17)• 

Korzystając z (2.17) możemy przekształcić równanie (2.12) w równanie (2.13) oraz odwrotnie równanie 
(2.13) w równanie (2.12). 
Zauważmy, że (2.12) można napisać w postaci 

h 
( 

[4+1 , 
= A +Bu- u) xli, +Cuu

xy

przy czym 

i,j EZ, (2.18) 

Definiując 

xu:=[ Y } A:=[
A

ll, B:=EB'i , C =[ i i, A, e R"'",A2 ER"2",B1 ER"'",B2 ER""", 
xu" A2 B7 q 

.rh 
C' 

C; e 12"'"",C; eR '" z równania (2 18) otrzymamy 

x,±1.14.1 = [ A, ±B217mixi+i,i 
+[A, + B,1 

O -41,./+i 1" r „ 1+1,1 1- U o r,/+I 
s"-'2 

1;.i  _ O , q ... o 

Z porównania (2.10) oraz (2.19) wynika, że 2-W model typu Roessera (2.12) jest przypadkiem szczególnym 
modelu (2.1). 
Zauważmy, że modele (2.10) i (2.18) można napisać w postaci 

= Aoxu + 4+1x, 1., + 4.,„,x1,1,1 +c,u,,., +cz% j+, (2.20) 
oraz 

przy czym 

[x Au,h+,1 _[xu" 
= +Cuux;

= AI ±B +11, 4 2.1+1 = A2 + Ti2t7 i,j+1, = -B174,

(2.19) 
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Dla danych trii (2.20) oraz (2.21) są modelami 2-W układów liniowych ze zmiennymi współczynnikami. 
Wykazaliśmy więc następujące twierdzenie 

Twierdzenie 2.1. Model, typu Fornasiniego-Marchesiniego (2.1) oraz model typu Roessera (2.10) 2-W 
układów biliniowych są równoważne modelom (2.20) i (2.21) układów 2-W o zmiennych współczynnikach. 
Podobne wyniki otrzymamy dla modelu (2.11). 

3. Wyznaczanie rozwiązań modeli. 
3.1. Wyznaczanie rozwiązania uogólnionego modelu regularnego. 

Aby uprościć oznaczenia równanie (2.1a) piszemy w postaci 
Ei(t,Ir +1) = Aox(t,k)+ A,t(t,k)+ 212x(t,k +1) + 

+Box(' - d„k - d2)+ B,i(t - di ,k - d2)+13,x(t - di , k - d, +1) + f (1,k) 
przy czym 

f(t,k):= k)+ C, (i,k)+ C,u(t,k +1) 
Zakładamy, że g= n, detE =0 oraz 

det[Es — # O dla pewnych s' EC 

(3.1a) 

(3.1b) 

(3.2) 

Wiadomo, że [8,12] jeżeli jest spełniony warunek (3.2) to istnieją macierze nieosobliwe P,Q e R"" takie, że 

P[Es — /12iQ 
=[1,1s — O 

O Ns — 
(3.3) 

przy czym n, jest równe stopniowi det[Es— n,:= n— , 4, E R", N e R" jest macierzi 

nilpotentną z indeksem v (N"-' O oraz N" = ). Zauważmy, że jeżeli zachodzi (3.2) to model (3.1a) jest 
regularny. Mnożąc lewostronnie (3.1a) przez P, wprowadzając nowy wektor 

x(1 ,k) k) 

i)
I, x(", k) ER, x2(t, k) € 

oraz korzystając (3.3) otrzymamy 

+ = 

d,,k - d2) + 

+B,A(t - d„k - d2)+ 13,,x,(t - d„k - d, +1) + B,x;(t - d,,k - c/2 +0+ f,(t,k) 

Ni2(t, k +1). A„,x,(t,k)+ 21x2(t,k)+ 10+ 4 4±2(1,k)+ x2(t, k +1)+ 

+B„x,(t -d„k -d2)+BG,,x2(t - d„k -40+ -d,,k -d2)+B14i 2 (t -d„k -d2)± 

+B„x,(t-d„k -d2 +1)+ B24x2(t -d1,k-d2 +1)+ f 2 (1,k) dla t E R+ , k e Z+
przy czym 

PAkQ =[Aki Ak2 k = 0,1, PBj  Q 
_[B.11 

Bi2 = 0,1,2, PAt,k) = [ t'lc),] 
Ak3 A k4 Bo Bp, fAt,k) 

Macierze A„, Bp, k =0,1;i =1, 2,3,4; j = 0,1,2 oraz wektory f,(t, k), f 2(t,k) mają wymiary zgodne z 

wymiarami z, oraz x,. 
Niech warunki brzegowe dla (3.1a) będą dane w postaci 

x(t,k) oraz i(t,k) dla t —d„—d, 5 k .5 0 i —d1 5 t 5 0, k > (3.5) 

(3.4a) 

(3.4b) 
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Zakładamy, że warunki brzegowe (3.5) oraz u(t, k) są ( v +1) - razy nóżnikowalne względem t . Warunki 

brzegowe (3.5) nazywamy dopuszczalnymi jeżeli dla danego u( t, k) istnieje rozwiązanie x(t, k) równania 

(3.1a). Znając (3.5) możemy wyznaczyć warunki brzegowe dla równań (3.4) z zależności 
[x, (t, k)1 (t 

x,(t , k) 

k) 
Q-1 x(t , k) oraz[ - 1= k(t, k) dla t —d. 1 ,—d„ 5k50 , —d, Sts O, k >0 (3.6) 

*2 (1, k) 

k, , 

Zauważmy, że równania (3.4a) i (3.4b) są spizężane przez macierze 4 2,A, i= 0,1, B B 0, j = 0,1,2. 

Jeżeli więc przynajmniej jedna z tych macierzy jest niezerowa, to równania te nie można rozwiązywać 
niezależnie. Aby wyznaczyć rozwiązania x, (t, k), x,(t,k) równań (3.4a) i (3.4b) z warunkami brzegowymi 
(3.6) warny pod uwagę te równania cUa k" O 

ii 0,9 = A21x1(t,1)+ F,o(t) , Ni JO) = x2(1,1) + F20(t) (3.7) 

przy czym 

Fio(t):= A0,x,(t,0) + A,„x,(t,0)+ A„i,(t ,0) + + 

+B01x1(t - d„-d,)+ Bo,x,(t - d„-d2)+ B„i,(t - d„-d,)+ 

+B,,i,(t - d„-d2)+ B,,x,(t - d„1- d,)+ B,x2(t -d„1-d2)+ f,(t,0) 

F20(t):= A03x1(t,0)+ 21,4x2(t,0)+ A13*(1,0)+ A14i 2(1,0)+ 

- d„- (12) + B„xl(t - d„1- d,) + - d„1- d,)+ f 2(t,0) 

są znane dla danych (3.6), f l(t , k) oraz f,(t, k) . 

Rozwiązania x, (t,1), x2 (1 ,1) równań (3.7) mają postać [8,12,22] 

x, (41) = eA"' x,(0,1) + eAm(t:')Fio(r)dr, t e B. 
o 

x,(t,l) = -INiF2T(t) 
Jeżeli d, ?_ 2 to podstawiając k =1 do (3.4a), (3.4b) i korzystając (3.9) oraz (3.10) otrzymamy 

oraz 

t i (t ,2) = A 21 X i (t ,2) + F „ (t) 

N i ,2) = x 20 ,2) ±.F,(") 

(3.8a) 

(3.8b) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11a) 

(3.11b) 
przy czym 

y -i 
[e ` x,(0,1) + f eAil(e-r) F,,,(r)dzi+ A„F,o(t)- E[Ao.,Ni Flo') (t) + A,,NI F2(01+1)(1+ 

o 

+./312i2 ( t - do 1 - d2) + Aix, (t - d,)+ B,;(1 - d2)+ fl(t,1), 

v A 
F„(t):=2,1e4211 x,(0,1) + eAzi(1-r)F,o(r)dd+ A„Fio(t)- [A0,,N1F)(0+ A,4N,Fr(t)] + 

+43x1(t - a2) + Bo,x2(f - d - (12)+ - d„1- d2)+ 

- d„1- d2)+ B„x,(t - ,2 - d, )+ A.,x2(t - d„2- d2)+ (tJ), 
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Aol + AnA21, := A 03 + Al3A21 

Rozwiązania x, (t, 2), x2(t,2) równań (3.11) mają postać 

x, (1,2) = e'd21tx,(0,2) + JeA81(1-') F„(r)d 
o 

v -1 
x2(t,2) = (t) 

r=0 
Kontynuując tę procedurę po k krokach otrzymamy 

x, (t, k) = ewg x, (O, k) + ( i)dr 

O 
v-1 

,x2(t, = F2(.2_,(t) 
f=0 

przy czym Fu, (t), Fz,, (t) dla k d2 spełniają równania 

Ft (t)= [eA"' x,(0,k) +i e4"F 1.,_,(1)dt-1+ 4 1F1, , (t) + 
o 

v -1 

-E[4"N Fg_,(t)+ A,2110 Fr,(t)]+ 130,x, (t - d,,k - d2 ) + 
:=0 

t e R+

+42x2(t - d,,k - d 2) + 13,f,Yei(t - d,k - d2) + - - d2) + 

+132,x,(t - d,, k - d2 +1) + B22x2(t - d,, k -d2 + 1) + f,(t,k) 

Fu (Ł) = -21- 2[e A' sxi (0, k) +i eA'1(" )F 1(r)dr]+ 
o . 

v -I 
-E[A,34MFg_,(t)+ F2(. (t)1+ 13„x,(t - d„ k - d) + 

1.0 

+B,x2(t - d„ k - d2) + .1313i i (t — d„ k - d2) + - di , k - d2)+ 

+B„xl(t - d„ k - d2 +1) + B„.x2(t - d„ k -d +1) + f 2(t, 

Niech [ 11 12 będzie operatorem liniowym 
P 21 P 12 

określonym następująco P P 

P,,1 ,(t):= -41 eA'"F,(r)dr + A„F,(t), 
o 

v -1 
Pi2F2(t):= -E[42/vie)(/)+ A,21V1 PP+1) W], 

i=o 

P21F1(t):= e"4"-41,( Odr+ A,,F,(t), 
o 

(3.12a) 

(3.12b) 

(3.13a) 

(3.13b) 

(3.14) 

v 
P22F2(t):= —Z [A,NIF2(4 (t) +

a Pk:= Po Po ..:o P jest k -krotnym założeniem P (z definicji P°:— I (operator identycznościovvy)). 
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Korzystaj* (3.14) oraz 

hi(t,k):=2;eAutx,(0, k) + Boix,(t - d„k - d2)+ Bo2x2(t - d,, k - d2 ) + 

+B„X,(t - d,,k - d2) + B,,X2(t - d,,k „12)+ B,,x,(t - d„ k -d ±i)± 

+B,x2(t - d„ k - d, + 1) + f,(1, k) (3.15) 

h2(t,k):= e""tx,(0,k) + B„x,(t - d,,k - d2)+ B,x2(t - d„ k - (10+ 

+B3i 10- di, k - d 2)+ B,,X2(t - d„ k - d2)+ B„x,(1 - d„ k - d, ±i)± 

+Bux,(t - d,, k - d2 +1) + f,(1,k) 
możemy równania (3.13) napisać w postaci 

1-B4(01 pt f F IA-1(01 +[ h l( t  01 

LF,k(oi LF,A,(0 .1 Lk(t,k)j 

Rozwiązanie równania (3.16) ma postać [12] 

e r1 i0(t)]+ ,,t=4 Dk_i_i r (t,i +1)1 

[Fu  (t).1 [F,, (t) f,)''rt it,(t, i + 

przy czym F,0(t),F,(t) są określone zależnością (3.8). 

W analogiczny sposób możemy określić operator P oraz wektory hi (t, k), h, („k) dla k < „12 . Wykazane 
zostało więc następujące 

t ER„ke 

k > O 

(3.16) 

(3.17) 

Twierdzenie 3.1. 

Jeżeli spełnione założenie (3.2) to rozwiązanie x(t,k) równania (3.1a) z warunkami brzegowymi (3.5) ma 
postać 

eAutx1(0, k) + i eA'1(1-r1FIA-1(r)cir 
x(t,k). Q o , t ER+, k eZ+ (3.18) 

— NiFt2_,(t) i=o 
przy czym F(t), F(t) są określone zależnością (3.17). 
Podstawiając (3.18) do (2.1b) otrzymamy wzór umożliwiający wymaczanie odpowiedzi y(t , k) dla danych 
ti(t,k) oraz dopus7r721nych warunków brzegowych (3.5). 

3.2. Wyznaczanie rozwiązania modelu biliniowego. 

Wyznaczymy tylko rozwiązanie równania (2.10) z warunkiem brzegowym (2.6), gdyż równanie (2.11) można 
sprowadzić do równania (2.10). 
Twierdzenie 3.2. Rozwiązanie xy równania (2.10) z warunkiem brzegowym (2.6) ma postać 

= Aox, ± J IJIAOXkO +±7 Aozoi + 
k =1 1=1 

+E 2I-k,j-IRA1 F3,1-40)xko + Ciuka +E [(Az +1-321701)xor +C2u0,1+ 
k=1 1=1 
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1 J 
+EZ[Ti-kof + + Z [Ti-4.1-1,-11(1 Ti-k2-1,1-12r 

k1=111=1 (1.1 g/102)<0.1) 

(x E [Tk2-4.12-4 -1271 4- Tk-k-U2-413-2 Kii Kii +' '
(.Wki.4)<(k212) 

)+( E [Ti-kr,j-4-11:11 + Ti-k,-1,)-1,1- 21171 kl, X 
(r PYŚ(4.4)41..i) 

x• • •x E +
X((r.r)1(k.-1 ,4-1)44 ) 

( 

1 

EJ  [ 
r 

x Z ĘTka-ki.12-11-113-1 + 7 2 --ki-1•12 -11 13-2117kiii M kiii + E T,-k../-1, -, cii ± TI-k-1./-4 C 2 ' Mi +. 
(1.1)<(k.10< Pi..12) kk=1 ll, 

E T,..., ,,,_. Ai + Ti-k -I j-1 1721-24,1, x E ; A .4_4_1C1 ł ; C2 11.7kih ł +( 7 1, 1B1
' ) (11.1Wkia)itzA) ) 

( Z [Ti-k,,J-1,-1:61 + 7i-k,-11-4 --g 2 l ilki, X

(r4g4.4.)<0../) 

 X• ••X I  -Mr K -a4-1 
XL.r)S(4-1.4-1)<(kr r) 

X( E [(4 2 .12 -1 CI 4. 4 2- k1-1.12-11 C2 
0.10s(ki.4)< kvh) 

przy czym Tpi, jest macierzą tranzacji określoną następująco 
Too:= I (macierz jednostkowa)" 

r max (i , j) 

(119) 

= T,,_,.q_, A, + 7;4_14 + 7 Ąq A2 dla (i, j) >(0,0) (3.20) 

Tpq = (macierz zerowa) dla i < 0 oraz/lub j<0 

oraz 
P 

M = Tp_1.9_1 410x, Aox to +E + 
k=i 1=1 

, 
+E Tp_k„, RA, + 17 ko ),:k0 ł Cii „ j+ET,..144RA2 ł + qud. (3.21) 

k=1 1=1 
Dowód tego twierdzenia można przeprowadzić metodą indukcji względem pary (i, j) [13,14]. 
Mając rozwiązania modeli liniowych możemy sformulować warunki konieczne i dodatrP7no` osiągalności i 
sterowalności lokalnej tych modeli. Można również rozwiązać problem sterowania optymalnego z minimalną 
energią tej klasy modeli stosując metodę podaną w pracach [17-21,24-26]. 
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