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Streszczenie

Wspdlczesne komputery réwnolegle sktadajace sig z wielu procesoréw o duzej mocy
obliczeniowej sklaniaja do podjecia badan nad nowymi algorytmami pozwalajacymi wy-
korzysta¢ ich mozliwosci. Zréwnoleglanie algorytméw optymalizacji jest zazwyczaj moty-
wowane duzymi rozmiarami rozwiazywanych zadan. Duza zlozonoéé obliczeniowa zadan
optymalizacji nie musi by¢ wynikiem duzych rozmiaréw, moze wynikaé z innych przyczyn
takich jak np. zle uwarunkowanie numeryczne. Wobec tego istnieje réwniez potrzeba roz-
woju algorytméw rozwigzujacych zadania o §rednim rozmiarze ale trudne z innych przy-
czyn. Jednym z podejsé w tej dziedzinie moze byé gruboziarniste zréwnoleglenie obliczen
pozwalajace na jednoczesne sprawdzanie wielu alternatywnych kierunkéw poprawy. W
taki rozwigzaniu kazdy procesor wykonuje niezaleznie pewien fragment algorytmu opty-
malizacji. Pozwala to zmniejszy¢ niezbedne narzuty na transmisje danych i koordynacje
obliczen. Artykul ten prezentuje klase takich algorytméw dla optymalizacji nieliniowej
bez ograniczed, zwanych algorytmami pulsacyjnymi gdy? w kolejnych fazach nastepuje
na przemian zwigkszenie lub zmniejszenie rozrzutu uzyskiwanych rozwiszan. Przykla-
dami takich algorytméw moga byé zmodyfikowany, réwnolegly algorytm typu Newtona
lub réwnolegty algorytm zmiennej metryki rzedu pierwszego. W tym ostatnim przypadku
zréwnoleglenie pozwala na uniknigcie znanych wad zmiennej metryki rzedu pierwszego.
Algorytm réwnolegly pozwala nie tylko przyspieszy¢ obliczenia ale réwnies zwiekszyé
odporno$¢ na zle uwarunkowanie numeryczne.

1 Algorytm pulsacyjny - nowa metoda zréwnoleglania zadan
optymalizacji

W chwili obecnej istnieje wiele rozmaitych podejéé do problemu zréwnoleglania obliczert w me-
todach optymalizacji, patrz np. [Bertsekas et al. (1989)], [Grauer et al. (1991)]. Wykorzystana
tu metoda zréwnoleglania obliczesi byla opisana w [Wierzbicki (1993)]. To podejécie ma na celu
nie tyle przyspieszenie obliczen dla zadan o duzych rozmiarach co wykorzystanie dostepnej mocy
obliczeniowej komputeréw réwnoleglych do zwiekszenia szybkosci i niezawodnoéci rozwiazywa-
nia zadan trudnych do rozwiazania innymi metodami, np. zle uwarunkowanych numerycznie.
Podejscie to charakteryzuje si¢ nastepujacymi cechami:

1. Algorytm optymalizacji (ale nie koniecznie samo zadanie optymalizacji - patrz
[Ruszczyriski (1989)]) jest dekomponowany na zadania, ktére mogg byé wykonywane réw-
nolegle z réznymi wartodciami parametréw. ’
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2. Rezultaty uzyskane z kazdego takiego zadania sa, wraz z wartoSciami uzytych parametréw,
wykorzystywane do sterowania calym procesem optymalizacji, a dzigki temu przyspieszenia
i awiekszenia odpornosci algorytmu.

Oczywidcie te cechy sa bardzo ogélne i ich zastosowanie wymaga umiejgtnego doboru szcze-
gélowych rozwigzani. Rozwiazania te obejmuja:

A Wybdr ziarnistodci zréwnoleglenia. W tym przypadku koncentrujemy si¢ na zréwnolegleniu
gruboziarnistym. Wiele dotychczasowych metod zréwnoleglania dazyto do réwnolegtosci drobno-
zarnistej np. zréwnoleglania operacji macierzowych - patrz {Nogi (1986)]. Jednak nawet w takich
przypadkach zréwnoleglenie nie powinno byé¢ zbyt drobnoziarniste aby nie utracié efektywno-
§ci wynikajacej z przetwarzania potokowego w operacjach wektorowych - patrz [Carey (1989)].
Rozwdj metod zréwnoleglania drobnoziarnistego zwiazany byl z faktem, ze wigkszoéé dotych-
czasowych konstrukcji maszyn réwnoleglych zawierala procesory wektorowe lub duze iloéci pro-
cesoréw o malej mocy obliczeniowej (komputery masywnie réwnolegte). Jednakze w dzisiejszych
czasach coraz wigcej komputeréw réwnoleglych oferuje architektury zawierajace dziesiagtki a na-
wet setki procesoréw o mocy obliczeniowej poréwnywalnej z dawnymi superkomputerami. Stad
tez skupienie sie na metodach o réwnoleglosci gruboziarnistej wydaje sie uzasadnione.

Réwnoleglo$é gruboziarnista narzuca inne spojrzenie na proces obliczeniowy. W tym pray-
padku problemy zwigzane z iloScia transmitowanych danych moga staé sie malo istotne, nato-
miast wigkszego znaczenia nabieraja problemy zwiazane z koordynacja obliczen i sterowaniem
nimi. W szezegdlnosci pojawia si¢ mozliwoéé asynchronicznego generowania i rozwiazywania
poszczegdlnych podprobleméw i adaptacyjnego sterowania obliczeniami.

B Wybér celu zréwnoleglania. Potrzeba rozwigzywania duzych zadai optymalizacii jest wy-
starczajacym uzasadnieniem do zréwnoleglania obliczen. Jednakge potrzeba taka moze réwnies
wystapié¢ przy zadaniach mniejszych ale trudnych do rozwigzania z innych niz rozmiar powodéw.
W takich przypadkach mozemy prébowaé réwnolegle rozwigzywaé rézne warianty tego samego
zadania dla réinych wartodci parametréw takich jak: punkt startowy, wspdlczynniki skalujace,
kryteria stopu itp. Takie podejScie w oczywisty sposéb zwigksza naklad obliczert ale jedno-
czednie zwigksza niezawodnoéé metody i w rezultacie czgsto prayspiesza uzyskanie rozwiazania.
Cala trudnosé polega na wlasciwym doborze proporcji pomigdzy dekompozycja i dywersyfikacja
zadai, gdyz w r6zny spos6b wplywa on na odpornosé i przyspieszenie metody.

Zal6zmy, ze mamy do dyspozycji P réwnolegle pracujacych procesoréw. Jesli wygenerujemy
P téinych wariantéw parametrycznych danego problemu to uzyskamy wzrost odpornosci za cene
P-krotnego wzrostu nakladéw obliczeniowych. Jeéli za§ dokonamy dekompozycji to rezultaty
czgsciowe moga byé uzyte zaréwno do przyspieszenia obliczen jak i zwigkszenia odpornosci me-
tody. W tym przypadku calkowity naklad obliczer réwniez bedzie wigkszy od nakladu obliczert
niezbednego do rozwiazania szeregowego (chotby ze wzgledu na komunikacje miedzyproceso-
towg i koordynacj¢ zadani). Dlatego tez nie nalezy oczekiwaé przyspieszenia proporcjonalnego
do liczby uzytych procesoréw. Wydaje sig, ze rozsadnym moze byé oczekiwanie przyspieszenia
r2¢du /P pod warunkiem, ze pozostale /P zwigkszonego nakladu obliczes nie bedzie calkowicie
Zmarnowane ale uzyte do zwigkszenia odpornosci metody.

Postulat /P’ jest oczywiscie tylko prayblizonym celem. Generalnie iloéé wariantéw para-
metrycznych moze byé rézna (oznaczmy ja M) od ilosci procesoréw. Liczbe wariantéw mozna
dobiera¢ dynamicznie w zaleznodci od rozmiaru problemu, liczby dostepnych procesoréw a takze
dotychczas uzyskanych rezultatéw. W zadaniach linowych duzej skali rozmiar zadania wyrazony
liczbq kolumn i wierszy moze siggnal setek tysiecy. W takim przypadku problethem moze byé
ogranijczenie si¢ do liczby dostepnych procesoréw i ich wielokrotne uzywanie do rozwigzywa-
hia kolejnych podprobleméw. W naszym przypadku koncentrujemy sig na zadaniach o rednim
Tozmiarze, ktérych trudno$é wynika z innych przyczyn niz rozmiar. W szczegélnosci, problemy
Optymalizacji nieliniowej moga byé trudne nawet jesli ich rozmiary nie przekraczaja kilkuset.
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Problemy tego rodzaju o silnych nieliniowosciach i zlozonej strukturze maja liczne zastoso-
wania w nauce i technice. W tym artykule koncentrujemy si¢ na sposobie zastosowania ogdlnej
metody zréwnoleglania do zadan nieliniowych, rozpoczynajac od podstawowych algorytméw dla
zadafi bez ograniczeri i funkcji rézniczkowalnych, gdyz s one réwniez czescig sktadows algoryt-
méw rozwiazujacych zadania z ograniczeniami i nieréiniczkowalne. W tej dziedzinie trzy klasy
algorytméw sa uwazane za podstawowe:

1. Rézne odmiany metody kierunkéw sprzezonych. Algorytmy tego rodzaju sa czesto uzywane
réwniez do rozwiazywania duzych ukladéw réwnan liniowych. W tym przypadku byty
one zréwnoleglane drobnoziarniscie na r6zne sposoby - patrz [Bertsekas et al. (1989)]. Do
stworzenia w pelni réwnoleglej, gruboziarnistej metody konieczne jest znalezienie sposobu
generowania zbioréw kierunkéw sprzezonych w jednym kroku. W ostatnim czasie pojawilo
si¢ kilka préb znalezienia takich metod - patrz [Chronopulos et al. (1989)], ale te préby sa
raczej zwiazane z ukladami liniowymi lub zadaniami kwadratowymi. Natomiast pytanie
czy uda sie gruboziarniécie zréwnolegli¢ te klase algorytméw nadal pozostaje otwarte.

2. Réine warianty metod zmiennej metryki (quasi Newtonowskie). Metody te wykorzystuja
aproksymacje hesjanu (lub jego odwrotnosci) tworzona na podstawie przyrostéw gradientu.
Najpopularniejsze metody tego rodzaju (w tym BFGS i inne metody rzedu drugiego) sa
zwigzane z ideg kierunkéw sprzezonych i w zwiazku z tym, moga sprawiaé klopoty w zréw-
nolegleniu. Jednakze jednym z giéwnych rezultatdw niniejszej pracy jest pokazanie, ze inny
wariant metody zmiennej metryki - metoda rzedu pierwszego moze by¢ dzieki jej specy-
ficznym wlasciwisciom latwo zréwnoleglona, a jej stabosci pokonane dzieki implementacji
réwnolegtej.

3. Rézine warianty metod Newtonowskich korzystajace z bezpoéredniego obliczania drugich
pochodnych. Nalezy zauwazyé, ze w ostatnich czasach obserwuje sic nawrét do metod
tego rodzaju, prawdopodobnie zwigzany z rozwojem metod rézniczkowania symbolicznego
pozwalajacego wyeliminowaé bledy w programowaniu pochodnych (np. dla problemu o
dziesigciu zmiennych trzeba'zaprogramowaé 55 drugich pochodnych). Zaktadajac, ze od-
powiednie narzedzia rézniczkowania symbolicznego beda czescia oprogramowania optyma-
lizacyjnego - patrz [Paczyriski (1993)], niektére z metod tego rodzaju moga byé wyjatkowo
uzyteczne.

Podstawowym elementem metod optymalizacji nieliniowej bez ograniczeri jest zazwyczaj
optymalizacja kierunkowa. Rézne metody optymalizacji nieliniowej réznia sie gléwnie sposo-
bem generowania kierunkéw poprawy. Z tego powodu optymalizacja kierunkowa bedzie pod-
stawowym zadaniem liczonym réwnolegle. Ponadto zakladamy, ze optymalizacje kierunkowe sa
- zgrupowane w specjalny dwufazowy réwnolegly algorytm pulsacyjny.

Zal6zmy, 7e generujemy M wariantéw parametrycznych: W najprostszym przypadku mozna
je wygenerowac¢ jako poszukiwania w kierunkach wersoréw. W bardziej ztozonych przypadkach
moga one odpowiadaé réinym aproksymacjom lub regularyzacjom hesjanu lub tez réznym kie-
runkom sprzgzonym albo réznym wariantom poprawek w programowaniu linowym, itp. W niepa-
rzystych (rozbieznych) iteracjach algorytmu pulsacyjnego optymalizacje kierunkowe S3 przepro-
wadzane réwnolegle w tych kierunkach i w rezultacie otrzymujemy rozproszony zbiér rozwiazaf
aproksymujacych rozwigzanie optymalne (patrz — rys 1). W nastepnej iteracji z kasdego z tych
punktéw wytyczamy nowy kierunek poprawy i dokonujemy optymalizacji kierunkowej. Te nowe
kierunki powinny (przynajmniej w dostatecznie matym otoczeniu rozwiazania optymalnego) by¢
zbieine i prowadzi¢ do dobrej aproksymacji optimum. W duzej odlegtosci od punktu optymal-
nego nawet te zbiezne aproksymacje moga byé doéé znacznie rozrzucone ale ten rozrzut pozwala
na poprawienie odpornoéci algorytmu na bledy numeryczne, zle uwarunkowanie zadania a nawet
do pewnego stopnia na minima lokalne. Taka podwdéjna 1tera.c3a. koficzy si¢ wyborem najlepszego
ze znalezionych rozwiazaii, ktére stanie si¢ punktem startowym dla nast¢pnych iteracji.

Zasada dzialania algorytmu pulsacyjnego jest jak widaé bardzo ogoélna i moze byé zasto-
sowana w szerokiej klasie algorytméw réznych typéw: z ograniczeniami, nierézniczkowalnych
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Rys. 1: Zasada dzialania algorytmu pulsacyjnego

itp. Tutaj jednak skoncentrujemy si¢ na przypadku zadan rézniczkowalnych bez ograniczen i
metodach Newtonowskich lub quasi-Newtonowskich.

2 Rownolegle warianty metod Netonowskich lub
quasi-Newtonowskich

Zal6zmy, ze problem jest nieliniowy bez ograniczen a funkcja celu f : R* — R! dwukrotnie
rézniczkowalna. Zmienna metryka jest to macierz n x n oznaczana vi®) gdzie k jest nume-
rem iteracji. Macierz ta jest aproksymacja hesjanu funkcji celu H(z) = V2f(x), lub - jak to
jest przyjete tutaj — aproksymacja odwrotnosci hesjanu H~'{z). We wstepnej analizie takiej
aproksymacji zaktada sie, e funkcja minimalizowana jest kwadratowa:

f(z) = 05 <z, Ade> + <b,z> +c (1)
Vf(x) g{z)= Az +g€c R"
Vif(z) = H(z)=Ae€L(R"R")

gdzie < .,. > oznacza iloczyn wewnetrzny. W takim przypadku hesjan jest staly. W meto-
dzie iteracyjnej przyrosty gradientu odpowiadajace przyrostom s(*) zmiennej = w kolejnych
krokach oznaczane sa przez y(®, Przy takich eznaczeniach dla funkeji kwadratowej o dodatnio
okre$lonym hesjanie zachodza nastgpujace zaleinosci:

8B = 1) _ k) @
y® = Vfat)— vf(z®)
v® = Hs®

B = Hly®

Wobec tego mozna utworzyé¢ macierz Y przyrostéw gradientu y*) odpowiadajacych (n li-
niowo niezaleinym) krokom #() tworzacym macierz § dla k = 1,..n i ..bliczyé H™! = SR!.
Jednakze czesto bardziej uzyteczne bywa zastosowanie aproksymacji przyrostowej V*+1) —
V® 4 AVE) odwrotnosci hesjanu H ! skonstruowanej tak by zachodzity nastepujace wlasno-
&ci:

8 = V(k“)y(j) for j=1,.k (3)
¢o implikuje, ze V{**1) = H?, jedli wszystkie y*) s3 liniowo niezalezne.
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Znanych jest wiele formul na AV{®) ktére — przy odpowiednich zalozeniach ~— spelniaja
powyisze wymagania. Najpopularniejsze s3 metryki rzedu drugiego takie jak BFGS lub jej
metoda dualna DFP — patrz [Fletcher (1987)], [Gill et al. (1981)]. Niestety zalozenie (3) dla
zmiennych metryk rzedu drugiego zachodzi jedynie pod warunkiem dokladnej optymalizacji
kierunkowej w nastepujacych quasi-Newtonowskich kierunkach:

d®) = —v®gk for k> 1 (4)
dv — _g

g = vi@a®)

i jest zwiazane z faktem, ze te kierunki s sprzezome. Z drugiej stromy udowodniono
[Stachurski (1981)], ze w klasie metod zmiennej metryki rzedu drugiego zwanej klasa metod
Broydenowskich (zawierajaca metody DFP i BFGS) warunek (3) jest spefniany asymptotycznie
dla funkeji dwukrotnie rézniczkowalnych z dodatnio okreslonym i ograniczonym hesjanem. Re-
zultatem jest superliniowa zbieznoéé nawet przy braku precyzyjnej optymalizacji kierunkowe;
i sprzezenia kierunkéw, jesli kroki quasi-Newtowskie a8 = g sg stosowane konsekwentnie.
Widaé wiec, ze ta wlasciwodé zalezy od kolejnosci obliczefi i w zwigzku z tym zréwnoleglenie
metod zmiennej metryki rzedu drugiego moze byé trudne.

Na szczeécie istnieje wariant metody zmiennej metryki nie wymagajacy kierunkdéw
quasi-Newtonowskich (4), precyzyjnej optymalizacji kierunkowej ani sprzezonosci kierunkéw (4)
do spelnienia warunku (3) i uzyskania aproksymacji odwrotnoéci hesjanu. Jest on zdefiniowany
nastepujacy formula:

® _ (s®) — VEyE)) >< (8(F) — yR)ylR)) )
< (3(‘5) — V(k)y(k)), y(k) >
gdzie . >< . oznacza iloczyn zewnetrzny. Metoda ta nie jest popularna gdyz jest obarczona

zasadniczg wada — staje sie Zle uwarunkowana gdy macierz V&) dobrze aproksyrauje H L.
Wéwezas mianownik (5) jest staje sie bliski zera:

AV

< (8® — vEIE) 4B 5 = < (HT - YRy y®) 5 (6)

Zabezpieczenie tej metody przed ztym uwarunkowaniem jest mozliwe i prowadzi do dobrych
wlasnosci teoretycznych, takich jak monotonicznosé aproksymacji H ! oraz dobrej efektywnosci
praktycznej — patrz {Kreglewski and Wierzbicki (1981)]. Dotychczas mozliwoéci te raczej nie
byty wykorzystywane. Ostatnimi czasy podobne zabezpieczenia zostaly zastosowane z duzym
powodzeniem w metodzie zmiennej metryki rzedu pierwszego, ktéra okazala sig lepsza od metod
rzedu drugiego — patrz (Conn et al. (1991)]. Co wiecej, przy raczej stabych zalozeniach pokazano,
ze bledy aproksymacji hesjanu ||H~*(£)~V®)|| maja ten sam rzad zbieznoéci co ciag [J=™® —
&|| , gdzie & jest granica x(*).

Dokladnie ta sama zmodyfikowana metoda zmiennej metryki rzedu pierwszego moze by¢

@il tatwo zréwnoleglona. Poniewaz wlasno$é¢ (3) nie zalezy od dokladnosci optymalizacji kierun-
| kowych ani sprzezonosci kierunkéw, wiec kroki s8*) i odpowiadajace im przyrosty gradientu
| y(") moga by¢ obliczane niezaleinie. Jeden z procesoréw moze byé zarezerwowany do oblicza-
\ nia aproksymacji (5) z odpowiednimi zabezpieczeniami, ktére sa latwiejsze i bezpieczniejsze w
| przypadku réwnolegtym, gdyz nie musimy positkowaé sig niekompletna aproksymacja H*(z)
i i mozemy rozpoczat nows iteracje gdy pelna, dobrze uwarunkowana aproksymacja jest gotowa.
|

|

2.1 Podstawowy wariant metody zmiennej metryki.

HM Zalézmy, ze rozmiar problemu n jest wigkszy niz liczba dostepnych procesoréw P. W tym
| przypadku, kazdy procesor moze byé uzyty do kilku zadari. Oznaczmy numer procesora przez
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¢ = 1,...P, gdzie procesor 1 = 1 bedzie zarezerwowany do obliczania aproksymacji zmiennej
metryki i koordynacji zadafi. Do numerowania iteracji uzyjemy indeksu K, ktéry bedzie warastal
o dwa w kazdej podwdjnej iteracji.

W nieparzystych (rozbieznych) iteracjach algorytmu pulsacyjnego, przypiszemy procesorom
¢ = 2,...P nastepujace kierunki minimalizacji: pierwszemu d) = _ “g(:)” lub d¥9) =

~y{&E-DglK) (najwickszy spadek w pierwszej iteracji i quasi-Newtonowski w nastepnych), a
pozostalym kierunki wersoréw, diKd) = e; = (0...1(]-)..0)T, j = 1,.n. W przypadku szczegélnym
P = n + 2, kazdy procesor z ¥ > 1 bedzie mial przypisany dokladnie jeden kierunek. Gdy
procesoréw jest mniej niz n + 2, co jest sytuacjy typowa, wéwczas kazdy procesor ma kolejke x
kierunkéw.

Zasadniczym zadaniem procesora 1 > 1 jest wykonanie przyblizonej optymalizacji kierunko-
wej w kazdym z tych kierunkéw rozpoczynajac ze wspolnego dla wszystkich procesoréw punktu

£, '
#&9)  ~ argmin f(z5) 4 rdV)) N
TER!
sKa) = #KA)gU) for j=0,...n

Sa rézne podejécia do optymalizacji kierunkowej. Jednym z cz¢stszych wymagan jest zadanie
duzej dokladnosci okre§lenia minimum w danym kierunku w oparciu o aproksymacjg¢ kwadra-
towa, obliczanie gradientu przy obliczaniu wartoéci funkeji i test stopu Wolfa-Powella, patrz -
[Fletcher (1987)).

Innym rozwiazaniem jest raczej zgrubna optymalizacja kierunkowa oparta na aproksymacji
kwadratowej, unikajaca obliczania gradientu i uzywajaca testu stopy Goldsteina dopuszczajg-
cego jak najszybciej 7 = 1.

Wiadomo, ze dokladna optymalizacja kierunkowa daje lepsze rezultaty praktyczne gdy jest
uzywana z metodami kierunkéw sprzezonych lub zmiennej metryki rzedu drugiego.

Jednakze w tym algorytmie nie korzystamy z warunku sprzezonosci kierunkéw nia ze zmien-
nej metryki rzedu drugiego. Dlatego tez w iteracjach nieparzystych pulsara, zgrubna optyma-
lizacja kierunkowa moze by¢ lepsza. W parzystych iteracjach gdzie konsekwentnie uzywane sa
kierunki quasi-Newtonowskie zgrubna optymalizacja kierunkowa féwniez moze by¢ korzystna.
Wobec tego opiszemy tu przypadek zgrubnej optymalizacji kierunkowej startujacej z v = 1.

Zgrubna optymalizacja kierunkowa ma prawo zawie$¢. Dlatego, niech #(K9) oznacza war-
toé¢ kroku przy ktérej optymalizacja kierunkowa (7) sie zatrzymala. Ta warto$¢ kroku powinna

.spelnia¢ test dwuskoény Goldsteina (patrz - [Fletcher (1987)}; my uzywamy w tym tescie nie-
réwnoéci ostrychy).

(1- g).;(KJ)¢'(KJ)(0) < ¢(KJ)(.;(KJ)) < ﬂ.;(KJ)qb'(K.J')(O) (8)
gdzie: .
$5)(r) = f(a") +rdD) - f(25))
gUEN0) = <Vi(@"),dN >
' .8 € (0;0.5)
Istniejs rézne mozliwosci ‘wProwadza.ma poprawek do zmiennej metryki. Jedng z mozliwosci
Jest: ’
[ i e lED ; (Kg) (Kd) S 5 (Kd)|| 2
AVED = P R N lf <re Voye V> 29 llya (9)
0 otherwise :
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V(K,O) 7/11 A
v+ =y 4 AYVK) for j=0,1,...n (10)

Poprawka (9) zmienia aproksymacje odwrotnosci hesjanu tylko wiedy gdy dane wskazuja,
se wartoéci wlasne macierzy H™! — VK1) g3 wieksze niz v". Wspétezynnik 4" mozna inter-
pretowaé jako ograniczenie tych wartosci wlasnych. Jako alternatywy w tej poprawce mozna

uiywaé warunku: < v | gD 5 > ) a8D) W tym praypadicn wspsicayn-
‘ -1 3 K)
nik 4" mozna interpretowaé jako ograniczenie wzglednej doktadnosci JI——r—-U—H M I-}' m W normie

spektralnej.

Przy implementacji sékwencyjnej algorytmu zmiennej metryki, trzeba zachowat szczegélng
ostroznosé aby &%) pozostaly liniowo niezalesne w kolejnych iteracjach. Uzyskuje si¢ to przez
wybér di%9) = e; w algorytmie pulsacyjnym. W algorytmie szeregowym startowa macierz v
musi byé dodatnio okreslona z niezbyt malymi wartoéciami wlasnymi np. v = I poniewas
kierunek quasi-Newtonowski (4) musi by¢ kierunkiem poprawy nawet jesli aproksymacja od-
wrotnoéci hesjanu nie jest kompletna. W algorytmie pulsacyjnym poczatkowa macierz Vv pie
jest niezbedna do wyznaczenia kierunku poprawy i dlatego mozna uzyé VKO = 0. Proponu-
jemy uzywanie jednego z dwu wariantéw: V0 = 4T gdzie v" = % jest dolnym ograniczeniem
wartoécei wlasnych hesjanu. To prowadzi do nastepujacej wlasnosci aproksymacji:

0 < VKO < y(K1) <. < y(K) < y(Ki+l) <. < y(Km) <H! (11)

gdzie nieréwnosci s3 rozumiane w sensie dodatnio okreslonosci réznic macierzy. Ten wariant
nazywany jest aproksymacja od dohu.

Lub, jesli mamy gérne ograniczenie L na wartoéci wlasne odwrotnosci hesianu (v jest dolnym
ograniczeniem warto$ci wiasnych hesjanu), mozemy zastosowaé réwniez aproksymacjg od gory
przez uzycie v’ = ﬁ W tym przypadku znaki nieréwnoéci (11) ulegng zmianie. Aproksymacja
od géry daje zazwyczaj lepsze rezultaty numeryczne w algorytmie sekwencyjnym, patrz — ci-
tekreglewski. Jednakze aproksymacja od géry wymusza réwniez zmiane znaku w warunku (9)
na

it <rlD, D> < I 7
:.7')" 2

lub odpowiednio ||y$,K musi byé zastapione przez ”ng,j)” I ngJ)” )

3 Eksperymenty numeryczne.

Wiekszoéci eksperymentéw numerycznych zostala przeprowadzona na sieci stacji roboczych typu
SUN z wykorzystaniem biblioteki "pvm”! Wczesniejsze eksperymenty wykonywane byly na
pojedynczej stacji SUN z symulacja réwnoleglosci (metoda wspdtprograméw - ang. coroutines).
A niektére zostaly wykonane na maszynie Paragon nalezacej do stowarzyszenia SINTEF w
Trondheim w Norwegii.

Jako zadania testowania zostaly wybrane problemy opisane w [Schittkowski (1987)]. A wérdd

nich nastgpujace problemy:
Problem Sch_281
it = 1.10

10 1
f(z) D@ -1
i=1

lparallel Virtual Machine.
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Problem Sch_286 Jest to latwiejsze (pozbawione punktéw stacjonarnych) uogélnienie funk-
cji Rosenbrocka.

i = 120

10
f(z) $°100(z2 — zi410)? + (2 — 1)°
i=1

il

Problem Sch_287
i = 1.20
5 .
@) = Y {100(z} — ziys)® + (2 — 1)% + 90(z2}10 + Tivis)?

i=1

+(Ziy10 — 1)2 + 10.1[(zi45 — 1)2 + (Zit15 — 1)2] +19.8(zi45 — D{zip15 — 1)}

Problem Sch_288
i = 1..20

5
f@) = (@i +102i45)% + 5(zig10 — Tit1s)® + (Bigs — 23ig10)* + 10(z; — 7i415)°
1

i=1

Problem Sch_289

i = 1.30
1 3
flz) = 1—ezp[—— sz]
60 i=1
Problemy Sch_290...293
f(z) = (s7Ax)?
1 0
2
3
A = diag.(1,2,..N) =
N-1
0 N
N 2
o) = (L)
k=1
numer problemu | rozmiar N
Sch 290 2
Sch 291 10
Sch_292 30
. Sch 293 50
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Problemy Sch_294...299 Jest to trudniejsze uog6lnienie funkcji Rosenbrocka.

N-1 )
= 2 [100(zis1 ~ 2§)* + (1 - 2:)’)

i=1

f(z)

numer problemu | rozmiar N
Sch_294 6

Sch 295 10

Sch.-296 16

Sch.297 30

Sch-298 50

Sch-299 100

Problemy Sch_300...302

fl) = zTAz -2z,

numer problemu | rozmiar N

1 -1 0
-1 2 -1 )
-1 2 -1
-1 2
-1 -1
2 -1
-1 2 -1
0 -1 2/

Sch_300s 4
Sch_300 20
Sch_301 50
Sch_302 100

Problemy Sch_303...305

ISP B S
= in'*'(ZE”’x) +(§51$i)

i=1 i=1

(=)

numer problemu | rozmiar N
Sch_303s 10
Sch.303 20
Sch_304 50
Sch_305 100

Problemy Ros_8, Ros_16,

Ros.32 Jest to trudniejsze uogdlnienie funkeji Rosenbrocka

N-1
= Z [100(z2i41 ~ 75)? + (1 — 2)%)

=0

f(=)
numer problemu [ rozmiar N
Ros 8 8
Ros.16 16
Ros_32 32
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4 Rezultaty

Po wykonaniu serii obliczesi na sieci zawierajacej 8 stacji roboczych typu SUN uzyskano rezul-
taty przedstawione w tabelce. Wyjaénienia wymaga tu kolumna opisana jako wirtualna ilos¢
wywolan funkcji. Jest to suma maksymalnych ilodci wywolad funkcji w kazdej iteracji. Dosé
dobrze odzwierciedla wiec ona faktyczng szybkoéé algorytmu. Jak widat z przedstawionych da-
nych algorytm réwnolegty uzyskuje czesto znaczne przyspieszenia dla funkcji latwych, natomiast
jego szybkos¢ dla funkcji trudnych jest poréwnywalna. Zasadnicza zaleta natomiast jest znacznie
wieksza niezawodno$é algorytmu.

Problem | roz- liczba itercji liczba wywolan funkeji
miar || m. réwnolegla | m. szeregowa || metoda réwnolegla | m. szeregowa
' catkowita | wirtualna
Sch_300s 4 2 4 31 9 24
Sch_300 20 2 T21 111 | 9 . 118
Sch 301 50 2 51 261 9 277
Sch_302 100 2 107’ 511 | 9 554
Sch_290 2 8 9 429 190 151
Sch. 291 10 8 25 3546 370 506
Sch.292 30 32 66 19034 1051 1098
Sch_293 50 28 84 25233 702 1660
Sch_303s 10 4 3 234 58 61
Sch_303 20 6 6 . 1829 93" 97
Sch.304 50 1 >300 126 126 >9893
Sch_289 30 1 1 98 98 38
Sch_288 20 18 39 6241 465 581
Sch_286 20 154 99 50497 3555 1857
Ros_8 8 38 55 7954 | ' 1201 1058
Ros_16 16 || 48 92 17539 1482 1507
Ros_32 32 60 ' 139 50842 2278 2120
Sch. 294 6 49 37l ° 6130 1312 723
Sch_295 10 58 53 13831 1783 916
Sch_296 16 72| . 83 31004 2729 1553
Sch_297 30 108 146 74875 3466 2924
| Sch.298 50 215 234 249489 6716 4618
Widaé to bylo juz z wczedniejszych obliczen. .
Rezultaty szeregowej i réwnoleglej metody
zmiennej metryki rzedu pierwszego.
‘Eation mumber | 5] 10] 15 | 20 30 | 40 | 50
Szeregowa zawiodla | zawiodla | zawiodla | zawiodta

norma rozwizania® | 0.68E+00 | 0.72E+00 | 0.71E+00

norma gradientu’ | 3.62E+01 [ 3.34E+01 | 3.32E+01

Pulsar zawi6dl
norma rozwizania® | 5.60E-04 | 1.76E-07 | 5.21E-11 | 446E-13 | 4.26E-17 1.48E-19
norma gradientu” 3.87E-09 1.03E-19 1.47E-24 | 1.54E-36 | 1.80E-48 | 1.07E-55

Rezultaty te pokazuja zasdniczy wzrost niezawodnoéci jak réwniez znaczace przyspieszenie.

Inny test dotyczy! n-wymiarowego uogélnienia funkcji Rosenbrocka {tzw. funkcji bananowe;j).
Rezultaty dotycza latwiejszego uogélnienia tej funkeji dla wymiaréw i trudniejszego o wymiarze
20. Obliczenia zostaly przeprowadzone na komputerze Paragon® zawierajacym 56 procesoréw
i860. :

Paragon is a trademark of Intel Corporation.
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Funkcja bananowa Rosenbrock’a — liczba itercji
niezb¢dna do uzyskania doktadnoscil0~% normy gradientu
Rozmiar problemu [ 8]16] 3220 (wersja trudna)
Szeregowa 61|93 | 136 106
Réwnolegla (symulacja) | 43 | 36 | 58 72
Réwnolegla (Paragon) | 39 | 68 | 116 : 68 o

nalezy zauwazyé, Ze przyspieszenie wynika nie tyle z pelnego wykorzystania mocy oblicze-
niowej co z wlasnoéci metody, gdyz przy x = 1 wiekszos¢ procesoréw jest niewykorzystana.

5 Whnioski.

Wstepne testy prostego wariantu algorytmu pulsacyjnego potwierdzaja teoretyczne oczekiwania
dotyczace mozliwosci tego algorytmu. Dwufazowy algorytm pulsacyjny okazuje si¢ by¢ bardziej
odporny od algorytmu szeregowego. Dalsze prace powinny pozwoli¢ na poprawienie przyspie-
szenia i zréwnoleglenie innych algorytméw optymalizacji nieliniowej.
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