
STEROWALNOŚĆ ORAZ STEROWANIE 
Z MINIMALNA ENERGIA UKŁADAMI TYPU 2-D 

Jerzy Klamka 

Streszozenie. W prasy rozpatrzono zagadnienie sterowania z minimalna 

energią liniowymi,stasjonarnymi dyskretnymi układami dynam:km:al typu PD. 

Przy założeniu oalkowitej sterowalni:40i w ustalonym prostoksieie uktaida 

dynamicznego podano i udowodniono analityczne wzory na sterowanie z

maina energia oraz na minimalną warto .46 energii sterowanie. 

14. Wprowadzenie. 

W ciągu kilku ostatnich lat nastąpił bardzo intensywny rozwój badań nad 

wielotymiarowymi układami dyskretnymi tzn. układami o wielu zmiennych niezalotnych 

pośród wie/o wymiarowych układów dyskretnych najpopularniejsze ali tie. układy 

typu 2-D ,tzn. układy dynamiczne określone w dyskretnych punktaeh płaszczyzny. 

Dynamikę takich układów dyskretnych opisuje wektorowe równanie różnicowe o dwóch 

zmiennych niezależnych (:i - 4). 

Zagadnienia aterowania z minimalna energia układami dyskretnymi typu 2.4) 

oraz ogólnie typu W-D rozpatrywane były w licznych publikacjach miq.dzy innymi 

Pracach [5 - 141.W publikacjach tych przedstawiono analityczne rozwiazania 

zagadnieniu sterorania z minimalną energią dla różnych typów wielowymiarowych 

liniowych układów dyskretnych oraz przy różnych założeniach dotyczących ich 

sterovalnoici. 

W niniejszej pracy rozpatrzono zagadnienie sterowania z minimalną energią 

liniowego stacAnsunego układu dyskretnego typu 2..D Przy założeniu całkowitej 
- 

°terowano:56i w ustalonym prostovoie.Całkowita sterowalnodó w ustalonym prosto.. 

kaole roSpatrywana była w pracy[y2],gdzie sformułowano liczne kryteria jej bada.. 

asatiniejsza praca jest rozszerzeniem prac [6 lik,polegajacym na wyznaczenie 

sterowknia minimalno..energetycznego przeprowadzającego dany układ dynamiezmY 

Z zadanych waruezów brzegowych do stanu kasowego będącego zbiorem wszystkich 

1ol*:411nYch rektórów stanu na dwóch brzegach prostokata.Zagadnienie takie nie 
było 

do -edt 4 Pory rozpatrywane w literaturze dotyczącej układów dyskretyneh t/pa 2-74 
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2. Opis układu dynamicznego. 

Niech będzie dany liniowy stacjonarny skończenie-wymiarowy uklad dynamiczny 

dyskretny typu 2-D opisany następuJącYm wektorowym równaniem różnicowym [4],,D3 • 

x(1+10+1) Aox(i,j) + 11k(i,3+1) + 12x(i+1,3) + Ba(i,j) ( 1) 

okrehlonym w prostokącie prs [(0,0),(r0)] . /0.0)e Z.Z

gdzie X(i.J)EBP jest wektorem stanu lokalnego w Punkcie (14)1 

u(i,j)Eile jest wektorem sterowań w punkcie (i,j), 

Ao , , 12 są stakymi nn -wymiarowymi macierzami, 

B jest staką zwm -wymiarową macierzą , 

Z jest zbiorem liczb calkowityca. 

Warunki brzegowe potrzebne do rozwiązania równania różnicowego (1) sr, postaci 

x(1,0) X10 61e dla i. 0,1,2,...,r 

x(0,3) ..xojee Oz j 0,1,2,...,5 

liadomo,(4),M,te rozwiązanie równania różnieowego (1) z warunkami brzecowynd 

(2) można przestawid w zwartej formie wykorzystując w tym celu tzw.' macierz 

trarsycji ukladu 2-D , Gii 1,5 -1,0,1,2,... zdefiniowaną następująco NO] 

(2) 

Gij  AoGi _14 _1 + Al Gi-10  + A2Gi4-1  G1_10 _140 + 61 _14 41 + G1,3_1412 (3) 

G 0 I 
00 nxn 

01.1 • Onm dla i -1 lub j -1 . 

Rozwi anie x(k,l) w paklonie (k,1)621.9 równania różnicowego (1) z warunkami 

brzegowymi (2) jest postami następującej [4],[5] 

x(k,l)   (1:17,..1 1.112 + x1011.6.1,u):(1,0) + ck_1,1_1A0x(0,0) + 
1.4 

AT1 
+ (ak-1,1;11I + Gi_1,1_3_14.01x(04) * Gk_1,1_4Bu(0,0) 

• 

3. 1 ak-I-1,1.134X .  lk_10._j_pu(40) + 

 J 17-1
1.1 j-1 

loostad rozwiązania (4) będzie odgrywała istotną rolę przy rozwiązywaniu za-

gadnienia sterowania. z minimalną energią układem dynamicznym (1). 

(4) 
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3. Podstawowe definicje i twierdzenia. 

Istotnym założeniem gwarantującym istnienie rozwiązania zagadnienia sterowania 

z minimalną energią jest odpowiednio zdefiniowana 1:4crowa1nogd Układu dynamicz-

nego.Dla układu typu 2-1) opisanego równaniem różnicowym (1)można wprowadzić kilka 

rólnYch definicji sterowalnaciEt - 121.W niniejszej pracy ograniczyny'się jedy"-

nie do definicji całkowitej sterowalnaci n ustalonym prostokącie Prs C121. 

Definicja 1. Układ d3rnamiczn1 (1) nazywa się całkowicie sterowalnYm w prosto-

kącie Prs,jeteli dla dowolnych warunków brzegowych (2)oraz dowolnych wektorów 

xri(ie ,1.1,2,...,s-1 , ripe ,k=1,2 ..... r-1 „oraz xrselin,istnieje sekwencja 

sterowań tu(i,j): ris_i ,taka,te odpowiadając* tej sekwencji sterow0 

rozwiązanie x(i,j), (i,j)EiPrs spełnia następujące warunki : 

. xrl 
1 

x(k,$) . xis  , k = 1,2,...,s-1 (5) 

x(r,e) . x re 

Watna łatwo wykazad,te całkowita sterowalnogd w prostokącie Prs implikuje 

lokalną sterowalna w prostokącie Pr3 [1121.Nalety również podkreglid,te w defi-

nicji całkowitej ste‚-owalnohei nie nakłada się żadnych ogranicze na zbiór war-

todai sterowaA.Warunki konieczne i wystarczające całkowitej sterowalnoga w pros-

tokącie Prs układu dynamicznego (1) zostały sformułowane i dorieizele w pracy m 
w oparciu o postad rozwiązania równania rótnicowego (1) oraz odpowiednio okreg-

lonst macierz całkowitej sterowalnogai. Poniewat rozwilzerie se!adnienia sterowa-

nia z minimalną energią wymaga założenia całkowitej sterowalnoici układu (1),wiąc 

• dalszej omegi niniejszego podrozdziału zostaną przytoczone bez dowodów zasad-

055 twierdzenia dotyczące całkowitej aterowalnogei układu dynamicznozo (1).W tym 

celu tprowadza :114:następujące oznaczenia : 

4143 [ G1-1,? Gi-2,? j ••• Git?: GO,?] 

411,1 są nzmi ...wymiarowymi masierzami dla i . 1,2,...,r , j .

"Eli. -1,801-1B j Gi-2,5-3-13 :G1 
I 

„s 

są 

(7) 
I i 

i 

AJ • 

BR nwmr -wymiarowymi macierzami dla i . 1,2 

(6) 

 r , j . 1,2,...,s-1. 
• 

Za pomocą macierzy Qi,j oraz a143 okregla się n(r+e-1),vars -wymiarową macierz 

*która o dgrywa zasadniczą rolę przy badaniu całkowitej sterowalnofici 
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• • • • zClr,0 r,1 r,2 

(a) 

Twierdzenie 1 E12].IIklad dynamiczny (1) jest całkowicie sterowalny w prostoką-

cie Prs wtedy i tylko wtedy,gdy 

rząd W(r,$) (9) 
Twicrftenie 2M.Oklad dynamiczni (1) jest całkowicie sterowalny w pnostokie 

cis P wtedy,i tylko wtedY.00 ra 

det(W(r.5)W2(20)) li O (io)' 

Macierz W(r,$)e(r,$) wystgpujqoa r relacji (10) nosi nazwą macierzy eałkowl. 
tej sterowalnofici. Jest- to maoierz symetryczna n(r+s -1)xn(r+s-1) -wymiarowa o eta-
łych współczynnikach zależnych jedynie od parametrów układu dynamicznego (1). 

Wniosek 1 02].Układ dynamiczny (1) jest całkowicie sterowalny w prostokącie 
P wtedy i tylko itedy,gdy macierz całkowitej sterowalnodei l(r,$)112(ros) jest rs 

dodatnio okredlona. 

Z cytowanego powyżej twierdzenia 1 wynikają pewne zależno:Ad. wiążace Rymie. 
rorodó wektorów stanów lokalnych oraz wielkodó prostokąta Prs z pop:clam calko 
witej sterowalno:fa n prostokącie Prs

Wniosek 2 b2]. Jeżeli n(r+8-1)2> mrs to układ dynamiczny (1) nie jest salko-
wicie sterowalny w prostokącie Prs

Podane powyżej twierdzenia i wnioski z nich płynące bg14 gykorzystane w dal- , 
szej cz ci artykułu do rozwiązania satadnienia sterowania z minimalną energią 
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4. Sterowanie z minimalną energią. 

W przypadku,gdy u3c2ad dynamiczny (1) jest calkowicie sterowalny w ustalonym 

prostokącie Pre „istnieje na ogól wiele róZnych sekweneji sterowali fu(i,j) 

(i,i)e 7?-1,8...t Przeprowadzających ukkad z zadanych warunków brzegowych (2) do 

iądarego stanu kmicowego reprezentowanego równodeiami (5). Problem sterowania 

z minimalną energią polega na wyznaczeniu spodród nich sekwencji sterowa:if:414)T 

(i,j)EP r _10 _11 minimalizująeej wskaźnik jekodei. postaci następującej : 

s(u) u1(1.4) Q1(14) (u) 

gdzie Q jest mum -wymiarowq,symetrIezną,dodatnio określoną macierzą wagową. 

Wskainik jakości J(u)będący nieujemnie określoną formą k'wadratową,okreldla energię 

sterowania .Jest on szezególnym przypadkiem ogólnego kwadratowego wskainika ja-

kodoi zawierającego równie wektory stanów lokalnych x(ikj), dla (i,j)E 
„re 

• 

W celu skrócenia skomplikowanego zapisu wprowadza się następujące oznaczenia s 

nn(s+r-1) T = 1. 
rs ' Em:1 ' m:2 m:,s -2 * m: 

2 
,s * ' m2,s 

T (12) 
mr-• 1,s ' 4,3] 

Wektor i re reprezentuje warunki kodeowe na dwóch brzegach prostokąta Prs • 

an(r+s+1) 
3x ors 

r? T T e 
L X00 P X 10 " P" Xis() " PPPX2sa1s0 Xrs0 I X0,1

T T 
oso, X014 , x0,541 xosz_i 4,$) (13i 

Wektor 
7ore reprezentule dane warunki brzegowe na dwóch brzegach prostokąta Prs. 

Itn(s+r-fj 
9 

re ExT(r,l) , xl (r,2) pos., x7(r,s-2) xt(r,s-1) s X1(10)110641 

x?(r-1,$) x/(r0).1 (14) 

Wektor 
rs reprezentuje wartaci kmicowych stanów lokalnych na dwóch brzegach 

prostokąta Pre

FIn' 33 u? - [111( 0, 0) o J( 1 , 0)  ZB 
111 0,'1,0 ) 2 UT(Os1) 111(082),U1(0,3),4,241 

T(1,1) o al(1,2) orno j(r-115-1).] ( 15) 

Wektor urm reprezentuje odpowiednio uporządkowaną sekwencję wektorów sterowali 
w prostokącie 

Teorio sterowania 
53 



11 

n
12

= 

_ . 

ar-1,0
A0 G

r-1,0
A
2 
+ G

r-2,0A
0  

 Gr -1,0A2 + 0r-1-1,0AO  

A •-,1 A0 G
r -1,12 + G

r- Gr 1 A 
2,1A0   0r-i,1

A
2 + Gr -I-1,1 O•  

Gr ' A--1,2AO G A + G r-1,2 2 r-2,2 u   G
r -1,2A2 + 0r-i-1,2 AO  

Gr-10-3AO G
r -10-3A2+G

r-20-3A
O  G

r4.0-.312441r.d.-103-3A0 

0r_1 2A0 Or _101_2A2+Gr _2,8_2A0  Gr 2A2+02. 4 _180.2A0 

G
1,0A

2 

G
1,1

A
2 

6
1,2

A
2 

• Go A0

+ Go0A0

• %.2A0 

G
0,0A2 

G
0,1A

2 

G0,1A2 

G 'A r-1,0 1 

G A+G A G A 10-3 2 0,53 O 00-3 2 

G10-2A
2 +G A G 

00-2 O 0,6-2A
2 
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G2.-1,0A1 
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G + G r-1,8-3 r-1,8-4A
O 

G
r -1,8 -2A

1 + G
r-1,8-3AO 

G
r -1,s-j -2

A
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+ G
r -1,3 -j A
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G
r -101-3-1A

1 + G
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  O O O 
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 - O O O 

  O O O 
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  O
i-1,0A1 O O 

  03041,1A1 + Gr  -1,0A0 G 
r-1,0 1 O 
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G0,8_141 + G0 210   G 
00-1

A 
1 + 00.3.110 

G1,8_111 + G1,8_210.   G1,8,111 + G1,04.1. 110

G201 -1A1 G20.-2A0 
  G2 11 +G A 

0.1 20;1;4 O 

(72.-20-4 0r-201-2A0   as.-20 -JAI 4' tixr20 -3;410 

Gr-1,s -1A1 (1.-1,2.410  
08.18_31 + 08„:40 _j _110

G0,1A1 
+ G0,010 00,011 

  O
1,1

A
1 
+ G

1,0
A
O 

G A 
1,0 1 

  G2,111 + 02,010 02,011 

(19) 

  or_20A1 + 08_2,010 Gr_40A2

  O1. A -1,1A1 +Gi-1,0 O Gr-1,011 
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Wykorzystując oznaczenia (16),(17),(18) oraz (19) tworzy się macierz blokową 

%ROO

H12

r
-  -- 

11 li

• 21 ' 22 

Macierze H
11'

H
12'1

R
21'

H
22 

są stabazi macierzami 

(2e) 

O następujących wymiarach 

E

'11 

jest 

macierzą n4 -1)xn(z41) -wymiarową , 

H
12 jest macierząą n( s- 1)xns -wymiarową, 

H21 jest macierz 7Irxn(r+1)-wymiarową, 

E22 jest macierzą nr >ens -nymiartiwą. 

Zatem macierz blokowa H(r,$) jest macierzą n(r+s-1)xn(r+s+1)-wymiarową. 

Niech Orreg) diag(Q,Q,••.,Q) oznaoza rozszerzoną macierz wagową mrs klara 

—ia-rizy 
wymiarową•Wykorzystująo macierz W(r,$) określoną wzorem (8) definiuje sig cymo-

tryesną n(r+s-1) w n(r+s-1)-wymiarową macierz 114r,$) w sposób następujący 

WcAroe) 11(rta)Cr1(rte)IFT(rle) (21) 

lonie:rat macierz Q jest odiracalnatiięc równi et macierz Q(r,$) jest odwracalna, 

a zatem macierz W4(7,8) jest poprawnie zdefiniowana.Ponadto,założenie całkowitij 

sterowaLnoisi ukladu dynamicznego (1) w prostokącie Pra gwarantuje nam na mocy 

twierdzenia 2 odwracalność macierzy 1(r,$)e(r,$) „a biorąc poi uwagę wzór (21) 

równiet odwracalnofid macierzy

Obasnie sformułowane zostanie zasadnicze twierdzenie dotyczące zasadnienia 

sterowania z minimalną energią ukZadem d,ynamicznycm typu 2-D postaci (1). * 

Twierdzenie 3. Niech układ dynamiczny (1) będzie aalkowicie sterowalny w pros-

tokącie Prs „oraz niechluqi,j) ,(i,j)E 22...1,6_11-będzie sterowaniem przeprowadza-

jącym uland dynamiczny (1) z zadanych warunków brzegowych (2) do ią'danego stanu 

lewicowego danego równościami (5).Sterowaniele(i,j), (i3)er
2...1,3-1}postaci : 

u°  Q-1(r,$)21(r,$)1 r s r 1( )ar6 Q ra ors (22) 

przeprowadza ukZad dynamic zrp (1) z zadanych warunków brzegowych (2) do Z ądanezo 

stanu kenieowego postaci (5) OraZ 

2.3.•.1 
(ar)(14)/0 1C)( 1-$3) ( 11P (14)) ! Q0 (1,3) (23) 

MI 

Ponadto minimalna wartość wakainika jakości 3(u(2,::8) jest dana następującym wzorem: 
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im° 

-1
ce(=.3»TQu°cio) - 

J-0 

-1 
m (11 - P(r,$)x ) W (r.$)(x - H(ris)z ) 

rs ors Q - ro ors.
(24)-

Dow6d.Eowód twierdzenia 3 l)cdzie mię skIzId?1 z trzech czędoi.11 pierwszej °model 

wyketemv,te sterowanie u:3 dane wzorem (22) przeprowadza Układ dynamiczny (1) 

z zadanYch warunków brzeGorych (2) do żądanego stanu końcowego danego wzorami (5). 

Na podstawie wzorów (3).(4) oraz oznaczali (12)- (20) otrzymuje sig za1einoń6 

X
TS 

H(ris)ź 
Orz rs 

(25) 

Podstawiając do wzoru (25) relację (22) otrzymuje sig następujące równofici t 

-1 -1 ev 
Z 11(r,$)ź s + 1(40)Q (r,$)I(r.$)WQ (r.$)(z IT(ris)zors ) . 
TS or rs rs, 

Zatem sterownnie u° dnne wzorem (22) przeprowadza układ dynamiczny (1) z zadanych 
re 

warunków brze.nwych (2) do iądaneGo stanu kmietowego postaci (5). 

W druzie: czeci dowodu wykażemy prawdzimad nierównaci (23).1ykorzystamy do 

ta:7o celu wlaanaci normy i iloczynu skalarnego w przestrzeniach skończenie-WI:la; 

rowych.Poniewai sterowania oraz z założenie slt;3 przeprowadzają układ dyna-

miczny (1) z tych samych werunków 'brzegowych (2) do tego samego stanu końcowego 

(5) „więc zaahodzi następująca równo§6(na podstawie wzoru(25))s 

W(17,012;3 W(r,$)u:3

Po odjęciu stronami otrzymuje się zaletnoió postaci następującej 

- u:3) . 0 

Zatem prawdziwa jest następująca r6wno46 

- w° ) lq(r18)(Z ff(xsw)i;r9
no+r-1) 

):› 
• rs 

TO 

O (26) 
R 

lYkorzystując wlasnoAei iloczynu skalarnego równodó (26) moina przekształeió do 

postaci następującej s 

te(i0) ge(i.ji› 

Następnie ‚ponownie wykorzystując vloandel 
maje się zaletnoiti następującert 

!4;1_ 4-1 (W(i4))%19(14) 

imr*-1 
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0 (27) 

iloczynu skalarnego oraz normy otrzy-

(u0(i4))2Qe(14) 
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i=r-1 i=3-1 
  (t"( 1 0) 4°

(1
15))2

Q(u(1 ,1
) e(iti)J 

i=0 j=0 

Ponierat drugie wyratenie po prawej stronie wzoru (287 jest zaraza nieujemne 

(jako forma kwadratowa zbudowana na macierzy Q dodatnio okredlonej),wito zachodzi 

nierówno (23).Zatem druga cztld dowodu zastała zakatczona. 

W trzawiej czeisi dowodu wykażemy prawdziwodd wzoru (24)okrel1ającego minimalną 

wartodd energii sterowania.Podatariają zaletnodd (22) do wzoru (11) otrzymuje sit 

i=r-1 

i=0 =O 

- l(rts) 112(rte)1,721(rts)(i '1.1, 

(u°(i,J))2Q(11°0-41) 

n(rea)Z ) 1,2(r0) 1 711(rss)(1  - ors rs 

Wykorzystując fakt,te macierz 11,11(r,$) jest macierzą symetryczną otrzymuje sig t "

J(u ) _ IT(r,$)%re) ,(1Kr,9)Q-1(r,$)W2(r,a* ret - 11(r,$)źors

= (irs w(r,$)Zors)21;1(r,$)(irs — H(r,$)Zors) 

Zatem trzecia cooled dowodu zoatala zakoliczona. 

Twierdzenie 3 zostało udowodnione z wykorzystaniem podelawocYch własna.' nor-

my i iloczynu skalarnego w przestrneniaah skoliczenie-wymiarowyehobez uciekania ' 

site do zaawansowanych fwierdzati z dziedziny sterowania optymalnego.PodejAcie takie 

było możliwe se mgli& na liniowohd układu dynamicznego (11) ,brak ograniczeń na 

sterowanie,specyficAną poste wskainika jakoici oraz zalotenie całkowitej staro - 

walmodsi układu dyiricznego (1) m prostokącie Prs . 

5. POdstueowanie. 

W prasy przedstawiono rozwiązanie zagadnienia sterowania z minimalną enerzlit 

liniowymotaejonarnym dyskretnym układem dynamicznym typu 2 -D.Dzitki założeniu 

eałkowitej sterowalnodci układu dynamicznego w ustalonym prostokącie oraz brakowi 

ograniczali na sterowanie,otrzymano na drodze prostych przekształcali wykorzystują -

ash taasnodei normy i iloczynu skalarnego,analityczne 

sterowanie z minimalną energią oraz odpowiadającą temu 

wartold wskainika jakodsialYniki przedatawione y pracy 

zaletnodoi okredlające 

sterowaniu minimalną 

są uoganieniem na przy-

padek sterowania do stanu koisocego postaci (5) wezedniejszych prac lutora [6-42]. 
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