STEROWALNOSC ORAZ STEROWANIE

Z MINIMALNA ENERGIA UKLADAMI TYPU 2-D
Jerzy Klamka

Streszozend » W praey rozpatrzone zagadnienis sterowania z minimalng
energiz linloyyrmi,stacjonarnymi dyskretnymi ukdadami dynamis zrymi typu 2-D,
Przy zaloteniu calkorite] sterowalnofei w ustalonym prostokgeie ukzafu
dynamicznego podano 1 udowodniono amalityezne wzory na storowanh z mini=
malng enersiy oraz na minimalng wartofé energli sterowania,

1a Wprowadzenie,

¥ oiagn kilku omtatnich lat nastopit bardzo intensywny xoswél badal mad
wislowymiarowymi ukZadami dyskretnymi tzn, ukiadami o wielu zmiennych niezaleinyeh
Spodrdd wielowymiarowych uk?addw dyskretnyoh najpopularniejsze s towe ukXady
typu 2-D ,izn, uktady dvnamiczne okre$lone w dyskretnych punktach plaszozysznye
Dynamike takilch ukadéw dyskrestnyeh opisuje wekitorowe réwnanie réinicows o dwéeh
zniennych niezolesnych [1 - 4],

2agadnienia stsrowania z minimalns energis ukladami dyskretnymi typu 2-D
oraz 05élnie typu W=D rozpatrywzne byty w lieznych publikacjach migAzy imnymi

w pracach [5 - 19].' publikacjach tych przedstawiono analityczne rozwigzania
zngadnienia sterovania z minimalng energis dla réinyeh typéw wielowymiarowych
linfowyeh uktaddw eyskretnych oraz przy réinych zaroiemiach dotyezzoych 1ch
sterovalnofei.

W ninfejsze] pracy rozpetrzono zagadnienie sterowania z minimalng energls
a1: liniowero stacjdnmenego ukladu eyskretnego typu 2~D przy zaloieniv °m°:'3-f03
sterowalnodel w ustalonym prostokaoie,Catkowita sterowalnoS¢ w ustalonym 1':1'03*0“
kz0le rogpatrywina bya w praey [12],e821e sform2omano lleczne kryteria joj bada=
ni2,Nindeisza pracu- jest rozszerzeniem prac [6 - 11]'.1)01083346311_' na wyznaezenin
sterowmnia minimalno~enercetycznego przeprowaizajgcego dany uk2ad dynamiezny
% 2adanyeh weruntéw brzerovych do stanu kofeowego bedgcezo rhblorem worystkich

lokalnven vektéréy stamu ma dwdch brzezach prostokgta,Zagadnienis takis nie byZo
4o tr3 pory rozpatrywane w literaturze dotyczgcej uxadéw dyskretynch typu 2-Ds
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2, Opis uktadu Aynamicznegos
Niech bedzle dany linfowy stocjonarny skodczenle-wymiarory wkad dynzmicsny
dyskretny typu 2-D opisany nastgpujaoynm wektorovym réwnaniem rdinlcowym [4],[5] .
x(141,301) = A;x(1,3) + Ax(1,3+1) + Ax(241,3) + Bu(4,3) (1

okreflonym w prostokacle P = [(0,0),(r,s)] = {(1,3)6 z=% s (0,0) €£(1,3)< (r,s)}
gdzie x(1,3)€ E® Jest wektorem stanu lokalnego w punkele (1,3,

u(1,3) EE® jest wektorem sterowad w punkeie (1,3},

‘o , A1 ° ‘2 83 statyml nm -wymiarowymi macierzami,

B jest stala nvm -~wymlarows maclerza ,

%2 Jest zblorem liceb caltkowltycB.

Warunki brzezowe potrzebne do rozwigzania réwnania réinicowego (1) sr postaci :

x(1,0) -xmex‘ , @la 1w 0,1,2,e00,F (2)

x(0,3) = zojex‘ , 1 3 = 0,1,2,000,8
Viadomwo, [4], [5],2e roswigzenie rémania réinieowego (1) z warunkami brzegowyml
(2) mosna przedstawié w gwarte] formle vykorzystulsc w tym celu tzn-.' meelers

tranzyejl ukladu 2-D , Gid , 1,3 = =1,0,1,2,0., zdefiniowang nastepujaco [4] ,[5]

Oy = Ao8y g g * 4485g,9 * 428 3oq = Oa-q,5-1R0 * Ogghe * O uaite (3)
G0(1' - Inxn
!!’;’.Ow‘n dla 1 w=1 by J=-1,

Rozwliganie x(k,1) w punkele (k,1)€ ?_, rémania réznicowego (1) z warunkami

‘brzegowﬂ. (2) jest postasi ;astqpnjqoej [4],[5] s

x(k,1) = g Oy, 1e9hs + O gogiaanfo)x(200) & Oy 5 (Agx(0,0) +

=l
+_g (ak-1,1-'3"1 * %.1,1.3_1‘01.!(0:3) + Gk_1’1_13u(0,0) +

" &= i=1
+§u,‘_,-,,l_,nuo.:) + %uk_hl_d_,nu(i,o) +

wl
\ ’g% %-1.1,1.3-13“(1.3) (4

Postaé rozwlgmania (4) bedzle odgrywata istotng role przy rozwizzywaniu za-

gadnienia sterowania =z minimalng energis ukZadem dynamieznym (1),
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3. Podstavowe definicje 4 tnlerdzenia.

Tstotnym zatoleniem gwarantujncym isinlenie rozsdgsanle zozadnienia sterowania
¢z minimalng energlg jest odpoviednlo zdefiniowana s.tcrowalnoéé ukZadu dynanicz-
negoeDla uk2adu typu 2-D opisanego rémmeniem réinicowym (1)moina wprowadzié kilka
rétnvch definlc)l sterowalnofci [4 - 12] W ninleiszej pracy ograniczymy sile Jedy~
nie do definicji catkowitel mterowalnofci w ustalonym prostokgeie rrs [12].

Definicia 1. Ukiad dynamiczw (1) nazywa 3le calkowlele stsrovalmym w prosto-
kaele !rs,jehli 2la dovolnyoch warunkdw brzegowysh (2)oraz dovolnych wektoréw
xﬂen‘ 1 121,25000y3=1 , xkséﬁn sk=1,2,000,7=1 ,0raz xrsé Rn,ia‘!mieje sekwencja
sterowati {u(i,j): (4,3) €I"r_1’s_1} ,taka,-m odporiadajgce tel sckwancii sterowas
rozwigzanie x(1,3), (1.,3)623_= speXnia nastepujace warunki ¢ '

x(r,1) = Ty 2 1= 1,2500.,8-1
x(kss) =x . 5 k= 1,2,000,8-1 (5)

x(zr,s) = 3

Mozna Zatwo wykazal,ze calkowida sterowalno#é w prostokacle rrs implikuje
lokalng sterowalnoéé w prostokacie !rS[-_‘IZ] Nalezy réwnies podkreflié,ze v defi-
nicji cakowite] sterowalnofci nie nakada ale zadnych ograniczefl na zh1ér war-
todei aterowaf,Warunki koniaczne 1 wystarezaj,ce c-tkowitej steroraluofci w pros-
tokgele P o UkZadu dynimie nnego (1) zostaly sformuiowane 1 dov:1edztha ¥ pracy [12]
w oparciu o postaé rozwlgzania réwnomla réznicowepgo (1) oraz odpowiednio okref-
long macterz eaXkowitsj sterowalnofei. Ponlewa: rozviszwnie grxadnienia sterova-
nla z winimalng energisz wymaga zatozenia calkordted steromalnofei ukadu (1) ,wi¢e
W dalazej szefol niniejszego podrozdziniu zostang przytoczone bez dovodéw zasad-
6Ze twlordzenia dotyezgoe catkowltej sterovalnofci uk¥adu iymimimznego (1)." n

celu vprowadza sie na.stqpujqce oznncz-nia :

Q5 =[G4, g8 1 0sp P1 oee ]Gy B! 6.7 (6)
°1,3 53 nxmi ~wymlarowyml maeierzami dla 4 = 1,2,e0esT 5 J = To2p0ce,9-1

Bl ..-|G 1 'GO.S-J 13101...!0] (7)

%,3 '@1—1,;-3-1 Gy2,8-3-1"| 1,5-3-
~
Qi,j 33 nxmr —wymlarowymi meclerzami dla 1 = 152500057 5 § = 13240009310
%2 pomocs, macierzy 9y 4 orez Qi .3 okrefla sig n(r+s-1)xmrs -wymlarows maelerz

'(l'nﬂ) sktéra odgrywa zasadniczs role przy badaniu cakowite] sterowalnofci
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FQ 0 ) 0 0ceaoD 0
Ly
Q;-,o Q‘,"I 0 0.,..0 0
Qr.o Qr.1 o-r’z 0 « & @ o o
- - il - L] - L L L . . L » L2 - . L] L4 L] . * @ * ¢ o o 9
Q:L',O Qr,1 %,2 c e or,s-Z 0
w(r,a) = | ~ ~ ~ ~ (8)
B Y Y2 e, 9,
~ ~ o~ [add P
Ro By B e, %, -1
® ° & o @ ¢ 0 8 0 * o 8 s o o . * & @ 9o o & ¢ o @ L]
N ~ ~ ~
Q:z'-1,02> Q::--1,1 Q:-.--1,2 e Qr—‘l s~2 Q:1-a-‘l,s--‘l
~ P Pl
Q:r.-,O Qr,! Qr,z e Qr,s-z Qr.a-1 J

Twlerdzenie 1[12].Uk2ad gynamiezny (1) Jest caliowlole sterowalny w prostoka
cle ? s ¥Eedy 1 tylko wtedy,gdy ’

233 W(z,s) = n(pss~1) . (9)

Twlerizenie 2 [12].UkZad dynamiczry (1) jest caXkowlete sterowalny w phostokg-
cle !rs wiedy i tylko wtedy,zdy .
20t(W(z,2)W (x,8)) 4 O (10)

Kaclerz '(r,s)!ﬂ(r,s) wstuisea w relaci (10) nost nazwe maelerszy ealkowl~

tej sterowalnofcis Jest to macierz symetryezna n(r+s-1)xn(r+a-1)-wgmiarowa o sta~

Zych wspéZezynnikach zalesnych jedynie od parametrw uk}adu dynamdoznego (1).

Ymiosek 1[12].!11:3:&4 dynamiczny (1) jest eatkowlele steromalny w prostokgeie

— e = === — = =

P wtedy 1 tylko wiedy,gdy macierz eatkowlte] sterowalnodei '(r,s)'!(r,a) Jest

dodatnio okreflona,

. l! . Z cytowanego powy%ie] twlerdzenia 1 vynikajg pewne zalesnodci wisiage wyria~

rovosé wektordw standw lokalnyech oraz whelko&é prostokgta ! %z pojesien catkos
wita] sterowalnofel w prostokgeie ! -

Wniosek 2 {32] Joseld n(r+s=1) > mra %o uklaa dynamlceny 1) nie Jant eatlo~
vicle sterowalny w prostokgeie r .

Podane powyZej twlerdzenia % wnloski z nieh plyngece beds wkorzystane w dal~-
8ze] czgbel artyluu do rozwiszania zagadnientia sterowania z minimalng enexrgia

.
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4. Sterowanie z minimalng energig.

W przypadku,gdy ukzad dynamiczny (1) jest eatkowicie sterowalny w ustalonym
prostokgele r" sistnieje na 0gét wiele réinych sekweneli sterowad {u(:l,j) H
(1,3)6!1_1”_1}przeprowadzaj?eyoh uk¥ad z zadanyoh warunkdéw brrmegowych (2) t.lo
sadanezo stanu koficowego reprezentowanego réw_noéeiami (5).Problem sterowania
» minimalng energizg polega na wyrnaezeniu spodréd nieh sekwencji sterowaﬁ{u(i,j)'
(1,0)€2 '

r-1,8-

J(u)-g ‘1%5- uT(4,3) (1,9) (1)

glzie Q jeat mvm ~wymiarows,symetrgezna,dodatnio okreslong macierszg wagowge

1} minimalizujace] wskaZnik jakosei postael nastepujacej ¢

Wskafnik jakofel J(u)bedgey nieujemnie okreflong forma k'wadratw:;,okreléla energie
sterowania ,Jest on szezegSlnym przypadkiem ogélnego kwadratowezo wskaZnika ja~
kofol zawlierajgsego rémiezl wektory stanéw lokalnych x(1,3), dla (1,3)€ 2.,

W eelu skrdcenia skomplikowanego zapisu wprowadza sie nastepujgce oznaczenia ¢

Rn(s+zh1) 3 "x': ? »

k4 b 4 r
s " [xr1 ? Xypp 9000 Ty gud ? Ty a1 ? Ti,n 0 To 4 2000

. J 4 *
""xr-z,u ' B 1,8 ? s (12)

Wektor ;rs reprezentuje warunki koreowe na dwéch brzegach prostokgta !“ .

(res41) % * 4 ” L 4 4 *
B 3 " ["oo » Xy seees Xy 0 2¢2*3%p 1,0 * Tp,0 * Fo,1 * 0,2 2°°°

r ko ? k4 R
seey xo’d » 10'5’1 seesy 10’8_1 ’ xO.s] (131

Wektor ;ors reprezentujes dans warunlti brzegowe na dwéeh brzezseh prostokgia Pﬂ.

plstray;
9§:S - xT(r|1> ’ 22(1,2) peeey x!(r,s-Z) ’ 22(2,3-1) Y x’(1,s),...

? 5
coay x’(r-z,s) , x!(r-1,s) s X (r,s)] (14;
Wektor gra reprezentuje wartofei korcowych standw lokXalnych na dwdeh brzezach

Prostoligta »
rs

L 2
3 - » .
B3 u7, = [0%(0,0) 4 u™(1,0) seess (01,00 4 u(0,1) 4 07(0,2)40°(043 5000
T
...,u!(0,5-1) ’ u!(1;1) ] u!(102) saeey 1 (1"'1o5"1)] (15)
Wektor ... reprezentue odpowiednio uporzgikowang seknencje wektoréw sterowat

¥ prostok
aole rr—1 s8=1°
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Wykorzystujae oznaczenia (16),(17),(18) oraz (19) tworzy sic maclerz blokows
i -

Hw,e) = (3 TR (20)

Uaglerze H" ,H12,Ha1 ,sz sg stalyml mncierzami o nastepujqcych wymiarach @
H,, Jest maolerzg nf-1)xn{z+1)~wymiarons ,
E,, jest macierzq n(s-1)xps -wymiarowa,

LS jest masierza nr-n(r+1)~wymiarows,

H,, jest maslerzg nr~us =~nymiarowge
Zatem maslierz blokowa H(r,s) jJest maclerzg n(r+s~1)n(r+s+1)-wymiarowas

Niech Q{r,s) = diaz(&Q_,;E,_Q)/ oznaocza rogszerzong maclerz wagzowy mrs dmrs -
rs-razy

wriarowge.Wykorzystujse maelerz W(r,s) ckre$lonz weorem (8) definiuje sic syme-
tryesng n{r+s-1) % n(r+s-1)~wymarowg macierz 'Q(r,s) w sposéb nastepujgcy @
'Q(l‘o') = ¥(r,s) Q.i(’-‘p’)'!(l‘ta) 1. (21)

2onievat maslerz Q jest oivrualna,m_lgc réwmiez macierz Qr,z) jeat odwracalna,
a szatem maglerz 'Q(r,a) Jest popramnie zdefiniovana,Ponadto,znozenle catkowitgd
sterowalnofei ukladu dynamcznego (1) w prostokgsie 2 s Srarantujs nam na mocy
twierdzenia 2 odwraealnoé¢ macierzy '(r,s)' (rys),a ’bioru pod uwage wzér (21;
réwniez odwracalnofé maciersy Q(r.a) .

Obeenie sformutowane zostanie zasadnicze tvierdzenie dotyczsce zagadnienia
sterowania z minimalng energiy uktadem dynamicznyem typu 2-D postaei (1)e

Twierdzenis 3. Niech ukled dynamiczay (1) bedzie catkowieie sterowalny w pros-
tokgoie P . sOras niech u?(1,3) ,(4,3)€ ’r—1,s~1 bedzie sterowaniem przeprowadza~
Jseym ukiad dynamdezny (1) s zadanyeh werunkdw brzegowyeh (2) do Zzdanego stanu

koficowego d8nego réwmofolami (5).Ster0wanie{u°(i,j), (1,1 e 5_1}postaci :
1

Wy = T )W e, (200) (7, - Mm%, ) (@)

prrzeprowadsa ukiad dynamicziy (1) z zadanych warunkéw brzegowych (2) do Zgdanezo
stanu kofeowego postaci (5) oraz

%}%&(mﬁm (1,3) < er (u'(i.d))’w(i.a) kza)

Ponadto minimalna wartosé wakafmike Jakofel J(u:a) jest dana nastepujgeym wzorems
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Jup~1 e
3u,) > L @01, =
r i=0 ~ 3=0

- (;rs - H(r,s)'i’ora),w?(r,s) (:“:'m - H(r's);ors)_ (24)..

Dowdd.Dowod trierdzenia 3 bedzle ode skindr s trzech ozegfcl.W plerwsze] czefel
vykesemv,3e sterowanie u:s dane wz,orom (22) przeprowadza uklad dynamiczny (1)
z zadaaych warunkéw brzesovyeh {2) do ssdancgo stamu koficowego danego wzorami (%),
Na podstawle vzordw (3),(4, oras oznaczel (12)- (20) otraymuje sig zaleino$é 3 '
%, = B(ry0)E , + W(x,s)uy, (25)
Podatawiajac do wzoru (25) relacie (22} otrzymuje sie nastgpuiace réwnofel 1

grs - H(r,s)go + W(xs) Q"1(z",s)w(r,s)l’c‘;‘(r,s)('x‘:‘_s - H(r's)'xvon) - ;rs,

s
Zatem atsrovanie u;ﬂ dana wzorem {22) przeprowadza uktad dynamic zny (1) £ zadanych
warunkéy brzérovyeh (2) do gdansgo atnnu kofeowego postact (5)e
W druzie] czefci dowodu wykatemy prawdziwofé nierdwnodok (23) . Wykorzystamy do
teso celu wicsnofei moxmy 1 iloezynu skalarnego w przestrzeniach skofiozenie-vymia~
rowych.Ponievwaz sterowania u:‘g.‘ oraz 2z zatozenle “;-s przeprowad=ajg uk2ad 4ynma~
miezny (1) z tych samyeh warunkéw ‘brzezowych (2) do tego samego stanu koficowego
(5) ywlee zacdhodzd nastpuigea réwmoééfna podstawle wzoru(25))s
'(-‘-':H)u;a - I(r,s)u:s
Po odjgciu stronami otrzymuje sig zaleznoié postacl nastepujaced
'(r,s)(u;'a - n:s) =0 '
Zatem prawdziwa Jest nostepujasa révmodé

<'(r.5)("t;a - w2 ) W) (E,, - Bmn)E,,) > (oreet) " o (26)

Wkorzystujae wtasnofei ilocaynu skalarnego réwnodé (26) moina przeksztaleié do

postael nastepujgeol t

g_ : %ﬁﬂ Q'(i,a) - u®(1,3) » m°(1.n)>x,, =0 (a1

Nastepnie sPonownis wykorzystujge wtasnofci 1loozymu skalarmego orar normy otrry-

Buje sie zalesnofd nastepujany

dmpny -9 der-] =s-1

i’. t (u'(i,j))!m'(i"’) -;;: % (uo(i,j))!mo(i,J) + '
- 3-0 - |
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Smpe1 =g~
+ ZF ni_o (2*(1,3) - u°(4,3)) 7w (1,9) - u°(1,3), (28

i=0
Poniewaz drugie wyraZenie po prawej stronie wzoru (287 jest zawsze nleujsmne
{jako forma kwadratowa zbudowana na maclerzy Q dodatnio okreflonej),wigc zachodzi
nleréwnodé (23),2atem druga czgfdé dowodu zastalz zaXorczono.
v trzavieﬁ czedel dowodu wykatemy prawdziwofé wzoru (24)okreflajgecgo minimlng

wartodé energii sterowaniaz.Podatavlajse zaleznofé {22) do wzoru (11} otrzymuje sig

I(up) - i::_l %‘l(u°(1.a))’"n(u°(i,3)) -

-é-"(r,a)'m(r'a)"a"(r.s) (; - H(r.l)xcrs) ’ 'T(r,s)';1(r,s)(;rs - H(r’8)£°r>
Wykorzystujge fakt,ie macierz 'Q(r,a) Jest maolerzg symetryeczng otrzymuje sie v

4
\ )= «5,, - H(r,a)'i'om) ,(W(I,S)Qu“(r,s)'T(r,s%rﬂ - H(r,ﬂ)x

ors

)
pa(resly)

- (’xvr --H(:.-,a)xors

),'Q (r,s)(x - H(r,s)%X

ors

)

Zatem trzecia czedé dowodu zosiala zakofczona.

Pwierdzenie 3 zostalo udowoinione z wykorzystaniem podssawowyech wasnofeli nor—
ny 1 1loezynu skalarnego w przestrmeniach skoﬁczenie—nymiarowych,bez uciekania
sl do zaawansowanysh _twierdzoﬁ z dzledziny sterowania optymalnego,Podejdcie takie
byio mozliwe ze wrgledn na linfowosé ukladu dynmamicznego (%) ,brax ograniczet na
sterowanie ,8pecyficemg postal wskafmika jakofcl oraz zalosenle eatkowitej stero-
walnodel ukladu daxymiemego (1) w prostokgecle ? .

5. Podsunowanie.

W prasy przodatauiox{o rozwigzanie zagadnienia sterowania =z ninimalng enerzis
1iniowym,stasjonarnym dyskretnym ukladem dynamic znym typu Z-D.Dziqki zatoZeniu
esatkowite] sterowalnofel ukladu dynamicznego w ustalonym prostokgcle oraz brakowl
ogranicred na sterowanle,otrrymano na drodre prostysh przeksztatees wykorzystuja-
eysh wlasnofel mormy i iloexzynu skalareszo,analityczns zalsinoSoi okreflajyce
sterowanis z minimalng energia oraz odpowliadajzeg temu sterowaniu ndrlimalm
war$osé wskagnika Jakofei,Myniki prredstawione v Prasy #3 uogSlnienien na przy-

padek sterowania do stamu kofeowego postoci (5) wazeémlejmzych prac Autora [-6-42.].
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