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INKLUZJE STOCHASTYCZNE 
I STOCHASTYCZNE STEROWANIE OPTYMALNE 

1111clIAL KISIELEWICZ" 
Instytut Matematyki TVSIn..', w Zielonej Górze 

WPROWADZENIE. Naturalnym zródlem problemów redukujących się do badania 
relacji funkcyjnych: 

t t 
Ft(1) xt —x, E Fr (x.,.)dr+ Gt(xT)diar i- 11„(xT)ii(dr, dz), 

nazywanych w niniejszym opracowaniu inkluzjami stochastycznymi, jest stochastyczna 
teoria sterowania optymalnego formułowana w odniesieniu do układów opisywanych 
równaniami stochastycznymi postaci: 

(2) 

gdzie 

t pt 
x t = ćo -F cir(x,,ur )dr ł Or(x.r.,vi.)dw,11-

, o o 

f o

a = {(at(x,P))t o (x,p) E an X U), 

= {(01(x,p))f>0 : (x,p) E nn x U} 

7 = {(7tAx,P))t>0,..:661.. (x>P) E a n X U} 

są danymi rodzinami n—wymiarowych procesów nieantycypujących zależnych od parametrów 
x E JR' i p E U. zaś całki oznaczają całki stochastyczne względem miary Lebesgue'a 
dt, ruchu Browna ( )t>o i miary Poissona Zbiór U jest podzbiorem pewnej prze-
strzeni metrycznej ośrodkowej. Parametrami sterującymi lub sterowaniami w układzie 
(2) są nieantycypujące funkcje losowe u = (ut)t>o, v = (at)t>0 i r = (rt,z)t>o,zeiv. 
przyjmujące wartości ze zbioru U. Wprowadzając, dla ustalonych t > O i x,z E 
IRn, formalne oznaczenia F,.(x) := {at(x,p) : p E U},Gt(x) := {Pt(x,p);p E 
U} i Ht,z(x) := {7t,2(x,p) : p E U}, można podać warunki implikujące równoważność 
istnienia układu ((xt)t>o, (ut)t>o,(vt)t>o,(7t,z)e>o,zertn) procesów nieantycypujących 
spełniających równanie (2) z istnieniem nieantycypującego procesu (x1)1>0 spełniającego 
inkluzję stochastyczną (1) wraz z warunkiem początkowym xo = Ę, gdzie fo jest daną 

• Sprawozdanie z realizacji projektu badawczego Nr 3 3206 9203 
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n-wymiarową zmienną losową. Pozwala to na sprowadzenie badania problemów stochasty-
cznej teorii sterowania optymalnego dla układów opisywanych równaniami postaci (2) 
do analogicznych problemów dla układów opisywanych inkluzjami stochastycznymi (1). 
W takim przypadku funkcjonał jakości można określić na zbiorze wszystkich rozwiązań 
inkluzji (1) spełniających dodatkowe ograniczenia. Uzasadnia to traktowanie bada-
nia -własności zbioru wszystkich rozwiązań inkluzji stochastycznej (1), spełniających do-
datkowe ograniczenia, jako problemów podstawowych stochastycznej teorii sterowania op-
tymalnego. Dlatego też zasadnicze wyniki omawianego projektu badawczego dotyczą teorii 
inkluzji stochastycznych postaci (1) i własności zbiorów ich rozwiązań. 

1. CALKI STOCHASTYCZNE. Niech (S1, , (7t)t>e, P) będzie daną przestrzenią 
probabilistyczną zupełną spełniającą następujące założenia: 

(i) Yo - zawiera wszystkie zdarzenia niemożliwe a-algebry F, 

(ii) Ft = n F, dla każdego t E [0, oc ). 
u>t 

Oznaczmy przez M2(Ft ) rodzinę (rodzinę klas równoważności) wszystkich n-
wymiarowych procesów nieantycypujących (ft )>o względem filtracji (Ft)tx ) takich, 
że fr Iftl2dt < no; p.n. Niech .C2(Ft) = E- M2(.Ft) : E fr fedt < oo-  } i niech 

ii(ft)1>c 2 = (E r im2d)i/2. 
W sformułowaniach dalszych 01-01>o oznaczać będzie skalarny .Ft - ruch Browna 

startujący z zera, zaś v(t, A )..Ft - miarę Poissona określoną na produkcie 1R+ x /3", gdzie 
fi" jest a-algebra borelowską podzbiorów n-wymiarowej przestrzeni IRn. Przez T;(t, A) 
oznaczamy miarę scentrowaną postaci i-y( t, A) = v(t, A)- tq(A), t > 0,A E Pn, gdzie q jest 
miarą na n  taką, że E v( t, A) = tq(A). Przy tym q jest miarą skończoną na rodzinie 
Og zbiorów borelowskich przestrzeni Ill,n nie zawierających zbiorów A E fin, których 
domknięcie zawiera zero przestrzeni IRn. 

Przez ./142(Ft ,q) oznaczmy rodzinę wszystkich dt x fin- mierzalnych funkcji 
h : R+ x SI x R' — takich, że f° fiR. I ht ,z 12dtq(dz) < on; p.n. o tej własności, że 
h(t,-, z) jest Ft-mierzalna dla każdego t>0 i zE 

Niech 14,2(F1, q) = (h E M2(Ft,g) E g ° Iht,: rdtq(dz) < on}. Elementy 

przestrzeni M2(.7.1 , q) będziemy oznaczać jako rodziny (ht,2)t>o,201..• Dla ustalonych 

procesów przez (fjgrdw,-)t>o i (st) fa. hi.(:t)t>o E M 2(Ft ) i (h t..)t>o..errin E M2 (Ft, q) 

ii(dr,dz))t>0 będziemy oznaczać ich całki stochastyczne względem procesu 

(wt)t>o i miary Poisson; ii, odpowiednio. Całki te traktowane są jako rodziny elementów 

przestrzeni hf( Ft); n-wymiarowych funkcji wektorowych Ft-mierzalnych. 

2.WIELOWARTOŚCIOWE PROCESY STOCHASTYCZNE I ICH CALKI. Rozpatrzmy rodzinę 
(gt)t>o multifunkcji gt : — CI(Iltn), gdzie C1(111,n) oznacza klasę niepustych 

domkniętych podzbiorów przestrzeni IW". Jeżeli dla każdego t > O multifunkcja gt jest 

Y- mierzalna, tzn. taka, że dla każdego CE CI(111.n) mamy Ic4 E n : Qt(w) n co o) E F, 
to rodzinę (gt)t>o nazywamy wielowartościowym procesem stochastycznym. W podobny 

sposób jak w przypadku jednowartościowych procesów losowych definiuje się procesy 

wielowartościowe nieantycypujące względem filtracji (F)>o. Bezpośrednio z twierdzenia 

selekcyjnego Kuratowskiego i Rylla-Nardzewskiego wynika, że wielowartościowy pro-

ces losowy nieantycypujący posiada nieantycypujący selektor (por.[1], str 7). Dla up-

roszczenia dalszych sfórmulowarl oznaczmy przez M_(Ft) i A,11..„(Yt,q) rodziny 

nieantycypujących procesów wielowartościowych (gt)t>o i (Rt,z)t>o,zeiv. takich, że 
.I"° łl tll2dt < oo i 

. 
j' f. Pt 112dta(d-) < oc- ; p.n., gdzie 11All = suP.EA lal dla 

A E CI(Rn) 
o R . 
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Niech g = (gt)t>o E M;-.,,(7t) i R = (Re,z)t>a,zeit. E ML(1-e, q) bqda dane. 
Zbiory S(g) = {(gi)t>o E M2(71) Mw) E ge(w)- p.w.) i Sq(R) = {,(ht,$)t>o,zERn E 
M2(Yt,q) : h (w) E p.w.) nazywamy subtrajektorami celkowymi procesów 

g i R odpowiednio. Oczywistym jest, że W rozważanym tu przypadku zbiory te si niepuste. 
Jeżeli ponadto g i R są takie, że 

EJ O 11(gt )112dt < oo i El IIRtArdtq(dz) < co, R" 

62 

to 

Niech 

S( ) C G2(.Fi ) i .5,(R) C ) 1:2(Qeit!). 

1:-.!—.(•Ft) = W E : E chi(g)pdt < 
o 
co 

q) = {R E ML(.7.t) : E 7f  Rt,112 dtti(dz) < oo). 
O R^ 

Dla dowolnych wielowartościowych procesów F = (F)>o, G = (G) E A4;,(.1i)) i R = 
(Re,z)t>o,zerv, E M1_ 0(71, ri) wielowartościowe celki stochastyczne definiujemy jako 

rodziny (fij Fqdr)t>0, grdwrii>0 i (ffi fn. Rr.:V(dr, dz.))t>o podzbiorów przestrzeni 
M(P) postaci: 

oraz 

Frdr = f MT ft)t>o E S(F)} , 
o 

grdwr = ,rdwr (mt.,. E S(g)} 

Jt Inn ii( dr. dz) = fow f ro i;(dr. dz) : (ht.z)t>o,zeRn E Sq(R)} 

Dla uproszczenia sformulowań prezentowanych dalej twierdzeń, oznaczmy przez (D(.71), 1 -
[e) — przestrzeń Banacha n—niewymiarowych cidlig procesów x = (xt)t>o takich, że 

= (E supt>0 142 )1 /2 < co. Przez V(7t) oznaczmy podzbiór przestrzeni D(A) 
wszystkich x = (xt)t>o takich, że 

1 — > t< iln o stilP0 ssug-1-8 Eixt zji2 = O.6 

W pracy [1] uzyskano, m.in., następujące rezultaty charakteryzujące wiasności 
wielowartościowych celek stochastycznych. 

Twierdzenie 1 (11], Th. 1). Niech F, G E Ml... (Ft) i R E Alt;_(.Fe,q). Wtedy 

(i) fr F,dr, Gedwr i r fn. Rr,zii(dr, dz) są niepustymi podzbiorami przestrzeni 
111„(.re),t 0. Są one wypukle, jeżeli F,g i R przyjmują wypukle wartości. 

(ii) Jeżeli g E GL„(Ye ) i R E Al (Ft,q ) to fc:Gidw, i _g .11„,,ii(dr,dz) są nie-
pustymi domkniętymi podzbiorami przestrzeni 1 2 P,IR.n);t > O. 

(iii) Jeżeli F,G E L;_„(Ft) i R E WI_„(.71,q) przyjmują wypukle wartości 
to fc: Frdz. ji:G,-dw, i fe; fR. sq niepustymi wypuklymi slabo 
zwartymi podzbiorami przestrzeni 11.201,1-e, PORI. 
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Twierdzenie 2 ([1], Th. 2). Niech F, g E Gi_„(Yt ) i R E Al_„(.7",,q). żalóimy, 
że (xt)t>o E V(7t) jest takim procesem, że 

t i 
x i - x, E civ (J Frdr + f Grdw, -f f f R (dr,dz)) 

3 3 R" 

dla O < s < t < oo. Wtedy dla dowolnego ,s- > 0 istnieją r E S(F), e E S( ) 
h' E S(R) takie, że 

t t t 2 

sup EIxt - zo - 
O 

gdr O er.dior + 
O 

h;.,i(dr,d.;))1 S E. 
t>0 R^ 

oraz 

Twierdzenie 3 ([1], Th. 3). Niech g E C;_,.,(7,) i R E Wl...„(.Ft,q) i niech 
(ze)t>o E O(re) będzie lokalnym mart yngalem takim, że 

t 
x, - x, E clv grdwr .14,,Rdr,dz)) 

R^ 

dla O < s < 1< x. Wtedy dla dowolnego r > 0 istnieją g' E S(9) i h' E S(r) takie, 
że 

t t 3 

Esup lx, - xo - o yf.dtv, + 
O 

dz))1 S E. 
t>o R" 

Twierdzenie 4 ([I), Th. 4). Załóżmy, że F,G E C;_„(.7",) i R E 
przyjmują wypukle wartości i niech (x1)1>o E D(71). Wówczas 

t t 
x, - x, E j Frdr ł I gfdwf j I H (dr, dz) 

s R" 

dla O < a < t < oo wtedy i tylko wtedy gdy istnieją f E S(F), g E S(g) i h E S(R) 
takie, że 

t t 
x = frdr grdwr ł I h.,,,Ti(dr, dz) 

- o JO JO 

q) 

dla t > O. 

Dalsze wyniki dotyczące wlasności wielowartościowych calek stochastycznych uzyskano 
W pracach [7] i (14 Otrzymane tam rezultaty dotyczą calek stochastycznych wielowarto-
ściowych procesów losowych wzgtedem miar martyngalowych i jednowymiarowych semi-
martyngalów. Ilustracją tych wyników są następujące twierdzenia. 

Twierdzenie 5 ([13], Tli. 3). Niech M = (M1)1>0 będzie martyngalem całkowalnym 
z kwadratem takim, ze Mo = O i niech 11,g będą prognozowalnymi i M-calkowalnymi 

wielowartościowymi procesami stochastycznymi. Wtedy 

(i) Iii 
oRrdAirilL2 =[E f  ii Rrli2d[M „[] ]1/2 dla każdego t 0, 

Jo 

t

1/2 

(ii) /11,2 
dla 

Grdl/r, 
o 

t > 0, gdzie 

R,d.1/r) = 
o 

111,2 jest 

[ET h2(GT, RT )d[111, MIT1 
o 

metryką Hausdorga indukowaną przez miarę 
przestrzeni 11,2(Ft ) :=12(ft,Ft , P,1Rn ), 
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t 
(iii) distv (j

o
girdMT, I 

o
RrdAlr)={E dist2(gr , Rr)d[M, Mid 

O 
dla t>0 i g E fl ". gdzie Iq'  oznacza przestrzeń M-calkowalnych 
z kwadratem procesów losowych, 

i 
11.1 I' 
111 1

(iv) dla dowolnego h E uli mamy 

h E Sm( R) •14, i't  Hrdlif, E li,d111, dla t > 0, 
JO 

(v) Rr(w) C gr(w) p.w. j RrdMr C jg Grcair; t > 0, 

(vi) Rr(w) jest zbiorem wypaklym pm- P-w• 
dla t > 0, 

RrdMr jest zbiorem wypuklym 

(vii) Rr(ca) jest podprzestrzenią -p.w, i J Rrdmr jest podprzestrzenią dla 
każdego t > 0, 

(viii) 'MR = (TURi(w))t>o jest wielowartościowym procesem prognozowalnym oraz 
f t róR = fr R cat 1 • t > 0. O r r o T .... 

Twierdzenie 6 ([13], Th. 3). Niech M będzie semimartyngalen; calkowalnym 
z kwadratem i niech m będzie procesem rzeczywistym M- calkowalnym takim, że 
IImUsz = ilsupt>0 Ix til! L2 < co. Zuldimy, że R jest wielowartościowym pmcesem prog-
nozowalnym ś c-alkowo ograniczonym przez m. Niech T będzie czasem zatrzymania. 
Jeżeli x = (x1)1>0 jest procesem typu cddldg takim, że zi x, E cliv n R.,c1M, 
dla T < < t < oo; p.n., to dla każdego e > 0 istnieje proces H E cl(Sm(R)) taki, że 

sup !lxi - - 
T 

H .rdlif <E. 
t>T 

3. INKLUZJE STOCHASTYCZNE. Niech F = {Ft(x)t>0 : x E 110}, G = 
{(Gt(x))t>0 : x E Illn} i // = {(//f ,; (x))t>0.,ert. : x E 1111 będą danymi rodzinami 
wielowartościowych procesów losowych takimi, że 

(Ft(x))/>o E itif;._,(.re),(Ge(x))t>o E

(//i,z(x))t>o,:ER. E M (-Ft,q) 

dla każdego x E IR.n. 

Przez inkluzję stochastyczną, oznaczaną przez SI(F,G,H), odpowiadającą rodzinom 
F,G i H rozumiemy relację postaci: 

t t t 
(3) xi -x, E civ U Fr(x r )dr 1- IG T (xr)dwr +/ f H r,,(xJ15(dr , dz)), i s R" 

która winna być spelniona dla wszystkich O < s < t < oo przez proces z = (xt)t>0 E 
D(Ft) taki, że F ox E M,(Ft), G ox E ML.(Yit) i H o x E ML„(.Ft,g). Pro-
ces x nazywamy rozwiązaniem globalnym SI(F,G,H). Jeżeli ponadto zo = A, gdzie 
A E IL2(.7.0) jest daną zmienną losową, to x nazywamy globalnym rozwiązaniem zagaali-
nienia początkowego dla SI(F,G,II) z warunkiem początkowym zo = A. Zagadnienie to 
oznaczane będzie przez SIA(F,G,H). ,.. 
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W sformułowaniach dalszych rozpatrywać będziemy rodziny F, G i H spełniające 
następujące zalożenia (A1 ) — (A.1 ). 

(i) 

(Ai): 

F,G i H są takie, że odwzorowania IR.4. x Q x iRn 9 (t,w,x) Ft(x)(w) E 
C1(111n),R4. x f/ x ]R 3 (t,w,x) G/(x)(co) E C1(111.") oraz M.A. x ft x 
IV x IR." (t,w,z,r) — Ift,2(r)(w) E CI(IRn) są odpowiednio EOM — 
oraz E e On mierzalne, gdzie E i f są odpowiednio Q—algebrami 

na fl i 111.+ x f/ x IV określającymi nieantycypującość procesów 
(Ft(z))t>a,(Ge(x))e>0 i ( 11i,:(x))t>o,:.-ER"• 

F,G, i H są jednostajnie calkowo ograniczone przez funkcje całkowalne z kwadratem 
na IR+ x SI i IRA. x 2 x IR.', odpowiednio. 

(A2 ): 

F,G i H są takie, że dla każdego xED i dowolnego ciągu (x") przestrzeni 
(D dl . lit) slabo zbieżnego do x mamy: 

TV' o x)t(w).(F o zn)1(w)]-0,h[(G o x)t(w),(G o xn)i(w1- 0 

i ARII o x)t,: (w), ( H o x")(.:(w)] —0 p.n. przy n — 0. 

(Aa): 

F,G i H są takie, że dla każdego xED i dowolnego ciągu 

' lit) 

Ortiz 

(z") 
slabo zbieżnego do x mamy: 

h [f 14(F o zn)tiltdP, JL(F o x)tdtdPi O, 

h[f i i(G o xn)eltdP, (G A o x)eltdd O, 

T [f j IB( H o rn),„eltq(dz), 
B

(H o x)t,zdtg(dz)] 

przestrzeni 

dla każdego AEE i BE t, odpowiednio. 

(A4): 

Istnieją funkcje k,1 : 1R+ — IR, oraz m : IIŁ. x Rtm —0 IR. calkowalne z kwadratem 

takie, że 

h[Ft(r2 )(w), Ft(z1)(w)] k(t)1x2 — 

h[Ge(x2)(w), Ge(xi )(w)] .5 t(ł) i zz —xii 

oraz 
h[H1.,(r2 )( )), Ift,.(xi)(w)1 5. ni(t,z)ix2 

p.n., dla dowolnego t > 0. z E IR.' i xi ,x2 E litn. • 
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W badaniu inkluzji stochastycznej SI(F,G, If) ważną rolę pełni odwzorowanie lin-
iowe t określone na przestrzeni 1.:2 (. '"1) x .C2(7) X )412(.Ft q) wzorem: 

t t 
0(1..9,h) = frdr ł grdtor ł i hr,: ii(dz,d4) 

o o o t>o 

o wartościach w przestrzeni (D,1( .11t). Latwo sprawdza się, że jeżeli F, G i H spełniają 
warunki (A1 ) to proces z E D jest rozwiązaniem zagadnienia S/o(F, G, H) wtedy i tylko 
wtedy gdy x E 11(x), gdzie 

7-1(x) = c/t(41)(S(Foz) x S(Gox) X .54(Hox))), 

gdzie cli oznacza domknięcie w topologii normowej przestrzeni (D, II • 11"). 
Inkluzje stochastyczne SI(F,G,H) można w naturalny sposób rozszerzyć na 

przypadki ogólniejsze zawierające całki stochastyczne względem miar martyngalowych 
([7], str. 10) lub całki względem semimartyngalów ([14), str. 5). Zapisywane są one wówczas 
w postaci relacji: 

1 

r I' I 

1111,

‚,
, il l • 

' 

(4) 

lub 

(5) 

.r 1 - x, E C11.2 ( 111 1(x1) 41 2(xs)+ L HT,u(z7),i(dr, du)) 

t 
x e - x, E c/ L2 (tlit(x0- 41.1(xs) .-1- Fr(z)dMT) 

dla O < s < t < cc. gdzie ( „li1(x))t>0 jest daną rodziną procesów zależnych od 
parametru x E an.' 

4. WLASNOŚCI ZBIORU ROZWIĄZAŃ INKLUZJI STOCHASTYCZNYCH. Niech F,G i H 
spełniają założenia (Ai) i niech A E IL2(Q,.F13,P,IRn) będzie daną zmienną losową. Oz-
naczmy przez CA klasę, wszystkich rozwiązań zagadnienia początkowego S h(F, G, H). 
Podstawowe pytanie stawiane w teorii inkluzji stochastycznych dotyczy warunków dostate-
cznych gwarantujących niepustość zbioru CA. Problem ten rozstrzygnięty został w sto-
sunku do SA( F, G, II) w pracach [2], [5] i [6]. Między innymi podane tam zostały 
następujące twierdzenia. 

Twierdzenie 7 ([5), Th. 5). Jeżeli F,G i ,H spelniają warunki (A1) i (A4), to 
C), dla dowolnego A E 1 2(70). 

Twierdzenie 8 ([2], Th. I). Jeżeli F,G i H przyjmują wypukle wartoici i „spelniają• 
warunki (Ai) i (A2) lub (A3 ) to CA O dla dowolnego A E 12(.0). 

Analogiczne twierdzenia są prawdziwe dla inkluzji stochastycznych (4) i (5). Dla 
przykładu w pracy [14] udowodnione zostało następujące twierdzenie. 

Twierdzenie 9 ([14], Th. ). Niech M będzie semimartyn galem takim, że istnieje ciąg 
prognozowalnych czasów zatrzymania O = To< Ti.< ...< Tn < —v Za 00, p.n., taki, że 

- ZTk-1 117/. < a dla pewnego a O. Niech Mo = O. Zalany, że : D D 
jest takim odwzorowanie, że: 

(i) dla każdego xED i dowolnego czasu zatrzymania T, %11(z)1[0,21 =

(ii) istnieje P E [0,1) takie, że 
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1141(x) -  t(i)gt /3/211x - gj 

dla dowolnych x, y E D. 

(iii) dla dowolnego. x E pi dowolnego czasu zatrzymania T mamy 'PT(x) =
jeżeli tylko rr = XT- • 

Niech rodzina (Ft(x))t>o, x E D, procesów wielowartościowych będzie takie, że: 

1° (Ft(x))t>0 jest procesem prognozowalnym przyjmującym domknięte i, wypukle 
wartości w przestrzeni IV dla każdego x E D, 

20 dla każdego xEDi dowolnego czasu zatnyntania T mamy F(x)10,71 = 
F(xT-

30 istnieje rzeczywisty proces typu códlóg K = (Kt)t>o 
h(Ft(x), Ft(Y)) Nt suPg<t hz - v1I p.n., dla t> O. 

4°- (F1(0))0.0 jest M- calkawo ograniczony. • 

Jeżeli ponadto istnieje 7> 0 takie, że suPt>olKtl < 7, p.n., to dla dowolnego p E D 

istnieje x E D spełniające inkluzje. (5) dla T ...< s < t < oo takie, że zliom = (P10,71, 
p.n.. 

Innego typu warunki dostatecznie gwarantujące istnienie rozwiązań inkluzji stochasty-

cznych rozpatrywane są w pracy 1,14]. Bada się tam inkluzję postaci: 

(6) 
t 

xt E + G(z)dr; O t T, 
Jo Jo 

gdzie M jest danym semimartyngalem zaś F i G są wielowartościowymi operatorami 

określonymi na przestrzeni L2 := 11.2(1 x [0,11,.F1,IR.n) o wartościach z przestrzeni 

podzbiorów tej przestrzeni. Warunki te związane są z pojęciem dysypatywności odw-

zorowań wielowartościowych. 
Odwzorowanie wielowartościowe F z C2 (odp. D) w siebie (odp. D) nazywane jest 

dysypatywnym jeżeli spelnione sa następujące warunki: 

(i) 

taki, że IIKItt < co . oraz 

dla każdego czasu zatrzymania aET oraz procesów x,yEL2 (odp. D) takich, 

że x°-  = y- operator rezolwenty spelnia FA(47- = FA(Y) t 

(ii) dla każdego t < T, ,F jest dysypatywne względem L2 (odp. DO, gdzie .C2 oraz 

rh są przestrzeniami typu L2 i D obcięte do przedziału [OA zamiast (0,T], 

tzn., że dla każdego O < t < T, dla odwzorowania dualnego ../1 w przestrzeni r? 

(odp. DO oraz yt E .F(xi), i = 1,2, istnieje ft E Jtaxt - x2)1(0,t1) takie, że 

.ft((yi - y2)10,4) 5_ 0. 
Para odwzorowań wielowartościowych .F : D2 -i. 7(D2) i g : P(Z2), gdzie 

P(U) oznacza klasę wszystkich niepustych podzbiorów zbioru U, nazywana jest semi-

martYngalowo dysypatywna jeżeli dla każdych u; E .F(xi), v E g(xt), i = 1,2 oraz 

t T mamy: 
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111:[( — (1)2),.1[(x1), — (z2).ildr + 

(x2)714M,+ 

0. 

Twierdzenie. 10 ([15], Exist. Th.). Niech M będzie semimartyngalem takim, że 

Mo = 0. Niech F: D — P(D) i G — P(r...2) spełniają następujące warunki: 

(i) G jest L.:2 m-dysypatywne i istnieje stala N taka, że 

Di8tc2(0,F(x))< N, dla x E L2 , 

(if) F jest D m-dysypatywne i istnieje stala K taka, że DistD(0, F(x)) < 
K, dla x E D, 

(iii) F(x) jest słabo relatywnie zwartym podzbiorem przestrzeni D i posiada słabo-
mocno domknięty wykres, 

(iv) para F.G jest martyngalowo dysypatywna. 

Przy powyższym istnieje rozwiązanie inkluzji (6). 

Z punktu widzenia teorii optymalnego sterowania, obok niepustości zbioiu CA, ważne 
są jego inne wlasności. Problem -ten był podejmowany w pracach [2], [10] i [11]. Udowod-
nione tam zostały nastej-mjące twierdzenia. 

Twierdzenie 11 ([2], Th. 3). Jeżeli F,G i H przyjmują niepuste domknięte 
wypukle wartości i spełniają warunki (A1 ) i (A3), to CA jest niepustym slabo zwartym 
podzbiorem przestrzeni (D, I1 - ile) dla każdego A E 112(Y0)• 

Twierdzenie 12 ([10), Th. 3). Jeżeli F,G i H przyjmują niepuste domknięte 
wypukle wartości i spełniają warunki (A1 ) i (A4 ), to istnieje słabo zwarty wypukly zbiór 
B Csr 2 x E2 xlV2 i ciągla retrakcja p : IL2(.1"0) x B -- B taka, że CA = (DA (()„B)) 
dla każdego A E 11.2( ), gdzie (10 = A + (1). W szczególności odwzorowanie 11.2(Yo) 
A CA C D jest dolnie pólciągle na zbiorze 11-2(1o). 

W przypadku gdy F,G i H przyjmują niepuste domknięte lecz nie konieczne wy-
pukle wartości, otrzymujemy jedynie następującą charakteryzację zbioru C. . 

Twierdzenie 13 ([11], Th. 4). Jeżeli F i G spełniają warunki (A1) i (A4), to 
istnieje słabo zwarty wypukły zbiór B C G2 x G2 oraz ciągła retrakcja p : 1L2(.7.0)x B —• B 
taka, że zbiór AA wzszystkich rozwiązaii zagadnienia początkowego SIA(F,G,{0}) spehiia 
warunki AA C 40 (p(A, B)) dla każdego A E 11,2(7'0), gdzie ei f,g) = 40(f,g,0) dla 

' A E 11,2(.ro), i (./.,9) E G2 X G2 . 
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5. STErtowAtriość UKLADÓW OPISYWANYCH INKLUZJAMI STOCHASTYCZNYMI. Za-
gadnienie sterowalności układów nieliniowyh należy do bardziej złożonych problemów 
ogólnej teorii sterowania optymalnego. W szczególności komplikuje się ono w przypadku 
układów opisywanych równaniami i inkluzjami stochastycznymi. W pracach [8] i [9] uzys-
kano pewne rezultaty dotyczące sterowalności inkluzji S l(F, G, H) metodą punktu stałego 

Ky Fana. W pracy [8] uzyskano warunki gwarantujące istnienie rozwiązań zagadnienia 
SA(F,G, H) w zadanym w pewien sposób zbiorze. Prezentację tego wyniku poprzedzimy 
wprowadzeniem podstawowych definicji i oznaczeń niezbędnych do jego sformułowania. 

Niech K C D będzie danym zbiorem i niech x E K. Oznaczmy przez TK(x) stożek 
styczny do K w punkcie x. Stożek ten definiujemy równością: 

Th-(x) = cit — , 
h h>0 

gdzie cle oznacza domknięcie w topologii formowej przestrzeni Banacha (D,11 • 111). 

Niech A, B C E2(71) i T c 1V2(.Ft, g) będą danymi zbiorami i niech K Age = 

cI)(A x B X (:). 

Twierdzenie 14 ([8], Th. 7). Niech A. B C E.2(.7-1) i CC W2(7t,q) będą nie-
pustymi, słabo zwartymi i wypukłymi zbiorami i niech A E 1L2(.1.0). Jeżeli F,q i H 
przyjmują niepuste domknięte i wypukle wartości, spełniają warunki (A1) i (A3) i są takie, 
że 

S( F o (PA(u, v,z))n 4- TA(u)] i 0, 

S(G o 40( u, V, Z)) n (11 TB(V)] 

S,i ( H o 40(a.v.z))n(z+Tc(z)1$ 

dla (u,v, z) E AxBxC, to co(A+KABe ] 0, tzn. istnieje rozwiązanie z zagadnienia 
początkowego SIA(F,G, II) takie, że z E ł KA Eur • 

W oparciu o wspomniane wyżej twierdzenie Ky Fana w pracy [9] uzyskano pewnego 
typu twierdzenie o sterowlności inkluzji S I(F,G, H). Sformułowanie otrzymanego tam 

rezultatu poprzedzimy dalszymi definicjami niezbędnymi do jego przedstawienia. 

Niech A, B : ft — C/(IRn) będą danymi multifunkcjami. Inkluzją stochastyczną 

SI(F, G, H) nazywamy (A. B )- sterowalną na przedziale [0,T], jeżeli istnieje rozwiązanie 

globalne x = (zi)t>o inkluzji S l(F,G, H) takie, że (xe, zT) E Ax B; p.n. 

Załóżmy, że F,G i II spelniają warunki (A1) i niech 

BFGH = 1( g, h) E .1'..2(Yi) x G2(.Ft) x W2(.Ft, g) : jfj 5 sup 
1r€11" 

194 sup IIGell, ihi.zi sup liBt,s(x)11} 
=Ew 

Do zadanych wyżej multifunkcji F.G, H, A i B niech AAB(T) := {(f,g,h) E BFGH 
0 o(J,g,h) E A. 4)T( f,g,h) E Bl. 

Uklad (A. B, F,G, H ) nazywamy zgodnym na przedziale [0,T] jeżeli AAB(T) O-

W pracy [9] uzyskano następujące twierdzenie. 
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Twierdzenie 15 ([9], Th. 2). Niech A, B : f2 CI(R') będą multifunkcjami przyj-
mującymi wypukle wartości i niech F,G i H przyjmujci niepuste domknięte i Wypukle . 
wartości, spelniają warunki (Ai ) i (A3) i będą takie, -ze układ (A, B, F, G, H) jest zgodny. 
Jeżeli ponadto 

TA,m(f,g. h) n [S(F0(1)(f,g,h)) X S(GoCf,g,h)) 

xS,(1I0(1)(f,g,h))1 

dla (f,g, h) E AAB(T), to S I( F, G . II) jest (A, B )-sterowalna. 

6. PEWNE ZASTOSOWANIA TEORII INKLUZJI STOCHASTYCZNEJ W STOCHASTYCZNEJ 
TEORII OPTYMALNEGO STEROWANIA. Rozpatrzmy układ sterowania opisany równaniem 
stochastycznym (2). Podstawowym problemem teorii sterowania dla takich układów jest 
poszukiwanie par (u.em) sterowań n i odpowiadających im rozwiązań = (c),,. 
równania (2), nazywanych trajektorami tego równania, takich, że (e, u) E C x U, gdzie 
CCD i UCU są danymi zbiorami. 

W rozważaniach dalszych będziemy zakładać, że U jest zbiorem sterowań postaci 
takich, że ut E Ut, vt E Vi, rr,. E Pc. p = ((ut)t>o, (v t)t>0 , (r t,:)t>cueRn) 

p.n. dla t>0 i zE IR'n, odpowiednio, gdzie (Ui)i>o, (%)> i (Pt )>o, " są 
nieantycypującymi wielowartościowymi procesami stochastycznymi przyjmującymi 
niepuste zwarte wypukle wartości w przestrzeni Banacha (U, I • I). 

Każdą parę (e, u) posiadającą wymienione wyżej własności nazywać będziemy 
parą (C,U)-dopuszczalną lub wprost dopuszczalną. Przy tym proces f" = (er)0.0 
jest nazywany dopuszczalną trajektorią ukladu (2). Niech T(a, /3,-y) oznacza zbiór 
wszystkich dopuszczalnych trajektorii układu (2). 

Celem sterowania jest minimalizacja lub maksymalizacja wartości oczekiwanej 
funkcjonału f :CxU --> IR. Zazwyczaj, funkcjonał f charakteryzuje koszt 
błędu związanego z opisem rozpatrywanego zjawiska i wyborem danego Sterowa-
nia. Wówczas f(u) = E f(e t, u) nazywane jest kosztem sterowania. Podstawowy 
problem stochastycznej teorii optymalnego sterowania wiąże się wyznaczeniem op-
tymalnego kosztu sterowania. Pierwszym jednak krokiem w procesie rozwiązywania 
tego problemu jest pytanie dotyczące istnienia doPuszczalnych sterowań i trajektorii. 

Możemy sprowadzić postawiony wyżej problem stochastycznej teorii sterowa-
nia optymalnego do równoważnego mu problemu dla układu opisywanego przez 
inkluzję stochastyczną. W tym celu niech Ft(x) = (at(x,p) : p E Uth G(x) = 
{13t(x,p) : p E Vt} i F1t,3(x){7t,.(x,P) p E Pt,.} dla t 0, z, z E R", 
gdzie (Ut)i>o, (Ve)e>o (Pi,Oi>o..en. są takie jak wyżej. Niech C), oznacza 
tak jak wyżej, klasę wszystkich rozwązań zagadnienia początkowego S IA(F, G, H)" 
dla określonych wyżej F, G i H. Otrzymuje się następujące proste konsekwencje 
powyższych oznaczeń. 

Twierdzenie 16 ([1], Th. 7). Zalóz:my, że a, i -y są taki; że rodziny F = 
: x E IR.n. } , G = l(Gt(x))t>0 : x E JR.") i H

x E IRn } spełniają warunki (A1),przyjmują wypukle wartości i sq takie, że C I1C), 
0. Jeżeli ponadto o, 3, i 7 są ciągle względem p E U, to T(ct, 13,7) = C n c,,. 
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Twierdzenie 17 ([1], Coroll. 4). Załóżmy, że a, 13 i ^y spełniają warunki 
Tw. 16 i niech g:U—kC będzie odwzorowaniem wielowartościowym postaci g : 
U 3 u —4 Ę" E C. Jeżeli f :C —0 JR jest danym funkcjonalem, wtedy inf f (g(U)) = 
inf f (C fl 4 0 ) oraz sup f (g(U)) = sup f (C n C6). 

Twierdzenie 18 ([12], Th. 2). Niech a,0,7
rodziny F,G i H spelniajg warunki (1k1)• 
lf„„ Kp, K„ E LI (IRi.,R+) takie, że 

będg takie, że wyżej określone 
Załóżmy, że istnieją funkcje 

Iat(xi• u) — t(X2, u) S 11V1)Ix — x2I• IS c(xi, u) — fi0(x20u)I < 

— x2I oraz 17,)(x, u) — 70..(x2,u)1q(dz) JR-
5 — x21 p. n. dla xi, x2, E ]R", u E U oraz t E IR+. 

Wtedy dla dowolnego G E L2(.F0) i dowolnego x E C n Ct, istnieje ciąg 
{(e,uk)}k>2 par dopuszczalnych układu (2) taki, że 

E sup lxi — er --+ 0 przy k —k co dla każdego T> 0, 
o<t<T 

gdzie Ę = Ę . . 
Niech xl,(cf, oznacza rodzinę. wszystkich dopuszczalnych par układu (2). 

Twierdzenie 19 ([12], Coroll. 4, Coroll. 5). Niech ck, 0,7 spełniają założenia 
Tw. 18. Wtedy 

(i) 4,(a,8,7) c Cl; c cii(xL(a, 0,7)), 

(ii) cz . cle(XL(a,13;7)) gdy Cir. „jest zbiorem slabo zwartym, gdzie ch 
CE, oznacza domknięcie w topologii normowej przestrzeni (D,I1 - II), zaś = 

{x1[0,21 : x E Cco}. 
I 

Rozpatrzmy obecnie S I( F, G, OD w przypadku gdy F = {Ft} 0<t<2. i G = 
sa wielowartościowymi procesami prognozowalnymi przyjmującymi nie-

puste domknięte wartości z przestrzeni li.n. Załóżmy, że F i G sg takie, że 
E g rdr dt
i E fo !Pt 

J < oo 

11 2dź < CO. Dla danego Ę0 E 1,2(.1.0) niech Co, oznacza w dalszym 
_ i, ciągu klasę wszystkich rozwiązań zagadnienia S 16(F, G, OD. Niech : Et2n IR

będzie ciąglym funkcjonałem. Rozpatrzmy następujące zagadnienie minimalizacyjne. 

to 

(M): Wyznaczyć inf 4/(x), gdzie 
reCto

T 
111(X) = inf E I c,o(f,,g,)dt przy D(x) = 

(1.4ED(x) o 

2=t(f,g)E S(F)(x) x S(G)(x) : x= (6-1- f Mr A- gfclwr) }. 
o o o<KT 

Twierdzenie 20 ([22J, Prop. 3). Jeżeli i jest rozwiązaniem zagadnienia (M), 

= f. lo ,,,EFt(wijleG,60V(w, x)dtdP(w). 
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Twierdzenie 21 ([.2], Prop. 5).. Niech (11,F, (Ft)toom, P) bazie takę. 
przestrzenią, że Fo = Y dla O < t < T. Jeżeli minimalizuje fun4jonal 
E(fl,y.1(4)dt) na zbiorze wszystkich rozwiązań zagadnienia początkowego 

x; E Ft• z Pl, p. w. [O, T] 
xo 

to • 

E U
t 

(7.1(i't)dt) = I inf 4o(w)dtdP(w). 
o n c. tuEF,(w) 

Twierdzenie 22 ([22], Prop. 6). Jeżeli i minimalizuje funkcjonał Ellx7 • gg . 
Gir na zbiorze rozwiązań zagadnienia początkowego 

x t —x.,E I 'G,dwt ; 0<s<t5T { 
, 

wtedy 

fo, 

— 4112 ) = oT .Ecinf 11.rirdtdP(w). 
n ,.. rm 

Zatem ig = Ćo + grdwr jest rozwiązaniem minimalizującym E(lx7 .76112) wtedy 
i tylko wtedy gdy 

(v — Mw), §t(w)) >0 

dla v E G(w) P.1., p. w. t E [0,T]. 

7. RÓWNANIA I INKLUZJE LOSONVE. W deterministycznej teorii sterowania 
optymalnego zbiory dopuszczalne są, w określonych przypadkach, rozwiązaniami 
pewnych równań różniczkowych o wieloznacznych rozwiązaniach. Naturalnym 
staje się więc badanie własności uogólnionych równań losowych c; wieloznacznych 
rozwiązaniach. Pr rnatyka ta była przedmiotem badań rozprawy doktorskiej [PD] 
i prac [16], [17]. W pracach tych rozpatrywane są zagadnienia początkowe: 

(1) 

oraz 

(2) 

DnXt = F(t, x ,) P.1., t,E [0,T] — p.n. 
= U, P.1., 

DHxt = F(t,x,) P.1., t E [0,T) — p.n. 
d X0 11, 

gdzie F i U są danymi wielowartościowymi zmiennymi losowymi o nie-
pustych zwartych wypukłych wartościach, i jest pewną miarą probabilistyczną na 
przestrzeni lin wszystkich niepustych zwartych wypuklych podzbiorów przestrzeni 
IR", zaś DHXt oznacza pochodn4, Hukuhary procesu wielowartościowego (xt)te[o,T) w punkcie t E [0, Tj. W sformulowaniach dalszych rozpatrywane będą odwzorowa-
nia F : [0, T] x ft x Ka (S) Ka (E) i U0 : •—+ Kc (S), gdzie $ będzie 
oznaczać ośrodkową przestrzeń Banacha E lub przestrzeń 1R?", zaś Kc (S) oz-
nacza przestrzeń niepustych zwartych wypullych podzbiorów S. O odwzorowaniach 
tych zaklada się, że spełniają one następujące warunki (A) i (B). 
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• 
(A) F jest odwzorowaniem całkowo ograniczonym i spelnia warunki Carathćodory'ego, 

tzn. 

(i) istnieje funkcja calkowalna m: [0,7] x S1 --.1a taka, że IlF(t, w, A)11 < 
m(t,w) P.1., t-p.w., A E K, (S), 

(ii) F(t,w, •) jest H-ciągla z P.1., t-p.w. 

(iii) F(•, • , A) jest mierzalna przy ustalonym A E K(c (S). 

(B) (Jo jest odwzorowaniem mierzalnym. 

W przypadku gdy S = E będziemy ponadto zakładać, że istnieje funkcja 
losowa Kamkeigo K: /xQx R+ R+ taka, że spełniany jest następujący 
warunek (C). 

(C) Dla dowolnego A 1 .42 , ..., E Ka (E) spełniona jest nierówność: 

a(Un>1 F(1,w, An)) 5.. K (t , , a(Un>iAn)) 

z P.1., t-p.w. ma [0, T], gdzie c( oznacza miarę niezwartości w przestrzeni 
E. 
W stosunku do zagadnień (7) i (8) otrzymano następujące rezultaty. 

Twierdzenie 23 ([16), Th. 3). Niech E ()Idzie przestrzenią Banacha taką, 
że jej przestrzeń dualna E jest ośrodkowa. Jeżeli F i Uo spelniajg warunki 
(A)-(C) dla S = E, to zagadnienie początkowe (7) posiada przynajmniej jedno 
rozwiązanie. 

Twierdzenie 24 ([17), Th. 5). Niech F: [0,T) x It" K n spelnia warunek 
(A) dla $ = IRn i niech p bądzie daną miarą probabilistyczną na 10 (R n). 

Wtedy istnieje przynajmniej jedno slabe rozwiązanie zagadnienia (8), tzn. istnieje 
uklad (S1,7, P,(xi)LE[0.79), gdzie (x t)tc om jest procesem wielowartościowym na 
przestrzeni probabilistycznej (1/, F, P) spelniającym warunki (8). 

W oparciu o przytoczone twierdzenia można wnioskować w pewnych sytuacjach 
([15], [17]) o istnieniu rozwiązań inkluzji losowych postaci: 

(3) i f E G(t,x t) P.1., t E [O, T] — p.w. 

zarówno z warunkiem początkowym xo E Uo z P.1. jak i waiunkiem postaci 
zo L. 
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nie. 

8. TWIERDZENIA RELAKSYJNE DLA ODWZOROWAŃ LOSOWYCH. W teorii 
inkluzji różniczkowych przy badaniu 'własności zbioru ich wszystkich rozwiązań 
istotną rolę odgrywa wypuklość prawych stron rozpatrywanych inkluzji. Ni-
estety wiele praktycznych zagadnień prowadzi do inkluzji o zwrotnych lecz nie 
koniecznie wypukłych prawych stronach. Naturalnym jest więc rozpatrywanie 
w takim przypadku inkluzji, których prawe strony są domkniętymi uwypukle-
niami rozpatrywanych tam multifunkcji. Powstaje w takim przypadku pytanie o 
wzajemne relacje między zbiorami wszystkich rozwiązań tak powiązanych ze sobą 
inkluzji. W przypadku inkluzji losowych bezpośrednie uzyskanie takich związków 
stwarza duże trudności. Okazuje się,. że można je uzyskać z ogólnej teorii relak-
sacyjnej odnoszonej do odwzorowań losowych, będących szczególnym przypadkiem 
odwzorowań wielowartościowych o dekomponowalnych wartościach w przestrzeni 
11.2 (T , A, p,111n). Podstawą tej teorii jest pewne specyficzne tWierdzenie selekcyjne 
dla odwzorowań o dekomponoWalnych wartościach. 

Niech (T, A, p) będzie ośrodkową przestrzenią miary z nieatomową miarą prob-
abilistyczną p i niech 1L(T, R.n) oznacza przestrzeń Banacha V (T, A, p, R n ) 

z normą II • II. Przez II Ii E będziemy oznaczać normę przestrzeni V (E , A n 
E, p, R n ) dla ustalonego E E A. 

Zbiór K C il.,(T,Rn) nazywany jest dekomponowalnym, jeżeli dla dowolnego 
A EF i dowolnych f,g E K mamy l Af 11T\A g e K. Oznaczmy przez 
DC1(1L(T,Rn)) przestrzeń wzszystkich niepustych domkniętych i dekomponowal-
nych podzbiorów przestrzeni IL(T, R"). Przez H oznaczmy metrykę Hausdorffa 
indukowaną przez normę II • Będziemy również korzystać z odległości Hausdorffa 
HE wyznaczoną przez normę • k, dla ustalonego E E A. Przy powyższych' 
oznaczeniach uzyskane zostało następujące ogólne twierdzenie selekcyjne. 

Twierdzenie 25 ([23], Th. 1). Niech (T,A,p) będzie przestrzenią ośrodkową 
z bezatomową miarą p. Niech X będzie niepustym slabo zwartym podzbiorem 
przestrzeni L(T,111n) oraz F : X —p DC1(1L(T,IRn)) multifunkcją całkowo 
ograniczoną taką, że istnieje funkcja K E 1(T,R) spełniająca związek: 

E(F(x), F(y)) S IIK IIE sup If [x — yjdpl EEA, E 

dla x, y E X i EE A. Wtedy dla dowolnego e > 0, t1EX i ćEZUF(q) 
istnieje ciągla funkcja f: X —> IL(T, ) taka, że f(x) E F(x) dla x E. ,X i o 
tej własności, że: 

f E[ f (x) — pl S eal KII 4- 2) + IIKIE tuepA IfE[x — n141 

dla każdego xEX i E .E A. 

Konsekwencją przedstawionego twierdzenia selekcyjnego jest następujące twierdze-

Twierdzenie 26 ([24], Th. 2). Niech (T,A, p) będzie ośrodkową przestrzenią miary z bezatomową miarą p i niech F : DC1(11,(T,W)) będzie 
multifunkcją calkowo ograniczoną przez funkcję m E IL(T,R). Załóżmy, że istnieje funkcja K E 1L(T,R) z !Iq <1 i taka, że 
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RE(F(x), r(y)) 5 IR1I E sup 1/ [x - 
EEA E 

dla x,y E B. := {f E IL(T, 1R") : 11(01 5 m(t), p.w.} i E E .A. Wtedy 
zbiór S(F) wszystkich punktów stal ych multifunkcji F jest niepusty i S( F) = 
c.1 (S(F)), gdzie cl,„ oznacza slabe domknięcie w przestrzeni 1L(T, an). 

9. PEWNE TWIERDZENIA SELEKCYJNE. Teorie inkluzji różniczkowych, 

losowych i stochastycznych sa w istotny sposób oparte o różnego typu twierdzenia 
selekcyjne. Dlatego też, badanie istnienia selekcji multifunkcji, a wszczególności 
wielowartościowych procesów stochastycznych, należy do problemów podstawowych 
każdej z wymienionych wyżej teorii. Badania takie prowadzone były w pracach [19] 
-421]. 

Twierdzenie 27 ([19], Coroll. 8). Niech S będzie przestrzenią metryczną 

i X - n-wymiarową przestrzenią Banacha. Zalóżmy, że F : $ -• C (X) i f : 
S -4 X są odwzorowaniami spelniającymi warunki Lipschitza, gdzie C(X) oznacza 
klasę wszystkich niepustych domkniętych wypukłych podzbiorów X. Niech' -y > 1. 
Wtedy istnieje selektor s = s., : S -4 X dla F, spelniający warunek Lipschitza 
i taki, że: 

(i) 111(x)— s(x)11 S -y dist ( f(x), F(x)) dla x E S; w szczególności, s(x) = 
f(x) gdy f(x) E F(x), 

(ii) IL, S IT.dn(ILF + (Lf + ILF)(7 + 1)Ć( )), gdzie LI,ILF i L. są stałymi 

Lipschitza dla f, F i s, odpowiednio, zaś C jest modulem przestrzeni X 
zdefiniowanym wzorem C(0) = sup(w(x,y) : II ll S g < 1 < 'lxii), gdzie 

- w(x,y) - 
iixii - 1 i

z(x,y) jest jednoznacznym elementem odcinka [x, y] o normie równej 1. 

Twierdzenie 28 ([20], Th. 9). Niech X będzie n-wymiarową przestrzenią 

Banacha, S przestrzenią pseudometryczną i So C S. Zalóz:my, że F : S 
C(X) i g : S X spelniają warunek Lipschitza ze stałymi I f i 1 2 , odpowied-
nio. Niech g(x) E F(x) dla x E So . Wtedy istnieje funkcja f : S --, X spełniająca 

warunek Lipschitza ze stalą Li rozszerzająca funkcję g i taka, że f(x) E F(x) 
dla x E S. Ponadto f może być tak wybrana by ILI < Tri211,/ + 8nILF. 

Problem istnienia selekcji wielowartościoxvych procesów losowych jest przed-
miotem badań w pracy [91]. Udowodniono tam m in. następujące twierdzenia. 

Twierdzenie 29 ([21], Th. 2). Jeżeli wielowartościowy proces stochastyczny 

(Ft,Ye)e>o, nad przestrzenia probabilistyczną (0,,F, P) z filtracjq (-Ft)t>0 o 

domkniętych wypuklych wartościach w przestrzeni irtn jest taki, że dla każdego 

Z E IV, funkcja t dist(z, F)P) jest ciąg/a dla p.w. co E Q, to dla dowol-
nego y E IRn proces losowy (L),>0 określony przez ft(w) = P,.(y,Ft(w)), gdzie 

11k9.(Y, Ft(w)) - ulI = dist(y, Ft(w)),-  jest Fe-zgodnym ciągłym procesem takim, że 

Mw) E Ft(w) dla t> O i p. W. w E n. 
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Twierdzenie 30 ([211, Th. -1). Zalóżmy, że wielowartościowy proces stochasty-
czny (Ft,.Ft)t>o nad przestrzenią probabilistyczną (1,7, P) z filtracje (.7i)t>0 
przyjmie domknięte wypukle wartości w przestrzeni Ein. Jeżeli ponadto dla każdego 
z E 111.n, .s >O i AE 7, funkcja t E(11Adist(z, Fe)) jest prawostronnie górnie 
pólciągla w punkcie s, wtedy proces (Ft,.Ft )f>0 posiada stochastycznie ciągle pra-
wostronnie selekcję (f,),>0. 

Twierdzenie 31 ([21], Th. .1). Niech filtracja (.Ft)t>0 przestrzeni pro-
babilistycznej (n,F,n) będzie taka, że (.Ft) = cr(Us<tY,). &Mimy, że 
wielowartościowy proces stochastyczny (F,, Y) przyjmuje domknięte wartości w prze-
strzeni It n jest taki, że dla każdego z E UV, s > O oraz A E 7, fonkcja 
t E(xAdist(z. Ft)) jest górna pólciągla. Jeżeli ponadto P jest miara bezatomowe 
lub (Ft,.Ft)1>0 przyjmuje wypukle wartości , to (Ft,Ft)t>o posiada stochastycznie 
ciąglą selekcję (f1 )1>0 . 

• 1 

i 

i 

Twierdzenie 32 ([211, Prop. 9). Niech filtracja ( )>o Y_ będzie taka, że e t
= 7 1 = n,,,z. Jeśli proces "(F,,,Ft)t>o jest wielowartościowym mar-

tyngalem, to posiada on selekcję. która jest mart yngalem posiadajecym prawie wszys-
tkie ciegle realizacje. 
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