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Ocena doktadnosci przyblizenia splotu
rozktadow prostokatnego i normalnego
rozktadem trapezowym

Pawel Fotowicz

Przedstawiono analizg¢ matematyczng splotu dwdch rozktadow prostokatnych i splo-

tu rozktaddw prostokatnego i normalnego. Opisano przyblizenie powyzszego splo-
tu rozktadem trapezowym. Oceniono warto$é btedu przyblizenia wspétczynnika
rozszerzenia dla tego splotu wspdtezynnikiem rozszerzenia dla rozktadu trapezo-
wego przy poziomie ufnos$ci p=95 %. Poréwnano btad przyblizenia z btedami uzy-
skiwanymi tradycyjnymi metodami oszacowania wspétczynnika k. Przedstawiono
réwniez btedy przyblizen dla réznych pozioméw ufnosci.

Zagadnienie przyblizenia splotu rozktadéw prostokat-
nego i normalnego innym znanym rozktadem jest
zwiazane z problemem oceny rzeczywistego rozktadu
wartosci wielkoSci mierzonej w procedurach obliczania
niepewnosci pomiaru przy wzorcowaniu. Zagadnienie
to dla splotu dwoch rozktadow prostokatnych rozwiazu-
j€ najnowszy dokument o symbolu EA-4/02-S2 wydany
przez europejska organizacje do spraw wspotpracy
w dziedzinie akredytacji [1, 2]. Zaleca on w przypadku
dominacji dwoch skladowych niepewnosci o rozktadach
prostokatnych przyblizenie rozkltadu wyniku pomiaru
splotem tych sktadowych, czyli rozkladem trapezowym.
Pozwala to na doktadniejsze wyznaczenie wspotczynni-
ka rozszerzenia, niz wynika to z ogolnych zasad przed-
stawionych w publikacji [3]. Umozliwia w ten sposéb
pewniejsze oszacowanie niepewnosci rozszerzonej dla
zadanego z gory poziomu ufnosci. Dla warunkéw wzor-
cowania przyjeto poziom ufnosci rowny ok. 95 % i taki
jest podawany w Swiadectwach wzorcowania. Zatem,
aby wynik pomiaru miat przypisana niepewnos¢ na tym
wiasnie poziomie ufnosci, nalezy szuka¢ metod zapew-
niajacych jak najdoktadniejsze obliczanie wspotczynni-
ka rozszerzenia.

Splot dwdch rozktadow prostokatnych

Funkcja gestoSci prawdopodobiefistwa splotu dwéch
rozktadow prostokatnych P, i P, dana jest wyrazeniem:
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sa funkcjami gestoSci prawdopodobienstwa rozktadow
prostokatnych, a a, i a, odpowiednio ich szerokoSciami
poléwkowymi. Stad funkcja gestosci dla splotu rozkta-
dow P, iP,:
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Z powyzszej zaleznoSci wyznaczono funkcje gestosci
prawdopodobiefistw powstatych w ten spos6b rozkta-
dow. Na rys. 1 zestawiono te funkcje dla relacji szeroko-
Sci potowkowych a,: a, od 1: 1 do 10: 1. Definiuja one
rozklad trapezowy.
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Rys 1. Funkcje gestoSci splotu dwoch rozktadéw prostokatnych
o réznych szerokosciach potéwkowych (a,: a,)

Jak wykazano w [4] wspOlczynnik rozszerzenia dla roz-
ktadu trapezowego jest dany wyrazeniem:

k=\/%(l—\/(l—p)(l—ﬂ2)) da g< 2fp ‘(5)

gdzie:

B = a, —a, ©)
h+a,
a p reprezentuje poziom ufnosci, ktory dla warunkow
wzorcowania przyjeto jako p = 95 %.
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Splot rozktadow prostokatnego
i normalnego

Funkcja gestoSci prawdopodobiefistwa splotu rozktadow
prostokatnego i normalnego dana jest wyrazeniem:

8pn (x): pr(x_z)fN(z)dz @)
gdzie:
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jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu pro-
stokatnego o szerokosci potéwkowej a, a

L exp —Z—2
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jest funkcja gestosci prawdopodobieristwa rozkladu nor-
malnego. Stad funkcja gestosci dla splotu rozkladéw P

iN:
g fon| 2

€O mozna zapisa¢ w postaci:
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Calke powyzsza najdogodniej mozna rozwigza¢ nume-
rycznie, np. przy uzyciu arkusza kalkulacyjnego.

Z zaleznoSci (10) wyznaczono funkcje gestoSci
prawdopodobiefistwa powstatych w ten sposéb roz-
ktadow. Obliczono numerycznie te funkcje dla rela-
¢ji odchylen standardowych rozkladéw prostokatne-
go i normalnego (c;,: o) od 1: 1 do 10: 1 i zestawiono
je narys. 2.
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Rys. 2. Funkcje gestosci splotu rozkladéw prostokatnego i normal-
nego o roznych odchyleniach standardowych (c,: 6,)
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Przyblizenie funkeji wspétczynnika
rozszerzenia

Wspotczynnik rozszerzenia dla powstatego rozktadu, opi-
sanego funkcja gestosci prawdopodobienistwa g,y (x),
jest funkcja:

kPN =f®, Cp, GN) 3)
ktora nie ma postaci analitycznej, lecz mozna ja wyznaczy¢
na drodze numerycznej, wykorzystujac nast¢pujace za-
leznosci:

X
Ry = rzk+1 (14)
B3
Jom ) ax =L (15)
r= ;’—" (16)
N

Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 3, dla zadanego po-
ziomu ufnosci p = 95 %, na ktérym reprezentowane sa
graficznie przez krzywa oznaczona symbolem &,
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Rys. 3. Funkcje wsp6tczynnika rozszerzenia wyznaczone ze splo-
tu rozktadu prostokatnego i normalnego oraz z rozkladu trapezowe-
godlap =95%

Na tym samym rysunku zobrazowano krzywa k. powsta-
Ia z przeksztatconej formuly (5), na obliczanie wspot-
czynnika rozszerzenia dla rozktadu trapezowego, spro-
wadzonej do postaci:

i = 3£r+1) [ (i-p ]( ZJ

17
1) an
ktora zostata wyznaczona, jak poprzednio, dla poziomu
ufnosci p = 95 %.

Btad przyblizenia funkeji wspétczynnika
rozszerzenia

Blad przyblizenia funkcji wspotczynnika rozszerzenia dla
splotu rozktadéw prostokatnego i normalnego funkcja
(17) mozna opisac formula:
Op = Ll ST
PN
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gdzie: k. —wspotczynnik rozszerzenia dla rozkladu trape-
Zowego, R, — wspoOlczynnik rozszerzenia dla splotu roz-
ktadow prostokatnego i normalnego.
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Rys. 4. Blad przyblizenia wspolczynnika rozszerzenia dla splotu
rozkladow prostokatnego i normalnego wspotczynnikiem rozsze-
rzenia rozktadu trapezowego, dla p = 95 %

Blad ten jest funkcja ilorazu c;,/c i dla poziomu ufno-

sci p =95 % ma postac jak na rys. 4. Warto$¢ btedu przy-
blizenia nie przekracza 1,5 % dla zakresu zmian ilorazu »
od 1 do 10, co dla warunkOw wzorcowania mozna przy-
RC za przyblizenie dokladne.
Mozna poréwnac to przyblizenie z tradycyjnym podej-
sciem do zagadnienia, czyli przyblizeniem wspotczynni-
ka rozszerzenia splotu P«N wspotczynnikiem dla rozkta-
du normalnego lub wspoétczynnikiem dla rozktadu
prostokatnego. Sytuacje taka przedstawia rys. 5. Zesta-
wiono na nim funkcje obrazujace btad przyblizenia wspok
czynnika dla splotu P«N wspotczynnikami dla rozktadu
normalnego (3y), dla rozkladu prostokatnego (3,) i dla
rozkladu trapezowego (8,). Odpowiednie funkcje zosta-
iv zdefiniowane nastepujaco:

By = Fx =R 100 9 (19)
PN
0p = oo — Ry -100 % 20)

PN

gdzie: k — wspotczynnik rozszerzenia dla rozkladu nor-
malnego, R, — wspOtczynnik rozszerzenia dla rozktadu

prostokatnego.
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Rys. 5. Bledy przyblizenia wspotczynnika rozszerzenia dla splotu
rozkiadow prostokatnego i normalnego wspotczynnikami dla roz-
kf2du normalnego, prostokatnego i trapezowego przy poziomie uf-
nosScip=95%

Blad przyblizenia wspotczynnika rozszerzenia dla kaz-
dej wartoSci ilorazu r splatanych rozktadow jest wickszy
w przypadku zastosowania tradycyjnego przyblizenia

przy wykorzystaniu wspotczynnikéw rozktadu normalne-
g0 lub prostokatnego w poréwnaniu z zastosowaniem
wspoOtczynnika wywodzacego si€ z formuty dla rozktadu
trapezowego. Jego wartoS¢ rosnie jedynie dla wyzszych
poziomoéw ufnosci, powyzej p = 95 %, co ilustruje rys. 6.
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Rys. 6. Bledy przyblizenia wspotczynnika rozszerzenia dla splotu
rozkladéw prostokatnego i normalnego wspoétczynnikiem dla roz-
ktadu trapezowego przy réznych poziomach ufnosci

Jednakze dla warunkéw przyjetych przy wzorcowaniu,
czyli p = 95 % przyblizenie to jest w petlni zadowalajace.

Podsumowanie

Przedstawiona analiza splotu rozkltadéw prostokatnego
i normalnego pozwala stwierdzié, ze dogodnym przybli-
zeniem tak powstatego rozkladu jest rozklad trapezowy.
Jest to o tyle wazna obserwacja, iz opis matematyczny te-
go rozkladu jest dokladnie znany i wzglednie analitycz-
nie prosty. Bez koniecznosci odwotywania sie do uciaz-
liwych obliczefi numerycznych mozna precyzyjnie
wyznaczy¢ dla tego rozktadu wspotczynnik rozszerzenia
dla zadanego z gory poziomu ufnosci. Ma to istotne zna-
czenie do oceny wartoSci wspolczynnika rozszerzenia
stosowanego w procedurach obliczania niepewnoSci wy-
niku pomiaru przy wzorcowaniu. Szczegélna zaleta jest
to, ze dla warunkOw wzorcowania, ktére wyznacza poziom
ufnosci okoto 95 %, blad przyblizenia wspétczynnika roz-
szerzenia nie przekracza 2 %. Jest to poziom btedu pomi-
jalny, gdyz jego wartoSc¢ jest nie wigcksza niz wartosc ble-
du przyblizenia wspoétczynnika rozszerzenia dla rozktadu
normalnego wartoscia liczbowa & = 2, dla poziomu uf-
noscip =95 %.
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Streszczenia artykulow naukowych

Ocena dokladnosci przyblizenia splotu rozktadow prosto-
katnego i normalnego rozktadem trapezowym, Pawet
Fotowicz-s.9

Przedstawiono analize matematyczng splotu dwdch rozkta-
dow prostokatnych i splotu rozktadéw prostokatnego i normal-
nego. Opisano przyblizenie powyzszego splotu rozktadem tra-
pezowym. Oceniono wartosc btedu przyblizenia wspoétczynnika
rozszerzenia dla tego splotu wspotczynnikiem rozszerzenia
dla rozktadu trapezowego przy poziomie ufnosci p=95%. Po-
réwnano btad przyblizenia z btedami uzyskiwanymi tradycyj-
nymi metodami oszacowania wspotczynnika k. Przedstawio-
no réwniez btedy przyblizen dla ré6znych pozioméw ufnosci.

Accuracy of convolution of rectangular and normal dis-
tributions approximation by trapezoidal distribution, Pawet
Fotowicz — p. 9

Convolution of rectangular distributions and convolution of rec-
tangular and normal distributions are analyzed. Convolution
of rectangular and normal distributions is approximated by
trapezoidal distribution. At the 95% confidence level, there is
estimated the approximation error defined by the coverage
factor for the rectangular and normal distributions convolution
and the coverage factor for trapezoidal distribution. The ap-
proximation error is compared with the errors derived by tra-
ditional methods of coverage factor estimation. The approxi-
mation errors at various confidence levels are also presented.



