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Rozszerzona zasada przyblizenia rozktadu
wielko$ci mierzonej przy wzorcowaniu

Pawel Fotowicz

Istotnym zagadnieniem w procedurach obliczania niepewnosci pomia-

ru przy wzorcowaniu jest ocena rozktadu wielkosci mierzonej, gdy nie-
ktore wielkoSci wejSciowe charakteryzuja sie ograniczong liczbg stop-
ni swobody niepewnosci standardowej. Stosowana w takiej sytuacii
metoda rekomendowana w [1] nie daje gwarancji zapewnienia pozio-
mu ufnosci przyjetego dla warunkow wzorowania wynoszacego okoto
95 %. Zasada przedstawiona w [2] odnosi si¢ jedynie do wielkosci o nie-
ograniczonej liczbie stopni swobody niepewnosci standardowej. Aby
poradzi¢ sobie z powyzsza sytuacja, nalezy przeanalizowac sploty roz-
ktadéw prostokatnego i +Studenta o réznych liczbach stopni swobody.

Splot rozktadow prostokatnego
i t-Studenta

Funkcja gestosci prawdopodobiefistwa splotu rozkta-
déw prostokatnego i #-Studenta P*S dana jest wyraze-
niem:
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jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozkiadu
t-Studenta o liczbie stopni swobody v.

fE-—

Stad funkcja gestosci dla splotu P*S:
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gdzie:
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Powyzsza calke mozna najdogodniej rozwigza¢ nume-
rycznie. Z zaleznosci (4) wyznaczono funkcje gestosci
prawdopodobienstwa powstatych w ten sposob roz-
ktadéw. Obliczono numerycznie te funkcje dla relacji
0p:8(2) odchylenia standardowego rozkladu prostokat-
nego do odchylenia standardowego eksperymentalne-
go $redniej Z z liczba stopni swobody v = 2 rozkladu
t-Studenta zmieniajacej si¢ od 1:1 do 10:1 i zestawiono
jenarys. 1.
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Rys. 1. Funkcje gestosci splotu rozktadéw prostokatnego i £-Stu-
denta z liczba stopni swobody v = 2 o r6znych odchyleniach stan-
dardowych

Wspotczynnik rozszerzenia dla splotu P*S

Wspotczynnik rozszerzenia dla powstatego rozktadu,
opisanego funkcja gestoSci prawdopodobienstwa
&ps(X), jest funkcja:

kps = f (D, 0p, 5(2)) @)

ktora nie ma postaci analitycznej, lecz mozna ja wy-
znaczy¢ na drodze numerycznej, wykorzystujac naste-
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pujace zaleznoSci:
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Wyniki obliczen wspotczynnikow &, dla réznych liczb
stopni swobody v i poziomu ufnosci p = 95 % przed-
stawiono na rys. 2
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Rys. 2. Wspotczynniki rozszerzenia dla splotu rozkladu pros-
tokatnego i #Studenta o réznej liczbie stopni swobody i przy
poziomie ufnosci 95 %

Przyblizenie wspétczynnika rozszerzenia
dla splotu P*S

Obliczenia numeryczne wspolczynnikéw rozszerze-
nia &, s3 czynnoscig uciazliwa i najwygodniej dla usta-
lania ich warto$ci wykorzystaé tablice zamieszczone
w [3]. Mozna réwniez do przyblizonego ustalenia ich
wartosci postuzy¢ si¢ opracowang specjalnie do tego
celu formula matematyczna:
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Wspolczynnik kT jest Wspélczynnlklem rozszerzenia
dia rozktadu trapezowego, bedacego dobrym przy-
blizeniem splotu rozktadu prostokatnego i normalnego
PN [4]. Nalezy zauwazy¢, ze dla rosnacej liczby stopni
swobody v wspotczynnik k dazy do wartosci &, gdyz
rozktad P*S zbiega do rozktadu P*N.

Jezeli zdefiniujemy. btad przyblizenia wspolczyn-
nika &, formulg (11) w sposob nastepujacy:

k- kps
kPS

to jego wartoS¢ maksymalna wynosi okoto 4 % dla

d=
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poziomu ufnosci p = 95 %, liczby stopni swobody v > 3
i zakresu zmiennoS$ci 1 <7< 10, a jego przebiegi ilus-
truje rys. 3.
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Rys. 3. Blad przyblizenia wspoélczynnika rozszerzenia dla splotu
rozktadu prostokatnego i #-Studenta o réznych liczbach stopni
swobody przy poziomie ufnosci 95 %

Przyblizenie wspotczynnika rozszerzenia
metodg Welcha-Satterthwaite’a

Metoda Welcha-Satterthwaite’a polega na przyblizeniu
nieznanego splotu rozktadow wielu wielkosci wejs-
ciowych rozkladem #-Studenta o wypadkowej liczbie
stopni swobody danej formutla matematyczna:
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gdzie: u,_ - ztozona niepewnosc standardowa, u; - nie-
pewnosc wielkosci wejSciowej, v, - liczba stopni swo-
body rozktadu wielkosci wejsciowe;j

Na podstawie obliczonej liczby v, z tablicy wartosci
kwantyli tp(v) rozkladu #Studenta dla okreslonego po-
ziomu ufnosci wyznaczamy warto$¢ wspotczynnika roz-
szerzenia k. Jezeli zastosujemy powyzsza metode do
przyblizenia wspotczynnika rozszerzenia splotu P*S, to
otrzymamy btad przyblizenia d, , zdefiniowany zalez-
noscig (13), ktérego przebieg przedstawiono na rys. 4-6
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Rys. 4. Blad przyblizenia wspolczynnika rozszerzenia dla splotu
rozktadu prostokatnego i rozktadu #Studenta o liczbie stopni
swobody v = 5, przy poziomie ufnosci 95 %
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Rys. 5. Blad przyblizenia wspotczynnika rozszerzenia dla splotu
rozkladu prostokatnego i rozkiadu #Studenta o liczbie stopni
swobody v = 10, przy poziomie ufnosci 95 %
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Rys. 6. Btad przyblizenia wsp6tczynnika rozszerzenia dla splotu
rozkladu prostokatnego i rozkiadu #Studenta o liczbie stopni
swobody v = 30, przy poziomie ufnosci 95 %

dla kilku wartoéci stopni swobody v przy poziomie ufno-
§ci 95 %. Blad ten dla rosnacego udziatu sktadowej pro-
stokatnej w splocie P*S zdaza do wartosci ok. 20 %, nie-
zaleznie od liczby stopni swobody sktadowej opisanej
rozktadem #-Studenta. W zwiazku z tym metoda Welcha-
Satterthwaite’a przy wyznaczaniu wspotczynnika k nie
zapewnia osiagniecia zatozonego poziomu ufnosci nie-
pewnosci rozszerzonej, w szczegOlnosci dla duzej wy-
padkowej liczby stopni swobody.

Przyblizenie wspétczynnika rozszerzenia
przy uzyciu rozktadu trapezowego
i prostokatnego

Splot P*S mozna przyblizy¢ rozkladem trapezowym
i prostokatnym w zakresie zmiennosci ilorazu r, dla
ktorego istnieje sens matematyczny takiego przyblize-
nia. Dla wartosci r z przedziatu od 1 do 10 bylby to roz-
klad trapezowy, a dla r wigkszego od 10 rozktad prosto-
katny. Podobnie jak w poprzednim rozdziale mozna
zdefiniowac¢ formuta (13) btad &, przyblizenia wspot-
czynnika rozszerzenia. Przebieg tego bledu zilustrowa-
no rowniez na rys. 4-6 dla tych samych splotow P*S i po-
ziomu ufnosci 95 %. Dla przewazajacego zakresu
zmiennosci r przyblizenie to jest doktadniejsze od me-
tody Welcha-Satterthwaite’a i co wazne dla rosnacych
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wartosci ilorazu » blad przyblizenia dazy do zera. Jedy-
nie dla wartosci bliskich 7 = 1 blad przyblizenia dla
wickszosci splotow P*S jest wiekszy od biedu metody
Welcha-Satterthwaite’a. Problem ten mozna rozwigzac
taczac obie metody przyblizenia wspotczynnika roz-
szerzenia.

Zasada przyblizenia wspétczynnika
rozszerzenia przy wzorcowaniu

Przedstawione sposoby przyblizenia rozktadu i wspot-
czynnika rozszerzenia dla splotu P*S mozna ze soba po-
laczyé¢, wykorzystujac ich najkorzystniejsze obszary
przyblizen. Ze wzgledu na to, ze rozkiad t-Studenta po-
wyzej liczby stopni swobody v = 100 niedokladnie przy-
bliza splot P*S, nalezy metode Welcha-Satterthwai-
te’a stosowac tylko dla wartosci v, nie wigkszej niz
100. W obszarze powyzej wypadkowej liczby stopni
swobody v, = 200 dokladnym przyblizeniem wspot-
czynnika rozszerzenia dla splotu P*§ jest dla r<10
wspotczynnik dla rozkladu trapezowego, a powyzej tej
warto$ci wspotczynnik dla rozktadu prostokatnego.
W obszarze pomiedzy wypadkowa liczba stopni swo-
body v, =100 a v, =200 mozna wspolczynnik roz-
szerzenia przyblizy¢ wspotczynnikiem dla rozkladu
normalnego.

Na podstawie przedstawionych powyzej wnioskOw
mozna sformutowaé nastepujaca zasade przyblizenia
rozktadu wielkosci mierzonej, gdy definiujace ja wiel-
kosci wejsciowe moga charakteryzowac si¢ ograniczo-
na liczba stopni swobody niepewnosci standardowej:
Jezeli wypadkowa liczba stopni swobody v, Wyzna-
czona ze wzoru Welcha-Satterthwaite’a jest mniejsza
niz 100, to najlepszym przyblizeniem rozkladu wielko-
$ci wyjéciowej Y jest rozktad ¢-Studenta o liczbie stop-
ni swobody v, Gdy wypadkowa liczba stopni swobo-
dy jest wieksza niz 200 oraz wielko$¢ wejsciowa X;
o najwiekszym udziale w niepewnosci ztozonej uy)
opisana jest rozkladem prostokatnym i spetnia warunek

() 2 ()17 ()

gdzie u(y)=culx) , ¢;= 2{7 CY=1(X,. X Xy)
to niezaleznie od rozktadow pozostatych wielkosci wej-
sciowych najlepszym przyblizeniem rozktadu wielko-
§ci wyjsciowej jest rozktad trapezowy lub prostokatny.
W pozostatych przypadkach najlepszym przyblizeniem
rozktadu wielkosci wyjsciowej jest rozktad normalny.
Z zasady tej mozna wyprowadzi¢ spos6b przyblize-
nia wspotczynnika rozszerzenia niepewnosci wielko-
$ci wyjsciowe;j:
gdy v, < 100, wtedy R =Ry
gdy 100 < v, < 200, wtedy & =Ry

k=ky dla 0(r (1
gdy v > 200 wtedy (k=Fky dlal<7 <10
k=k, dla r)10
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u (y) - najwickszy udzial w niepewnosci ztozonej wiel-
kosci wejSciowej o rozkladzie prostokatnym, &, - wspot-
czynnik rozszerzenia dla rozktadu #Studenta z liczba
stopni swobody v, Ry - wspotczynnik rozszerzenia
dla rozktadu normalnego, &k - wspotczynnik rozsze-
rzenia dla rozktadu trapezowego, R, - wspotczynnik
rozszerzenia dla rozktadu prostokatnego.

Podsumowanie

Powyzsza zasade zastosowano w celu przyblizenia wspot-
czynnika rozszerzenia dla splotu rozktadu prostokatne-
2o i +-Studenta w pelnym zakresie zmiennoSci ich od-
chylen standardowych. Obliczenia wykonano dla kilku
rozkiadow #-Studenta rézniacych sie liczba stopni swo-
body przy p = 95 %, a wyniki przestawiono na rys. 7-9.
We wszystkich analizowanych sytuacjach warto$¢ ma-
&svmalna bledu przyblizenia wspoOtczynnika rozszerze-
nm2 malata wraz ze wzrostem liczby stopni swobody.
Przedstawiona zasada przyblizenia rozktadu wielkoSci
micrzonej umozliwia dokladniejsze wyznaczenie warto-
sa wspolczynnika rozszerzenia dla dowolnej liczby wiel-
kosci wejSciowych niz metoda rekomendowana w [1].
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Bys. 7. Biad wynikajacy z zasady przyblizenia rozktadu wielkoSci
muerzonc przy wzorcowaniu dla splotu rozktadow prostokatne-
&0 1 =Srwdenta z liczba stopni swobody v = 5
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Rys. 8 Biad wynikajacy z zasady przyblizenia rozktadu wielko-
SO mmerzonc] przy wzorcowaniu dla splotu rozktadow prosto-
farmezo 1 -Studenta z liczba stopni swobody v = 10
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Rys. 9. Blad wynikajacy z zasady przyblizenia rozktadu wielko-
$ci mierzonej przy wzorcowaniu dla splotu rozktadow prosto-
katnego i -Studenta z liczba stopni swobody v = 30

Jest uogolnieniem zasady opisanej w [2] na wielkoSci
o dowolnej liczbie stopni swobody niepewnosci standar-
dowej. Moze by¢ zatem z powodzeniem Stosowana w pro-
cedurach obliczania niepewnoSci pomiaru przy wzor-
cowaniu dla kazdej mozliwej sytuacji pomiarowej.
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Streszczenia artykulow naukowych

Rozszerzona zasada przyblizenia rozktadu wielkos$ci
mierzonej przy wzorcowaniu, Pawet Fotowicz —s. 18

Omoéwiono rozszerzong zasade przyblizenia rozktadu
prawdopodobienstwa wielkosci mierzonej przy wzorcowa-
niu, charakteryzujacej sie ograniczong liczba stopni swo-
body niepewnosci standardowej. Przedstawiono splot roz-
ktadu prostokatnego i t-Studenta oraz przyblizenie
wspotczynnika rozszerzenia dla tego splotu przy pozio-
mie ufnosci 95 %. Poréwnano proponowang metode ob-
liczeniowa z metodg Welcha-Satterthwaite’a. Oceniono
btad przyblizenia wspotczynnika rozszerzenia wynikajgcy
z przedstawionej zasady.

The expanded principle of distribution approximation
of the measurand in calibration, Pawet Fotowicz —p. 18

The expanded principle of distribution approximation of the
measurand in calibration for input quantity with limited de-
grees of freedom of the standard uncertainty is described.
The convolution of rectangular and t-Student distributions
and its approximation of coverage factor at confidence le-
vel of 95 % is presented. The presented method of calcu-
lation is compared with the Welch-Satterthwaite method.
Approximation error of coverage factor resulting of descri-
bed method is evaluated.





