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NiepewnosS¢ pomiaru
Ocena metody Welcha-Satterthwaite’a

Metoda Welcha-Satterthwaite a jest zalecana przez dokument ISO [1] przy obliczaniu

Pawel Fotowicz

niepewnosci pomiaru wielkosci mierzonej. Metoda ta umozliwia przyblizone

wyznaczenie wartosci wspdtczynnika rozszerzenia.

dea metody Welcha-Satterthwaite'a polega na zaloze-

niu, ze rozktadem wielkoSci mierzone;j jest rozktad
Studenta o wypadkowej liczbie stopni swobody. Liczbe
stopni swobody pozwala obliczy¢ wzor przedstawio-
ny przez B. L. Welcha i F. E. Satterthwaite’a. Nalezy
pamietad, ze rozklad Studenta o wypadkowej liczbie
stopni swobody jest jedynie przyblizeniem rzeczywi-
stego rozkladu wielkosci mierzonej. Powstaje zatem
pytanie, na ile to przyblizenie jest doktadne i jakich
nalezy oczekiwad rozbieznosci w ocenie samego wspot-
czynnika rozszerzenia. Problemem jest znalezienie pra-
widlowego odniesienia dla przyblizonego rozktadu
wielkosci mierzonej. Okreslenie rzeczywistego rozkta-
du wielkosci mierzonej moze wydawac si¢ niemozli-
we, a wszelkie proby zgodne z zasadami statystyki
matematycznej, bardzo problematyczne. Jednakze
wspomniany dokument ISO dopuszcza alternatywny
sposob obliczenia wspotczynnika rozszerzenia. Polega
on na wyznaczeniu rozktadu wielkosci mierzonej
jako splotu rozkladow wielkosci wejSciowych pod
warunkiem, ze wielko$¢ wyjSciowa jest funkcja linio-
wa wielkosci wejsciowych, ktore dodatkowo powinny
by¢ zmiennymi losowymi niezaleznymi. Operacja splo-
tu matematycznego pozwala na doktadne wyznacze-
nie, aczkolwiek na ogét w postaci numerycznej, rozkla-
du wielkosci mierzonej, gdy jednoznacznie sa okreSlone
wszystkie rozklady wielko$ci wejsciowych. Pozwala
to na obliczenie wspolczynnika rozszerzenia dla zato-
zonego poziomu ufnos$ci. Rozwigzanie to mozna zali-
czy¢ do kategorii doktadnych przy obliczaniu wspot-
czynnika k. Mozna zatem potraktowac je jako
odniesienie, pod przyjetymi warunkami, dla metody
Welcha-Satterthwaite'a.

Metoda Welcha-Satterthwaite’a

Zgodnie z wywodem przedstawionym w [1] dla kaz-
dej zmiennej losowej Y bedacej suma zmiennych loso-
wych X, wariancja estymaty jej wariancji s?(y)jestdana
zaleznoScia
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gdzie: 6(p) - odchylenie standardowe zmiennej Y, v -
liczba stopni swobody estymaty odchylenia standardo-
wego zmiennej Y.

Poniewaz zmienna losowa Y = ¢, X +... + Xy to
2 g, 252
s (y) =X.C;s (xz)
i=1

gdzie: ¢, - wspotczynnik wrazliwosci, s (x,) - estymata
odchylenia standardowego zmiennej X,.

2

Biorac pod uwage wariancje estymat wariancji zmien-
nych losowych otrzymamy

N
o” (1) =2 /0 E*(x) ©)

co prowadzi do réwnoSci
04(y)zicfc4(xi) 4

i=1

v v,
gdzie: v; - liczba stopni swobody estymaty odchylenia

standardowego zmiennej X,.

Powyzsza rownos¢ po przeksztalceniu prowadzi
do wzoru Welcha-Satterthwaite'a przedstawiajacego
wypadkowa liczbe stopni swobody

u: ()
N cfu'(x,)

i=1 v;

)

Vegr =

gdzie: u,_ () - ztozona niepewnosc standardowa wiel-
kosci mierzonej y, u(x,) - niepewnos¢ standardowa
wielkosci wejSciowej x;.

Dla obliczonej w ten sposob liczby v, z tablicy war-
toSci kwantyla tp(v) rozktadu Studenta dla okreSlonego
poziomu ufnosci wyznacza si¢ warto$¢ wspotczynni-
ka rozszerzenia.

Obliczona w powyzszy sposob liczba stopni swobo-
dy moze tez postuzy¢ do oceny wariancji ztozone;j
niepewnosci standardowej, czyli niepewnosci wyzna-
czonej niepewnosci. Jezeli niepewnosc t¢ oznaczymy:
Au_(p), to wzgledna zmiana ztozonej niepewnosci stan-
dardowej wynosi

pu ()= 226 . L

u(y) v
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Powyzsza zalezno$¢ przedstawia w jakim zakresie
obliczona warto$¢ niepewnoS$ci standardowej wiel-
kosci mierzonej moze by¢ zmienna. Zmiennosc t¢
graficznie ilustruje rys. 1. Dla bardzo matej liczby stop-
ni swobody zmienno$¢ powyzsza siega ponad 50 %,
lecz dla rosnacej wartosci v, powyzej v = 200, spada
juz ponizej 5 %.
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Rys. 1. Wzgledna zmiana niepewnosci standardowej w funkcji
liczby stopni swobody

Zatozenia do oceny metody

Warunki, o ktérych wspomniano we wstepie na ogot
sa spetnione przy wyznaczaniu niepewnosci w pomia-
rach zwigzanych z wzorcowaniem. Dla tych pomiarow
przyjeto arbitralnie staly poziom ufnosci 95 %. Mozna
zatem pokusic si¢ o przeprowadzenie nastgpujacego
rozumowania. Wielkosciom wejSciowym na ogot przy-
pisuje sie rozktady prawdopodobienstwa: Studenta,
normalne badZ prostokatne. Na mocy centralnego
twierdzenia granicznego splot wielu réznych rozkla-
dow zdaza do rozktadu normalnego, gdy ich liczba jest
dostatecznie duza, ich odchylenia standardowe porow-
nywalne i duzo mniejsze od odchylenia standardowe-
go rozktadu wynikowego. Wspotczynnik rozszerzenia
dla takiego rozktadu jest rowny wspotczynnikowi jak
dla rozkladu normalnego.

Metoda Welcha-Satterthwaite'a daje ten sam rezultat,
gdyz wypadkowa liczba stopni swobody obliczona ze
wzoru (5) dazy do nieskonczonosci, dajac wynikowy
rozklad Studenta zbiezny z rozkladem normalnym. Ina-
czej sytuacja przedstawia si¢ dla alternatywnych, granicz-
nych przypadkow splotu rozktadéw. Przypadkami ty-
mi sa sploty tylko dwoch rozktadéw Studenta, splot
rozktadu Studenta z rozkladem prostokatnym oraz splot
dwoch rozktadéw Studenta z rozkltadem prostokatnym,
szczegdlnie gdy rozklad Studenta charakteryzuje si¢
mala liczba stopni swobody. Dla tych wiasnie sytuacji
wykonano obliczenia, poréwnujac otrzymane warto-
Sci wspotczynnikow.

Jako poziom ufnosci przyjeto prawdopodobienstwo
objecia jak przy wzorowaniu, czyli p = 95 %. Wyniki
przestawiono w postaci odchylenia wartosci wspot-
czynnika wyznaczonego metoda Welcha-Satterthwaite'a
w odniesieniu do wartos$ci wyznaczonych przy zastoso-
waniu metody splotu matematycznego, danego naste-
pujaca zaleznoScia:

k—k
=— 2% 100 %

splot

8 @)

gdzie: & - wspolczynnik rozszerzenia wyznaczony
metoda Welcha-Satterthwaite'a, ksplot - wspotczynnik roz-
szerzenia wyznaczony metoda splotu matematycznego.

Odniesienie metody do splotu
dwdch rozktadéw Studenta

Wspotczynnik rozszerzenia obliczono zakladajac,
ze wielko$¢ wyjSciowa jest opisana splotem dwoch roz-
ktadéw Studenta o jednakowej liczbie stopni swobody.
Wyniki obliczefl zestawiono na rys. 2. Zaznaczone na wy-
kresie punkty przedstawiaja graficznie wartosci odchy-
lenia wspoélczynnika rozszerzenia, wyznaczonego
formuta (7). Analizowano odchylenia w odniesieniu
do splotu rozkladéw Studenta o liczbie stopni swobo-
dy z przedziatu od v = 2 do v = 30, jako najbardziej
reprezentatywnego zakresu zmiennosci tego parame-
tru. Najwicksza wzgledna warto$¢ odchylenia si¢ga
az 40 % i zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem liczby stopni
swobody. Wszystkie otrzymane wartoSci s3 ujemne,
co $wiadczy, ze analizowana metoda daje wartoSsci
wspotczynnika mniejsze niz te, ktore wynikaja z opera-
¢ji splotu matematycznego.
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Rys. 2. Blad wyznaczenia wspotczynnika rozszerzenia w odnie-
sieniu do splotu dwoéch rozkladéw Studenta o jednakowej
liczbie stopni swobody v

Odniesienie metody do splotu rozktadow
prostokatnego i Studenta

Ocene btedu metody przedstawiono w funkcji pewne-
go parametru splotu rozktadow bedacego ilorazem

, o Ma(x,)

UNE j)

gdzie: uy(x,) - niepewnos¢ standardowa wielkoSci opi-

sanej rozkladem prostokatnym, A(xj) - niepewnos¢
standardowa wielkoSci opisanej rozkltadem Studenta.

®

Parametr » pokazuje jaki jest wzajemny udziat w splo-
cie niepewnosci standardowych obu wielkosci wej-
§ciowych. Wyniki obliczefi btedu przedstawiono na
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rys. 3. Analizowano odchylenia wartoSci wspotczynnika
w odniesieniu do splotu rozktadow prostokatnego i Stu-
denta o r6znych liczbach stopni swobody w zakresie od
v =2 do v = 30. Btad ten w wi¢kszosci analizowanych
przypadkéw ma przebieg, dla rosnacego ilorazu r, od war-
toSci zerowej poprzez ujemne do wartosci dodatniej,
asymptotycznie zdazajacej do 20 %. Najmniejsza ujemna
wartoS¢ to prawie -30 %, ktora zanika dla rosnacej liczby
stopni swobody. Przebieg krzywych btedu Swiadczy, ze ana-
lizowana metoda ma tendencj¢ do ,splaszczania” warto-
Sci wspotczynnika. Oznacza to, ze rzeczywista jego war-
tosc¢ dla rosnacego udziatu sktadowej opisanej rozktadem
Studenta jest wigksza, a dla rosnacego udziatu sktadowej
opisanej rozkladem prostokatnym jest mniejsza, niz war-
tosci obliczone metoda Welcha-Satterthwaite'a.
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Rys. 3. Btad wyznaczenia wspotczynnika rozszerzenia w odnie-
sieniu do splotu rozktadu prostokatnego i Studenta o r6z-
nych liczbach stopni swobody v

Odniesienie metody do splotu
dwoch rozktadéw Studenta
| rozktadu prostokatnego

Oceng btedu metody przedstawiono w funkcji pewne-
go parametru splotu rozkladéw bedacego ilorazem

_ uB(‘xt)

) ui (e )+ 13 (x,)

gdzie: uy(x)) - niepewnos¢ standardowa wielkosci opi-

C))

sanej rozktadem prostokatnym, z,(x,) i #,(x) - nie-
pewnosci standardowe wielkoSci opisanych rozktada-
mi Studenta.

Wyniki obliczen bledu przedstawiono na rys. 4. Anali-
zowano odchylenia wartoSci wspoétczynnika w odniesie-
niu do splotu rozktadu prostokatnego i dwoch rozkta-
dow Studenta o réwnych liczbach stopni swobody
z zakresu od v = 3 do v = 30. Blad ten dla rosnacego ilo-
razu r zmienia si¢ od wartoSci ujemnej do wartosci dodat-
niej. Najmniejsza jego ujemna wartoS¢ to ponad -25 %
i zanika dla rosnacej liczby stopni swobody. Wartos¢ do-
datnia btedu asymptotyczne dazy do 20 %, niezaleznie od
liczby stopni swobody. I w tym wypadku mamy do czy-
nienia ze zjawiskiem ,splaszczenia” wartoSci wspotczyn-
nika otrzymanego analizowana metoda. Jego wartoSci bo-
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Rys. 4. Blad wyznaczenia wspoéltczynnika rozszerzenia w odnie-
sieniu do splotu rozktadu prostokatnego i dwoch rozkta-
dow Studenta o réznych liczbach stopni swobody v

wiem zmieniaja si¢ w znacznie mniejszym zakresie niz
wynika to z obliczer metoda splotu matematycznego.

Alternatywne zastosowanie wzoru
Welcha-Satterthwaite’a

WzoOr podany przez Welcha-Satterthwaite'a mozna row-
niez wykorzysta¢ przy obliczaniu niepewnosci pomia-
ru w alternatywny sposob. Wypadkowa liczba stopni
swobody jest miarg niedoktadnosci oszacowania nie-
pewnosci ztozonej, ktora wyraza wielkoS¢ ou () opi-
sana zaleznoS$cia (6). Jezeli w pomiarze uwzglednimy
fakt owej niedoktadnosci, co szczegélnie dotyczy skta-
dowych niepewnosci ocenianych metoda statystyczna
na podstawie serii obserwaciji, to niepewnosc¢ rozszerzo-
n3g mozna wowczas powiekszy¢ o wartos¢ du (). Nie-
pewnos¢ rozszerzona przyjmie postac:

U, =k-uc(y)- (1 +6uc(y)) (10)

Powstaje pytanie, na ile tak obliczona niepewnos¢ po-
miaru rézni si¢ od niepewnoSci rozszerzonej U liczo-
nej metodga doktadna. OdpowiedzZ na to pytanie mozna
uzyskac rozwiazujac ponizsze réwnanie, w ktorym na-
lezy zastosowac operacj¢ splotu matematycznego:

U

[e(¥)dy=p an

-U
gdzie: g () = g, (x))+g, (x)+..» gy (X)), &;(x,) - gestosé
prawdopodobienstwa wielkoSci wejsSciowej, p - poziom
ufnosci.
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Rys. 5. Blad wyznaczenia niepewnoSci rozszerzonej w odniesie-
niu do splotu rozktadu prostokatnego i Studenta o réznych
liczbach stopni swobody v




Blad wyznaczenia niepewnosci opisanej zaleznos$cia
(10) mozna zdefiniowac jako
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Przy zatozeniu poziomu ufnosci p = 95 % i w odniesie-
niu do splotu rozklad6w prostokatnego i Studenta prze-
bieg tego bledu przedstawia rys. 5. Z przebiegu krzy-
wych btedu wynika, Ze dla rosnacej wartosci ilorazu r
niepewno$¢ obliczona z zaleznosci (10) jest zbiezna
z warto$cia niepewnosci liczong metodg splotu mate-
matycznego, niezaleznie od liczby stopni swobody v.
W powyzszej sytuacji do obliczenia wspotczynnika roz-
szerzenia mozna zastosowac przyblizona metod¢ opi-
sana w [2, 3].

Podsumowanie

Przedstawiona analiza pozwala uswiadomic, na ile mo-
ze by¢ doktadne obliczanie niepewnosci rozszerzone;j
przy wzorcowaniu metoda Welcha-Satterthwaite'a.
Rozbieznosci pomiedzy warto$ciami wspoiczynnika,
w odniesieniu do obliczefi wykonanych metoda splotu
matematycznego, moga dochodzi¢ nawet do kilkunastu
procent. Stanowi to niejednokrotnie réwnowartos¢
udziatu wielu sktadowych niepewnosci. Rozbieznosc¢
powyzsza wynika z zalozenia, ze rozktadem wielkoSci
wyjsciowej jest rozktad Studenta, gdy w rzeczywisto-
Sci jest on nieznanym rozkladem prawdopodobiefistwa,
ale mozliwym do wyznaczenia przy zastosowaniu ope-
racji splotu matematycznego.

Zastosowanie analizowanej metody zalezy w glow-
nej mierze od decyzji metrologa, czy jest sktonny zaak-
ceptowac przy opracowaniu wyniku pomiaru kilkuna-
stoprocentowy poziom niedoktadnosci niepewnosci
rozszerzonej. Cenna zaleta metody Welcha-Satterth-
waite'a natomiast jest mozliwo$¢ oszacowania niedo-
ktadnosci obliczonej zlozonej niepewnosci standardo-
wej. Oszacowanie to pozwala wnioskowac z jakim
poziomem ,niedoszacowania” niepewno$ci mamy
do czynienia. Ta zaleta moze by¢ podstawa do zastano-
wienia sie, jak wykorzysta¢ informacje o tym ,niedo-
szacowaniu” w celu doktadnego, a nie przyblizonego
obliczania niepewnosci rozszerzonej. Jedng z takich
propozycji moze by¢ uwzglednianie owego ,niedosza-
cowania” przy podawaniu niepewnosci rozszerzone;j
poprzez jej powigkszenie, co w przyblizeniu zbliza t¢
warto$¢ do niepewnosci liczonej metoda splotu mate-
matycznego, a jednoczesnie nie wymaga zastosowania
tej skomplikowanej operacji matematycznej.
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Niepewnos$é pomiaru. Ocena metody Welcha-
-Satterthwaite’a, Pawet Fotowicz —s. 18
Przedstawiono analize metody Welcha-Satterth-
waite’a stosowang przy obliczaniu niepewno-
$ci pomiaru. Oceniono btad metody przy wyzna-
czaniu niepewnosci rozszerzonej dla warunkéw
wzorcowania. Przedstawiono alternatywny spo-
s6b wykorzystania metody obliczeniowej.
Wyniki jej odniesiono do definicyjnego wyzna-
czania niepewnosci rozszerzonej, opartego
na numerycznym rozwigzaniu jej réwnania
dla poziomu ufnosci przy wzorcowaniu.

Streszczenia artykutow naukowych

The uncertainty in measurement. Valuation of
the Welch-Satterthwaite method, Pawet Foto-
wicz-p. 18

The analysis of the Welch-Satterthwaite me-
thod for calculating the uncertainty in measu-
rement is presented. The error of the method
for expanded uncertainty evaluation in calibra-
tion is calculated. The alternative manner
of utilization of the method is described. Suita-
ble results of the expanded uncertainty evalu-
ation are referenced to solution according with
numerical calculation of the uncertainty at spe-
cified confidence level in calibration.



