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Ocena niepewnoSci wskazania
przyrzadu pomiarowego

Pawel Fotowicz

Przedstawiono analize niepewnosci wskazania przyrzadu pomiarowego, dla ktérego

znany jest wynik wzorcowania. Do oceny niepewnosci zastosowano model probabi-
listyczny wykorzystywany do opracowania wyniku przy wzorcowaniu.

Z agadnienie oceny niepewnosci wskazania przyrzadu
pomiarowego jest jednym z podstawowych proble-
mow stojacych przed metrologiem wykonujacym po-
miar. Problem ten nie jest tozsamy z oceng niedoklad-
nosci wskazania w klasycznym pojeciu. Na czym jednak
polega ta roznica, skoro niepewnosS¢ — najogolniej mo-
wiac — jest miara wlasnie niedoktadnosci pomiaru. Mia-
ra ta jednak opiera si¢ na pewnych dosc¢ Scistych zatoze-
niach, wynikajacych z przestanek probabilistycznych. Te
z kolei wymagaja zastosowania odpowiedniego aparatu
matematycznego, zwiazanego z rachunkiem zmiennych
losowych. PodejScia takiego nie stosuje si¢ w przypadku
oceny niedoktadnosci na podstawie np. btedu granicz-
nego.

Ocena niepewnosci jest procesem ztozonym, jednak-
ze niezbednym, gdy konieczne jest zachowanie spojno-
Sci pomiarowej. Dlatego najczesciej stosuje si€ ja w po-
miarach zwigzanych z wzorcowaniem. Mozna jg jednak
z powodzeniem zastosowac rowniez do oceny niedo-
ktadnosci kazdego wyniku pomiaru.

Wykonujac pomiar dowolnej wielkoSci mierzonej odpo-
wiednim przyrzadem pomiarowym, dokonujemy zawsze
odczytu jej wartosci na urzadzeniu wskazujacym. Jezeli
warunki pomiaru sa stabilne, to ulegamy zhudzeniu, ze
wielkoS¢ mierzona jest reprezentowana pojedyncza war-
toScig liczbowa. W rzeczywistosci jednak jest to zawsze
zbior liczbowy, ktorego wszystkich wartoSci nie jesteSmy
w stanie ustali¢, ale tez i nie musimy, gdyz do oceny ta-
kich nieokreslonych zbioréw najwygodniej uzy¢ zmien-
nej losowe;j. Z kazda zmienna losowa jest zwiazany roz-
ktad prawdopodobienstwa charakteryzujacy si¢
odpowiednim widmem, ktorego szerokoS¢ mozemy osza-
cowac. Dobra miarg takiej szerokoSci widmowe;j jest prze-
dzial ufnosci wyznaczony dla poziomu ufnosci 95 %. Po-
ziom ten jest che¢tnie stosowany do oceny niepewnosci
przy wzorcowaniu. Mozna go réwniez stosowac przy wy-
konywaniu innych pomiarow, gdyz zapewnia wysoka po-
rownywalnoSc¢ obliczefh nawet przy zastosowaniu przy-
blizonych metod wyznaczania niepewnosci rozszerzone;.

Zmienna losowa opisujaca wielkoS¢ mierzong jest
suma wielu innych zmiennych losowych, bedacych jej
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sktadowymi. Sktadowe te nalezy w procesie szacowania
niepewnosci zidentyfikowac i kazda z nich analizowac
oddzielnie. Przy ocenie wskazania przyrzadu pomiaro-
wego mozna wymienic cztery takie podstawowe skta-
dowe. Pierwsza z nich jest zwigzana z rozrzutem wska-
zafl, druga z jego rozdzielczoScia, trzecia z bt¢edem
wskazania, a czwarta z niepewnoscia jego wyznacze-
nia. Kazda z tych sktadowych stanowi oddzielna wiel-
koS¢ wejsciowa.

Rozrzut wskazania

Rozrzut wskazania traktujemy jak samodzielng wiel-
kos$¢ wejsciowa. WielkoSc¢ ta jest zmienna losowa o od-
chyleniu standardowym estymowanym zaleznoscia (3).

Najlepsza miara rozrzutu wskazan jest estymata po-
laczona odchylenia standardowego. Podstawa do jej
wyznaczenia jest zaleznoS¢ [1]

=1 @)

gdzie s? jest wariancja z proby i-tej serii powtérzonych
niezaleznych obserwacji, majaca v, = n,~1 stopni swo-
body.

Gdy do oceny rozrzutu zastosujemy rownoliczne se-
rie pomiarowe, wowczas zaleznoSc¢ (1) mozna w prosty
sposoOb przeksztatci¢ do uzytecznej postaci

2

gdzie: s, — odchylenie standardowe eksperymentalne
i-tej serii pomiarowej o jednakowej liczebnosci n,
m — liczba serii pomiarowych.

LiczebnoSc¢ serii pomiarowej nie powinna by¢ mniej-
sza niz dziesie¢ odczytow, czyli n > 10, przeprowadzo-
nych w warunkach powtarzalnoSci. Serie pomiarowe
powinny by¢ wykonane w réznych punktach zakresu
pomiarowego. Liczba tych serii nie powinna by¢ mniej-
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sza niz trzy, czyli m > 3. Nalezy zadbac¢, aby rownomier-
nie rozlozy¢ punkty w zakresie pomiarowym. Obliczo-
na na podstawie (2) wartoS¢ estymaty jest dobrym osza-
cowaniem odchylenia standardowego zmiennej losowej
zwiazanej z rozrzutem wskazan, a duza liczba odczytow
pozwala przyja¢ wiarygodne zalozenie o normalnosci
jej rozktadu.

Jesli chcemy uzyskac informacje o niepewnosci rozrzu-
tu dowolnej wskazanej wartoSci wielkoSci mierzonej
przez przyrzad pomiarowy, to wystarczy wyznaczyc¢ Sred-
nia z odczytow i przypisac jej niepewnos¢ standardowa
dang zaleznoS$cia

— SP

u(6x,) S 3
gdzie n,, to liczba odczytow wskazania. Zazwyczaj wy-
konuje si¢ kilka odczytow w celu unikniecia pomyiki
izwigkszenia doktadnoSci. Sa jednak sytuacje, w ktorych
mozna wykonac tylko jeden odczyt, gdy np. powtorze-
nie odczytu tej samej wielkoSci nie jest mozliwe. Zatem
liczba odczytow moze wynosi¢ 72, >1.

Rozdzielczo$¢ wskazania

RozdzielczoS¢ to najmniejsza réznica wskazania, ktora
moze by¢ zauwazona w wyrazny sposob. Mozna przypi-
sac jej rowniez oddzielng zmienna losowa, ktorej zawsze
towarzyszy prostokatny rozklad prawdopodobienstwa.
Zaklada sie bowiem, ze kazda warto$¢ wielkoSci mierzo-
nej w obrebie powyzszej roznicy jest jednakowo praw-
dopodobna. R6znica ta rowniez jest nazywana kwantem
wskazania. W przypadku przyrzadoéw cyfrowych jest to
na ogot wartosS¢ odpowiadajaca ostatniej cyfrze na wy-
Swietlaczu lub warto$ci zmiany na ostatnim miejscu urza-
dzenia wskazujacego. W przypadku przyrzadow analo-
gowych na ogot jest to wartos¢ odpowiadajaca dziesiatej
czeSci wartoSci dzialki elementarne;j.

W celu obliczenia niepewnosci standardowej wielko-
Sci opisanej rozktadem prostokatnym stosujemy zalez-
nos¢
a

e 4

gdzie a jest szerokoscia potowkowa przedziatlu zmien-
nosci, czyli polowa wartosci kwantu.

u(éx,)=

Btad wskazania i niepewnosc¢ jego
wyznaczenia

Informacje o btedzie wskazania mozna uzyskac ze Swia-
dectwa wzorcowania przyrzadu pomiarowego. W Swia-
dectwie tym sa podane wartosci btedu wraz z niepew-
noscia ich wyznaczenia dla wybranych punktow zakresu
pomiarowego. Poniewaz interesuje nas wielkoS¢ wej-
Sciowa zwiazana z bledem i niepewnoscia jego wyzna-
czenia dla dowolnej wartoSci wielkoSci mierzonej w ca-
tym zakresie pomiarowym, to musimy przyja¢ pewne
logiczne zatozenia. Dla dowolnego punktu w zakresie
pomiarowym warto$¢ biedu jest nieznana. Niemniej kaz-
dy punkt pomiarowy znajduje si¢ pomi¢dzy okresSlony-

mi punktami, dla ktérych zostato przeprowadzone wzor-
cowanie. Wartosci btedow dla tych punktow podane sa
w Swiadectwie. Nalezy zatem dokonac ich randomiza-
¢ji. Randomizacja bedzie polegac na zatozeniu, ze kaz-
da nieznana wartoS¢ btedu z przedziatu, ktorego grani-
ce wyznaczaja wartoSci znane, moze przyjmowac kazda
wartos$¢ o rozkladzie trapezowym, ktorego gorna i dol-
na podstawe wyznaczaja te granice. Wowczas niepewnos¢
standardowa zwiazana ze zrandomizowanym btedem
wyniesie

a’+b’

6
gdzie a i b to wartoSci btedow wskazania dla granic
przedziatu zakresu pomiarowego, w ktorym dokonano
odczytu.

Zasade powyzsza mozna rOwniez uogolnic na caty za-
kres pomiarowy, przyjmujac jako dolna podstawe roz-
ktadu trapezowego najwigksza wartoS¢ bledu, a jako gor-
na najmniejsza jego wartosc¢, odczytane ze Swiadectwa
wzorcowania. Wowczas niepewnosSC z powyzszego
tytutu bedzie dotyczy¢ wszystkich wskazan w catym
zakresie pomiarowym, a nie tylko w okreSlonym jego
przedziale.

Oprocz niepewnosci zwiazanej z randomizacija btedu
nalezy uwzgledni¢ rowniez niepewnoS¢ wyznaczenia
samego btedu wskazania. W Swiadectwie wzorcowania
sa podawane niepewnosci rozszerzone U wyznaczenia
bledow wskazania wraz ze wspolczynnikami rozszerze-
nia & zapewniajacymi poziom ufnosci 95 %. Na ich
podstawie nalezy wyznaczy¢ niepewnoSci standardowe
btedow

u(6x,) = )

u(sx) =" ©)

Z kazda wartoScia bledu wskazania moze by¢ zwiaza-
na inna wartoS¢ niepewnosci standardowe;j. Ze wzgledu
na to, ze wartoScia oczekiwana zbioru tych niepewnosci
jest ich wartoSc¢ Srednia, najlepiej przyjac ja za miare nie-
pewnosci standardowej zwiazanej z nieznana wartoscia
bledu w dowolnym punkcie pomiarowym.

Niepewnos¢ wskazania

Niepewnos¢ wskazania przyrzadu pomiarowego zwiaza-
na jest wymienionymi wyzej sktadowymi, z ktorych kaz-
da wyznacza si¢ oddzielnie. Jej wartoS¢ niepewnosci
standardowej mozna obliczy¢ na podstawie zaleznosci
definiujacej ztozona niepewnosc¢ standardowa

. (7)= /guz(ﬁx,.) %

a jej niepewnoSc¢ rozszerzona z zaleznosci
U=k-uy) ®

gdzie wspotczynnik rozszerzenia k powinien zapew-
ni¢ wymagany poziom ufnosci. Przy wyznaczaniu nie-
pewnosci rozszerzonej preferowany jest poziom ufno-
Sci 95 % [2]
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Przyktad obliczeniowy

Zalézmy, ze musimy wyznaczy¢ mase substancji odwa-
zanej na wadze analitycznej. Czynno$¢ t¢ mozna wyko-
na¢ tylko jednorazowo. Nie istnieje wiec mozliwos¢ po-
wtorzenia pomiaru i wykonania serii obserwacji. Mozna
jednak wykonac wczesniej ocen¢ rozrzutu wskazan wa-
gi poprzez wykonanie serii odczytow, wykonanych
w warunkach powtarzalnosci, dla wzorcoéw masy.
Rozrzut wskazan wagi zostal oszacowany na podstawie
obliczenia estymaty polaczonej odchylenia standardo-
wego. Wykonano piec serii pomiarowych po dziesiec
odczytow na wadze analitycznej dla pieciu roznych wzor-
cow masy. Wyniki zestawiono w tabeli 1 wraz z wyzna-
czonymi dla kazdej serii odchyleniami standardowymi
eksperymentalnymi. Estymate potaczona odchylenia
standardowego obliczono na podstawie zaleznosci (2)

(C))

Poniewaz czynnos¢ pomiarowa wykonujemy jedno-
razowo, to niepewnosc¢ standardowa przypisana wiel-
kosci wejSciowej zwiazanej z rozrzutem wskazan obli-
czamy na podstawie (3) przyjmujac, ze n,, =1

s

u(bx,)=—2=

( 1 ) \/n_w

Rozdzielczos¢ wskazania wagi wynosi: 0,01 mg.

W zwiazku z tym niepewnos¢ standardowa zwiazana
z ta wielkoScia wejSciowa dana jest zaleznoscia (4)

=0,262 mg (10)

-4 _ 11
u(6x,) 7 0,003 mg (€8))
gdzie a = 0,005 mg jest potowa kwantu wskazania.
Btad wskazania wagi mozna ustali¢ na podstawie Swia-
dectwa wzorcowania. Swiadectwo to podaje wartosci bte-
dow wskazan w poszczegolnych punktach wzorowania
wraz z ich niepewnoS$ciami rozszerzonymi i wspotczynni-
kami rozszerzenia dla poziomu ufnosci 95 % (tab. 2).
Dla zakresu wskazan wagi od 1 g do 30 g na podstawie
Swiadectwa wzorcowania mozna wyznaczy¢ niepew-

Tabela 2. Blad wskazania wagi ze Swiadectwa wzorcowania

Wzorzec Btad wskaza- Niepewnosé | Wspotczynnik
masy (g) | niawagi (mg) | rozszerzona (mg) | rozszerzenia
1 0,01 0,05 2
2 0,02 0,05 2
5 0,05 0,05 2
10 0,10 0,05 2
30 0,20 0,05 2

nos¢ standardowa wielkoSci wejSciowej zwiazanej ze
zrandomizowanym bledem wskazania. Najwicksza war-
to$¢ btedu wystapita dla wzorca o masie 30 g i wynosi-
a: a = 0,20 mg, najmniejsza natomiast dla masy wzoro-
wej 1 giwynosita: b = 0,01 mg. Mozna zatem wartosSci te
wstawi¢ do wzoru (5) i wyznaczy¢ wartoS¢ niepewno-
Sci standardowej zrandomizowanego bledu wskazania wa-
gi w powyzszym zakresie wskazan

2 2
u(6x,) =, a gb =0,082 mg

Niepewnos¢ wyznaczenia powyzszego btedu mozna
oszacowac na podstawie Sredniej niepewnosci standar-
dowej dla wszystkich branych pod uwage btedow wska-
zan ze Swiadectwa wzorcowania. Wartosc ta jest jedna-
kowa dla kazdej masy wzorca i mozna ja wyznaczyc¢
z zaleznosci (6)

12)

u(5x4):%:0,025 mg (13)

Zlozona niepewnoS¢ standardowa wskazania wagi (7)
jest pierwiastkiem z sumy kwadratow niepewnosci stan-
dardowych poszczegolnych sktadowych

u.(y)=0,089 mg (14)

Aby obliczy¢ niepewnoSc¢ rozszerzona wskazania dla
poziomu ufnosci 95 % nalezy wyznaczy¢ wartoS¢ wspok-
czynnika rozszerzenia. Mozna to uczynic, korzystajac
z metody przedstawionej w [3]. Jej istota polega na wy-
znaczeniu ilorazu udzialu najwi¢kszej skladowej o roz-
ktadzie prostokatnym. Skltadowa ta ,ukryta” jest w roz-
ktadzie zwiazanym ze zrandomizowanym bledem
wskazania wagi. Jest to rozklad trapezowy, ktory

Tabela 1. Zestawienie wynikéw pomiaru do obliczenia estymaty

tworza dwa rozktady prostokatne o r0znej szero-

polaczone; kosci potowkowej. Dla wigkszej z dwoch sktado-
RN ) R A C) BRCEUEE RO R E YA ) EELTE RN () Wych tworzacych rozklad trapezowy mozna wy-
1,01000 2,02002 5,05005 10,10000 30.20002 znaczyC niepewno$c standardowa z zaleznoSci
101002 202000 505000  10,10000 30,1999 g (62, = 212~ 0,061 mg (15)
1,00998 2,01998 5,05001 10,09998 ~ 30,20000 2J3
1,01002 2,02000 5,04999 10,10002 ~ 30,20002 Powyisza wartos¢ jest najwiekszym udziatem
1,01004 2,02002 5,04997 10,09995 30,19995 o rozkladzie prostokatnym w ztozonej niepewno-
1,01000 2,02000 9,05000  10,10004 ~ 30,9999 | sci standardowej zwiazanej ze wskazaniem wagi.
1,00998 2,01995 5,05001 10,09998 30,20000 Dla niej mozna wyznaczy¢ iloraz
1,01003 2,02000 5,05000 10,10000 ~ 30,20000
1,00996  2,00005 ~ 504999  10,10002  30,20005 N [ (6, ~0,921 (16)
1,01000 2,01998 5,04995 10,10000 ~ 30,19997 ! \/ucz ()~ thynas” (65
$,=0,250 mg s,=0,271 mg $;=0,263mg s,=0,251 mg 's,=0,277 mg

S, = 0,262 mg

W tabeli 3 mozna odszuka¢ odpowiednia war-
toS¢ wspolczynnika rozszerzenia zapewniajacego
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Tabela 3. Wartos$ci wspolczynnika rozszerzenia dla poziomu
ufnosci 95 % przy granicznych wartoSciach ilorazu
udziatu niepewnosci

rll
k do wartosci L

1,96
1,95
1,94
1,93
1,92
1,91
1,90
1,89
1,88
1,87
1,86

0,5090
0,6985
0,8240
0,9280
1,0220
1,1110
1,1980
1,2840
1,3700
1,4580
1,6480

1,85
1,84
1,83
1,82
1,81
1,80
1,79
1,78
1,77
1,76
1,75

r

u
do wartosci

1,6410
1,7380
1,8390
1,9460
2,0600
2,1820
2,3135
2,4560
2,6120
2,7845
2,9765

k

1,74
1,73
1,72
1,71
1,70
1,69
1,68
1,67
1,66
1,65

rll
do wartosci

3,1930
3,4410
3,7300
4,0740
4,4925
5,0235
5,7350
6,7760
8,5975

(=5

poziom ufnosci 95 % dla niepewnosci rozszerzonej. War-
toSC ta to & = 1,93, a niepewnoSC rozszerzona (8) zwia-
zana ze wskazaniem wagi w zakresie jej wskazanod 1 g
do 30 g wynosi
U=0,17 mg an
Przedstawione rozwazania dotycza niepewnosci odno-
szacej sie¢ do pelnego zakresu wskazan wagi analitycz-
nej. Jednakze na podstawie Swiadectwa wzorcowania
mozna wydzieli¢ mniejsze podzakresy, dla ktorych tez
mozliwe jest bardziej szczegotowe okreslenie niepew-
nosci wskazania. Roznice w obliczeniach sprowadzaja
si¢ jedynie do przyjecia innych wartoSci przy ocenie
wielkoSci wejSciowej zwiazanej ze zrandomizowanym
btedem wskazania w poszczegolnych podzakresach. Pod-
zakresy te wyznaczaja kolejne masy wzorcow ze Swia-
dectwa wzorcowania. PoszczegOlne btedy wskazan wa-
gi wyznaczaja dolne — a i gorne — b podstawy rozkladu
trapezowego. Ich warto$ci zestawiono w tabeli 4. Pozo-
state wielkoSci wejSciowe sa identyczne.
Postepujac podobnie jak w opisanym przyktadzie moz-
na rowniez dla poszczegolnych podzakresow wyznaczy¢

Tabela 4. Zestawienie bledow w poszczegolnych podzakresach

wskazan wagi
Podzakres | Btad wskazania | Btad wskazania| Niepewnosé
wskazan (g) u (6x%)(mg)
1-2 0,01 0,02 0,009
2= 0,02 0,05 0,022
5-10 0,05 0,10 0,046
10-30 0,10 0,20 0,091

Tabela 5. Zestawienie niepewnosci rozszerzonej wskazania wagi
dla poziomu ufnosci 95 % w poszczegdlnych jej pod-
zakresach

Podzakres

wskazan (g)
1-2

2595
5-10
10-30

Niepewnosé
rozszerzona (mg)
0,073
0,083
0,11
0,18

Wspdtczynnik
rozszerzenia
1,96
1,95
1,91
1,82

niepewnos¢ rozszerzona wskazain dla poziomu ufnosci
95 %. Ich warto$ci wraz ze wspotczynnikami rozszerze-
nia zestawiono w tabeli 5.

Podsumowanie

Przedstawiona analiza pozwala na ocen¢ niepewnosci
wskazania kazdego przyrzadu pomiarowego, dla ktorego
znany jest wynik wzorcowania. Do oceny niepewnosci za-
stosowano model probabilistyczny wykorzystywany do
opracowania wyniku przy wzorcowaniu. W modelu tym
stosuje si¢ zmienne losowe ciagte do opisu wielkosci wej-
Sciowych. Wskazanie traktuje si¢ jak wielkoS¢ wyjsciowa
bedaca suma czterech wielkosci wejsciowych. Sumowa-
nie wykonuje si¢ zgodnie z zasadami sumowania zmien-
nych losowych niezaleznych przy uzyciu operacji splotu
matematycznego ich funkgcji gestosci prawdopodobien-
stwa. Umozliwia to jednoznaczne okreSlenie wartosci
wspotczynnika rozszerzenia dla zalozonego poziomu uf-
nosci. Przyjmujac powszechnie stosowany poziom ufno-
§ci jak przy wzorcowaniu, czyli p = 95 %, mozna jedno-
znacznie wyznaczy¢ wartoS¢ niepewnosci rozszerzonej
odnoszacej si¢ do kazdego wskazania przyrzadu pomia-
rowego.

W przedstawionym przyktadzie obliczeniowym na nie-
pewnos¢ wskazania maja przede wszystkim wplyw ble-
dy wskazania wagi, ktorych wartoSci zostaly wyznaczone
na drodze wzorcowania. Poniewaz btedy wskazania nie
sa stale w catym zakresie pomiarowym, rowniez sklado-
wa niepewnosci z nimi zwigzana jest rozna w okreslo-
nych obszarach zakresu pomiarowego. Pomimo ze biad
wskazania dla matych mas jest o rzad wielkosSci mniejszy
niz dla najwiekszych, to niepewnoSc¢ zwiazana ze wska-
zaniem mniejszych wartoSci masy jest tylko dwukrotnie
mniejsza niz dla tych z gornego zakresu pomiarowego.
Czynnikiem ,stabilizujacym” niepewnoSc jest stalos¢ po-
zostatych jej sktadowych zwiazanych z rozrzutem, roz-
dzielczoscia i niepewnoScia wyznaczenia btedu wskaza-
nia, jednakowymi w catlym zakresie pomiarowym. Nalezy
rowniez zwroci¢ uwage, ze ocena niepewnosci wskaza-
nia odniesiona do catego zakresu pomiarowego daje zbli-
zony wynik do oceny zwiazanej z niepewnoscia wyzna-
czona dla podzakresu o najwigkszej niepewnosci. Wiaze
to si¢ z dominujaca wartoScia bledu wskazania dla gornej
granicy zakresu pomiarowego. Przy ocenie niepewno-
Sci wskazania warto wykonac obliczenia dla kazdego
mozliwego podzakresu wyznaczonego przez uzyte wzor-
ce miar. CzynnoSc¢ taka umozliwi Scista ocene niepewno-
Sci, bez koniecznosci jej zbednego zawyzania.
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