
Z naczna część pomiarów wykonywanych w laborato-
riach to pomiary zaliczane do kategorii pośrednich.

W pomiarach tych na ogół nie mierzy się wielkości wprost
przyrządem pomiarowym, lecz wyznacza się ją na dro-
dze obliczeniowej, na podstawie dobrze zdefiniowanego
modelu matematycznego tej wielkości. Pomiary takie do-
tyczą nie tylko dziedzin tradycyjnie posługujących się zło-
żonymi modelami wielkości mierzonych jak np. pomia-
ry chemiczne, ale dotyczą również klasycznych obszarów
metrologicznych związanych z pomiarami długości, wiel-
kości elektrycznych czy temperatury. Pomiar tej samej
wielkości może być wykonany metodą bezpośredniego
pomiaru jak i przy użyciu technik pomiarowych pośred-
nich. Przykładem może być pomiar średnicy drutu. Jeśli
mierzymy go przy użyciu mikrometru, to wykonujemy
pomiar bezpośredni, jeśli wykorzystamy do tego celu zja-
wisko ugięcia spójnego promieniowania optycznego, to
mierząc położenie prążków dyfrakcyjnych dokonujemy
pomiaru pośredniego, wyznaczając średnicę z odpowied-
niej zależności matematycznej modelującej powyższe zja-
wisko fizyczne. Ocena niepewności obu pomiarów wy-
maga zastosowania jednolitego sposobu postępowania,
lecz w drugim przypadku jest bardziej złożona. Każdy
pomiar pośredni składa się z szeregu pomiarów bezpośred-
nich. Dla każdego z nich można zbudować oddzielne
równanie pomiaru. Równania te tworzą swoistą kaska-
dę, gdyż w bardziej złożonych przypadkach możemy mieć
do czynienia z sytuacją równania w równaniu. Tworzenie
takich równań nie utrudnia jednakże procesu szacowa-
nia niepewności. 

Model pomiaru pośredniego
Wielkości mierzone pośrednio można zdefiniować ma-
tematycznie ogólną zależnością

y = f(x1, ..., x
N

)                                   (1) 

Wielkość wyjściowa y oraz wielkości wejściowe x
i
są

traktowane jak zmienne losowe, dla których należy okre-
ślić rozkład prawdopodobieństwa i wyznaczyć dwa pa-
rametry: wartość oczekiwaną oraz odchylenie standar-

dowe. Każdą wielkość wejściową można opisać jej wła-
snym równaniem pomiaru [1]

x
i
= x

_
i + dxi,1 +... + dx

i,M
(2) 

gdzie x
_

i to estymata wielkości wejściowej, a dxij to wiel-
kości wpływające na wielkość wejściową. Wielkości
wpływające charakteryzują się zerowymi wartościami
oczekiwanymi i zawsze niezerowymi odchyleniami stan-
dardowymi. Wielkości te mogą być oceniane metodą
eksperymentalną lub intelektualną. W pierwszym wy-
padku wielkościom tym przypisuje się na ogół rozkład
normalny, gdy ocena powstaje na podstawie dostatecz-
nie licznych serii obserwacji. W drugim wypadku na
ogół przyjmuje się rozkład prostokątny, określając gra-
nice przedziału zmienności. 

Dla wygody i przejrzystości zapisu można składowe
wielkości wejściowych zestawić w tabeli 1. Tabela po-
winna zawierać w kolumnach symbole składowych, es-
tymaty wielkości, niepewności standardowe oraz nazwy

rozkładów prawdopodobieństwa opisujących te wiel-
kości. W ostatnim wierszu tabeli należy umieścić symbol
wielkości wejściowej, jej estymatę oraz niepewność stan-
dardową, dla której spełnione jest równanie

u2(x
i
) = u2(x

_
i)+ u2(dxi,1)+... + u2(dx

i,M
) (3) 

Estymatą wielkości wejściowej na ogół jest jej wartość
średnia lub nominalna, a rozkład prawdopodobieństwa
można określić, stosując następującą metodę postępo-
wania [2]. Odnajdujemy składową wielkości wejściowej
dx

i, j
opisaną rozkładem prostokątnym o największej war-

tości niepewności standardowej. Obliczamy iloraz 
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Zaproponowane postępowanie pozwala na wykonywanie szybkich obliczeń nie-
pewności, przy użyciu arkusza kalkulacyjnego. Umożliwia również modelowanie sa-
mego pomiaru. Pokazuje jak ilościowo oddziałują wielkości wpływające na niepew-
ność wyniku pomiaru.

Symbol Estymata Niepewność Rozkład
wielkości wielkości standardowa prawdopodobieństwa

x
_

i {x
_

i} [ x
_

i] {u(x
_

i)}[u(x
_

i)] nazwa

dxi,1 0[dxi,1] {u(dxi,1)}[u(dxi,1)] nazwa
⋅! ⋅ ⋅ ⋅
⋅! ⋅ ⋅ ⋅
⋅! ⋅ ⋅ ⋅

dx
i,M

0[dx
i,M

] {u(dx
i,M

)}[u(dx
i,M

)] nazwa

x
i

{x
i
}[x

i
] {u (x

i
)}[u(x

i
)] nazwa

Tabela 1. Zestawienie składowych wielkości wejściowej



(4) 

Dla wartości tego ilorazu nie mniejszej niż jeden i nie
większej niż dziesięć wielkości wejściowej przypisuje-
my rozkład trapezowy, a jeśli wartość ilorazu jest więk-
sza od dziesięciu, to wielkości wejściowej przypisujemy
rozkład prostokątny. W pozostałych przypadkach przyj-
mujemy rozkład normalny. 

W bardziej złożonych przypadkach oceny wielkości
wejściowych wygodnie jest zastosować rozbudowaną
tabelę 2. Dotyczy ona sytuacji, gdy równanie wielkości
wejściowej zawiera dwie lub więcej podstawowych skła-
dowych zawierających własne wielkości wpływające.
W odróżnieniu od poprzedniej tabeli znajdują się w niej
dwie dodatkowe kolumny: wartości współczynników
wrażliwości c

i
i udziałów niepewności u

i
(x

i
). Współ-

czynniki wrażliwości to pochodne cząstkowe wielkości
wyjściowej po określonej wielkości wejściowej

(5) 

Natomiast udział niepewności wielkości wejściowej
to iloczyn współczynnika wrażliwości i niepewności
standardowej tej wielkości

u
i
(x

i
) = c

i
⋅ u(x

i
)                                     (6) 

Podobnie postępujemy z pozostałymi wielkościami
wejściowymi, z wyjątkiem sytuacji gdy jesteśmy w sta-
nie ocenić tę wielkość bezpośrednio, przypisując jej
określony rozkład prawdopodobieństwa. 

Wszystkie wielkości wejściowe definiujące wielkość
wyjściową y należy zestawić w tabeli budżetu niepewno-
ści (tab. 3). 

W ostatnim wierszu budżetu niepewności zapisuje-
my estymatę wielkości mierzonej obliczoną na podsta-
wie wartości estymat wielkości wejściowych

y
_

= f (x
_

1... x
_

N)                                  (7) 

oraz złożoną niepewność standardową wielkości wyj-
ściowej

u
c
2 (y) = c1

2 u2(x1) + ... +c
N
2 u2(x

N
)            (8) 

Wynik pomiaru zapisujemy w postaci estymaty wiel-
kości mierzonej i jej niepewności rozszerzonej U wy-
znaczonej dla określonego poziomu ufności p

y = y
_

±U (9) 

Niepewność rozszerzona to iloczyn współczynnika
rozszerzenia k i złożonej niepewności standardowej

U = k⋅ u
c
(y) (10) 
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Symbol Estymata Niepewność Rozkład Współczynnik Udział 
wielkości wielkości standardowa prawdopodobieństwa wrażliwości niepewności
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Tabela 2. Rozbudowane zestawienie składowych wielkości wejściowej

x1 {x1} [x1] {u(x1)} [u(x1)] nazwa {c1} [c1] {u1(y)} [u1(y)]
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Tabela 3. Budżet niepewności

Symbol Estymata Niepewność Rozkład Współczynnik Udział 
wielkości wielkości standardowa prawdopodobieństwa wrażliwości niepewności
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Niepewność rozszerzoną podaje się dla arbitralnie
określonego poziomu ufności. Przy wzorcowaniu przy-
jęto, że poziom ten wynosi p = 95 %. Aby go zapewnić,
należy wyznaczyć wartość współczynnika rozszerzenia,
która z kolei jest zdeterminowana rozkładem prawdo-
podobieństwa wielkości wyjściowej. W tym celu moż-
na zastosować metodę opisaną w [3]. 

Przykład obliczeniowy
Przedstawioną metodę postępowania zastosowano do
wyznaczenia niepewności rezystancji czujnika termo-
metru oporowego w punkcie potrójnym wody. Rezy-
stancja termometru oporowego opisana jest równaniem

(11) 

gdzie: RS — rezystancja opornika wzorcowego, XO — wska-
zanie mostka elektrycznego, dRO1 — niedokładność reali-
zacji punktu potrójnego wody, dRO2 — wpływ ciśnienia
hydrostatycznego, dRO3 — wpływ gradientu temperatu-
ry w komórce, dRO4 — przegrzewanie termometru prą-
dem pomiarowym, dRO5 — oddziaływanie prądu prze-
miennego, dRO6— wpływ izolacji przewodów
elektrycznych.

Równanie niepewności pomiaru można zapisać w po-
staci

(12)

gdzie: 

Dla dwóch wielkości wejściowych występujących we
wzorze (11) zbudowano oddzielne równania. Jedną
z wielkości jest rezystancja opornika wzorcowego

(13) 

gdzie: 
RS0 — rezystancja opornika wzorcowego odczytana 

ze świadectwa wzorcowania, wynosząca:
25,000289 Ω, wyznaczona z niepewnością
standardową: 5,3 ⋅10-6 Ω; 

dRS1 — niestabilność długoczasowa opornika wzorco-
wego. Przyjęto wartość dryftu oporu elektrycz-
nego równą: 2 ppm/rok, stąd graniczna wartość:
±2⋅10-6⋅25 Ω = ±5⋅10-5 Ω; 

dRS2 — wpływ temperatury na opornik wzorcowy. Współ-
czynnik temperaturowy zgodnie z certyfikatem pro-
ducenta: 1,7⋅10-6 Ω/K. Maksymalne zmiany tempera-
tury w laboratorium: ±5 K. Współczynnik wzmoc-
nienia termostatu kt = 30. Stąd graniczna wartość:
±1,7⋅5⋅10-6/30 Ω = ±2,83⋅10-7 Ω. 

Drugą z wielkości wejściowych jest wskazanie most-
ka elektrycznego

XO = XO0+dXO1 (14) 
gdzie: 
XO0 — odczyt wskazania mostka. Wartość odczytana

równa: 1,0208720 z błędem granicznym mostka
podanym przez producenta: ±2 ⋅10-7; 

dXO1 — szum mostka. Oceniony metodą statystyczną
z niepewnością standardową równą: 2,16 ⋅10-9. 

Obie wielkości wejściowe można zapisać w postaci
jednej zależności

R = (RS0 + dRS1+ dRS2) (XO0+ dXO1)         (15)

dla której wszystkie składowe zestawiono w tabeli 4. Po-
szczególnym składowym przypisano rozkłady normal-
ny lub prostokątny i po uwzględnieniu współczynników
wrażliwości wyznaczono ich udziały. Przypisanie wielko-
ści R rozkładu trapezowego wynika z faktu, iż iloraz udzia-
łu największej składowej (dRS1) o rozkładzie prostokąt-
nym wynosi ok. 5. 

Na rezystancję w punkcie potrójnym wody oddziału-
ją wielkości wpływające. Wielkościom oszacowanym na
podstawie analizy statystycznej serii obserwacji przypi-
sano rozkład normalny, a wielkościom oszacowanym
metodą intelektualną przypisano rozkład prostokątny.
Do wielkości tych należą: 
dRO1 — niedokładność realizacji punktu potrójnego wo-

dy. Zgodnie z dokumentem CCT/01-02 niepewność
standardowa realizacji punktu potrójnego wody
wynosi: 0,1 mK, co przy zastosowaniu przelicznika
(dR/dT) = 0,1 Ω /K daje wartość: 10-5 Ω; 

dRO2 — wpływ ciśnienia hydrostatycznego. Przy błędzie
granicznym związanym z wyznaczeniem ciśnienia
hydrostatycznego ∆h = ±10 mm i przeliczniku

Tabela 4. Zestawienie składowych wielkości wejściowych

Symbol Estymata Niepewność Rozkład Współczynnik Udział 
wielkości wielkości standardowa prawdopodobieństwa wrażliwości niepewności

RS0 25,000289 Ω 5,3 ⋅10-6 Ω normalny 1,0208720 5,41 ⋅10-6 Ω

dRS1 0 Ω 2,89 ⋅10-5 Ω prostokątny 1,0208720 2,95 ⋅10-5 Ω

dRS2 0 Ω 1,64 ⋅10-7 Ω prostokątny 1,0208720 1,67 ⋅10-7 Ω

XO0 1,0208720 1,16 ⋅10-7 prostokątny 25,000289 Ω 2,89 ⋅10-6 Ω

dXO1 0 2,16 ⋅10-9 normalny 25,000289 Ω 5,4 ⋅10-8 Ω

R 25,522095 Ω – trapezowy – 3,01 ⋅10-5 Ω



(dT/dh) = 7 ⋅10-7 K/mm, graniczna wartość tego
wpływu wynosi: ±7⋅10-3 mK, co po przeliczeniu da-
je wartość: ±7⋅10-7 Ω; 

dRO3 — wpływ gradientu temperatury w komórce. 
Niepewność standardowa tego wpływu oszacowa-
na eksperymentalnie poprzez wielokrotne opuszcza-
nie i unoszenie termometru w komórce wynosi:
0,05 mK, co daje wartość: 5 ⋅10-6 Ω; 

dRO4 — przegrzewanie termometru prądem pomiaro-
wym. Niepewność standardowa przegrzewania się
termometru prądem pomiarowym 2 mA, oszaco-
wana eksperymentalnie, wynosi: 0,011 mK, co daje
wartość: 1,1⋅10-6 Ω; 

dRO5 — oddziaływanie prądu przemiennego. Przyjęto,
że błąd graniczny wynikający ze stosowania prądu
przemiennego wynosi: ±0,05 mK, co daje wartość:
±5⋅10-6 Ω; 

dRO6 — wpływ izolacji przewodów elektrycznych. 
Błąd graniczny oszacowania tego wpływu wynosi:
±1,25⋅ 10-6 Ω. 

Dla wielkości wyjściowej RO zbudowano budżet nie-
pewności (tab. 5). 

W celu wyznaczenia niepewności rozszerzonej nale-
ży ustalić wartość współczynnika rozszerzenia. Dla po-
ziomu ufności 95 % wartość współczynnika można od-
czytać z tabeli 6 [3]. Aby z niej skorzystać należy
wyznaczyć iloraz udziału r

u
. W tym celu należy odnaleźć

największą składową o rozkładzie prostokątnym. W tabe-
li budżetu składową o największym udziale jest wielkość
R, ale opisana rozkładem trapezowym. Jednakże wiel-
kość tę tworzy szereg składowych zawartych w tabeli 4.
Składowe te są opisane już tylko rozkładami normalny-
mi bądź prostokątnymi. Największy udział wśród nich
ma składowa związana z niestabilnością długoczasową
opornika wzorcowego dRS1, opisana jednocześnie rozkła-
dem prostokątnym. Iloraz udziału dla tej składowej
wynosi r

u
= 2,24. W związku z tym odczytana z tabeli

6 wartość współczynnika rozszerzenia k = 1,79. Stąd nie-
pewność rozszerzona 

U = k ⋅ uc (RO) = 1,79⋅ 3,227 ⋅10-5 Ω ≈ 5,8 ⋅10-5 Ω (16) 

Ostatecznie można zapisać, że rezystancja termome-
tru oporowego w punkcie potrójnym wody wynosi:
25,522095 Ω ± 58 µΩ. 

Podsumowanie
Przedstawiony sposób postępowania umożliwia wyko-
nywanie szybkich obliczeń niepewności, szczególnie
przy użyciu arkusza kalkulacyjnego. Każde zestawienie
składowych poszczególnych wielkości wejściowych moż-
na realizować na oddzielnych stronach roboczych arku-
sza. Pozwala na dowolne zwiększanie lub zmniejszanie
składowych opisujących poszczególne wielkości wej-
ściowe, bez konieczności wprowadzania zmian w tabe-
li budżetu niepewności. Umożliwia modelowanie same-
go pomiaru, gdyż pozwala na szybką ocenę wpływu
poszczególnych składowych, zawartych wewnątrz po-
szczególnych wielkości wejściowych, na ostateczny wy-
nik pomiaru. Pokazuje jednoznacznie jak oddziałują ilo-
ściowo wielkości wpływające na niepewność wyniku
pomiaru. Ułatwia podejmowanie decyzji w sprawie eli-
minowania czynników pogarszających jakość wykony-
wanego pomiaru. 
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R 25,000289 Ω 3,01⋅10-5 Ω trapezowy 1 3,01⋅10-5 Ω

dRO1 0 Ω 1⋅10-5 Ω normalny 1 1⋅10-5 Ω

dRO2 0 Ω 4,04⋅10-7 Ω prostokątny 1 4,04⋅10-7 Ω

dRO3 0 Ω 5⋅10-6 Ω normalny 1 5⋅10-6 Ω

dRO4 0 Ω 1,1⋅10-6 Ω normalny 1 1,1⋅10-6 Ω

dRO5 0 Ω 2,887⋅10-6 Ω prostokątny 1 2,887⋅10-6 Ω

dRO6 0 Ω 7,217⋅10-7 Ω prostokątny 1 7,217⋅10-7 Ω

RO 25,522095 Ω – – – 3,227⋅10-5 Ω

Tabela 6. Wartości współczynnika rozszerzenia dla poziomu 
ufności 95 % przy granicznych wartościach ilorazu 
udziału niepewności

k
ru k

ru k
ru

do wartości do wartości do wartości

1,96 0,5090 1,85 1,6410 1,74 3,1930

1,95 0,6985 1,84 1,7380 1,73 3,4410

1,94 0,8240 1,83 1,8390 1,72 3,7300

1,93 0,9280 1,82 1,9460 1,71 4,0740

1,92 1,0220 1,81 2,0600 1,70 4,4925

1,91 1,1110 1,80 2,1820 1,69 5,0235

1,90 1,1980 1,79 2,3135 1,68 5,7350

1,89 1,2840 1,78 2,4560 1,67 6,7760

1,88 1,3700 1,77 2,6120 1,66 8,5975

1,87 1,4580 1,76 2,7845 1,65 ∞
1,86 1,5480 1,75 2,9765

Tabela 5. Budżet niepewności

Symbol Estymata Niepewność Rozkład Współczynnik Udział 
wielkości wielkości standardowa prawdopodobieństwa wrażliwości niepewności
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turowych realizujących punkt potrójny wody są jed-
nymi z podstawowych pomiarów wykonywanych przy
wzorcowaniu termometrów oporowych. Służą jako
odniesienie przy wyznaczaniu skali temperatury w po-
zostałych punktach termodynamicznych [4]. 
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