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Kaskadowy sposob obliczania
niepewnosci pomiaru

Pawel Fotowicz

Zaproponowane postepowanie pozwala na wykonywanie szybkich obliczen nie-

pewnosci, przy uzyciu arkusza kalkulacyjnego. Umozliwia rowniez modelowanie sa-
mego pomiaru. Pokazuje jak iloSciowo oddziatujg wielkosci wptywajgce na niepew-
nos¢ wyniku pomiaru.

Z naczna cze$S¢ pomiarow wykonywanych w laborato-
riach to pomiary zaliczane do kategorii poSrednich.
W pomiarach tych na ogot nie mierzy si¢ wielkoSci wprost
przyrzadem pomiarowym, lecz wyznacza si¢ ja na dro-
dze obliczeniowej, na podstawie dobrze zdefiniowanego
modelu matematycznego tej wielkoSci. Pomiary takie do-
tycza nie tylko dziedzin tradycyjnie postugujacych si¢ zto-
zonymi modelami wielkoSci mierzonych jak np. pomia-
ry chemiczne, ale dotycza rowniez klasycznych obszaréw
metrologicznych zwiazanych z pomiarami dlugosci, wiel-
kosci elektrycznych czy temperatury. Pomiar tej samej
wielkoSci moze by¢ wykonany metoda bezposredniego
pomiaru jak i przy uzyciu technik pomiarowych posred-
nich. Przyktadem moze by¢ pomiar Srednicy drutu. Jesli
mierzymy go przy uzyciu mikrometru, to wykonujemy
pomiar bezposredni, jesli wykorzystamy do tego celu zja-
wisko ugiecia spojnego promieniowania optycznego, to
mierzac polozenie prazkow dyfrakcyjnych dokonujemy
pomiaru posredniego, wyznaczajac Srednice z odpowied-
niej zaleznoSci matematycznej modelujacej powyzsze zja-
wisko fizyczne. Ocena niepewnoSci obu pomiaréw wy-
maga zastosowania jednolitego sposobu postepowania,
lecz w drugim przypadku jest bardziej ztozona. Kazdy
pomiar poSredni sklada si¢ z szeregu pomiarOw bezposred-
nich. Dla kazdego z nich mozna zbudowac oddzielne
réwnanie pomiaru. Réwnania te tworza swoista kaska-
de, gdyz w bardziej ztozonych przypadkach mozemy miec
do czynienia z sytuacja rOwnania w rownaniu. Tworzenie
takich réwnan nie utrudnia jednakze procesu szacowa-
nia niepewnosci.

Model pomiaru posredniego

WielkoSci mierzone posrednio mozna zdefiniowac¢ ma-
tematycznie ogolna zaleznoscia

Y =[x, x) (@€))

Wielkos¢ wyjSciowa p oraz wielkosci wejsciowe x, sa

traktowane jak zmienne losowe, dla ktorych nalezy okre-

sli¢ rozktad prawdopodobiefistwa i wyznaczy¢ dwa pa-

rametry: wartoS¢ oczekiwana oraz odchylenie standar-
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dowe. Kazda wielko$¢ wejSciowa mozna opisac jej wla-
snym rownaniem pomiaru [1]

X;= X+ 0X; 1+ +OX, @
gdzie X; to estymata wielkosci wejsciowej, a dx; to wiel-
kosci wplywajace na wielko$¢ wejsciowa. WielkoSci
wplywajace charakteryzuja si¢ zerowymi wartoSciami
oczekiwanymi i zawsze niezerowymi odchyleniami stan-
dardowymi. WielkoSci te moga by¢ oceniane metoda
eksperymentalna lub intelektualna. W pierwszym wy-
padku wielkoSciom tym przypisuje si¢ na ogot rozktad
normalny, gdy ocena powstaje na podstawie dostatecz-
nie licznych serii obserwacji. W drugim wypadku na
0go6l przyjmuje si¢ rozklad prostokatny, okreslajac gra-
nice przedziatu zmiennosci.

Dla wygody i przejrzystoSci zapisu mozna skltadowe
wielkosci wejsciowych zestawi¢ w tabeli 1. Tabela po-
winna zawiera¢ w kolumnach symbole sktadowych, es-
tymaty wielkoSci, niepewnosci standardowe oraz nazwy

Tabela 1. Zestawienie sktadowych wielkoSci wejSciowej

Estymata Niepewnosé Rozktad
i | wielkosci standardowa prawdopodobiernstwa
.9_6',' {-9?;'} [Ei] {u(‘%i)}[u(;fi)] nazwa
0x;1 | 0[0x; ] | {2(x; D}u(Ox; )] nazwa
] 2 5
6xt, o O[dxi, l {u(éx,’ M)}[u(éxi, Dl nazwa
5%, {2}, {z (x)}u(x))] nazwa

rozktadow prawdopodobiefistwa opisujacych te wiel-
kosci. W ostatnim wierszu tabeli nalezy umiesci¢ symbol
wielkoSci wejsciowej, jej estymate oraz niepewnos¢ stan-
dardowa, dla ktorej spetnione jest rGwnanie
u?(x) = u(x)+ u?(0x; D+... + uz(éxl.yM) 3)
Estymata wielkoSci wejSciowej na ogot jest jej wartos¢
srednia lub nominalna, a rozklad prawdopodobiefistwa
mozna okresli¢, stosujac nastepujaca metode postepo-
wania [2]. Odnajdujemy skladowa wielkoSci wejSciowe;j
6xl; j opisana rozktadem prostokatnym o najwiekszej war-
toSci niepewnosci standardowej. Obliczamy iloraz
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Tabela 2. Rozbudowane zestawienie sktadowych wielkosci wejsciowej

Symbol Estymata Niepewnosé Rozktad Wspétczynnik Udziat
wielkosci wielkosci standardowa prawdopodobienstwa wrazliwosci niepewnosci
X; {x;)[x;] ZEMNZED) nazwa {c}lc] {n (e}, (x)]
ox; 0[dx; ;1 {22 (0x, D} (0x, D] nazwa {c}c,] {2, ()} 22, (x)]
6x,; b O[éx,., ol {u(éxl; W) [u(éx,., il nazwa {c}c,] [ EPNIZIVER)
X; ERIEN {u(xp) Mux)] nazwa {clle] UNEANENEN)
0x; 0[0x;,] {2(0x; D} [24(0; )] nazwa {e}le] {24, Cep)aa, (xp]
0x;; 0[ox;,] {(0x; P} (o, D] nazwa {e}le] (o, (DY u,(x)]
5%, {20, ) [, ] = nazwa = {u(x ) ee(x)]

Tabela 3. Budzet niepewnosci

Symbol Estymata Niepewnos¢é Rozktad Wspotezynnik Udziat
wielkosci wielkosci standardowa prawdopodobienstwa wrazliwosci niepewnosci
X {3 [ {u(x))} [ue(x))] nazwa {e;} )] {u, )} [u,(0)]
Xy {oentx] {u(xp)} [se(xy)] nazwa {entlenl {uyO)} [uy)]
4 {.y} [y] - - - {uc(y)} [uc(y)]
‘u(éxiy j)‘ Podobnie postepujemy z pozostatymi wielko$ciami
7;, =

J1 @) - o, ) @

Dla wartoSci tego ilorazu nie mniejszej niz jeden i nie
wiekszej niz dziesie¢ wielkoSci wejsSciowej przypisuje-
my rozklad trapezowy, a jesli wartoSc ilorazu jest wiek-
sza od dziesieciu, to wielkoSci wejSciowej przypisujemy
rozktad prostokatny. W pozostatych przypadkach przyj-
mujemy rozktad normalny.

W bardziej ztozonych przypadkach oceny wielkosci
wejSciowych wygodnie jest zastosowac rozbudowang
tabele 2. Dotyczy ona sytuacji, gdy rownanie wielkoSci
wejsciowej zawiera dwie lub wiecej podstawowych skla-
dowych zawierajacych wlasne wielkoSci wptywajace.
W odroznieniu od poprzedniej tabeli znajduja si¢ w niej
dwie dodatkowe kolumny: warto$ci wspotczynnikow
wrazliwosci ¢, i udzialow niepewnosci u, (x,). Wspol-
czynniki wrazliwosci to pochodne czastkowe wielkoSci
wyjsciowej po okreslonej wielkoSci wejSciowej

o
0x;

i

6))

Natomiast udzial niepewnoSci wielkosci wejsciowej
to iloczyn wspotczynnika wrazliwosci i niepewnosci
standardowe;j tej wielkoSci

©

ux) =c, u(x,

wejSciowymi, z wyjatkiem sytuacji gdy jesteSmy w sta-
nie ocenic¢ te wielko$¢ bezposrednio, przypisujac jej
okreslony rozktad prawdopodobienstwa.

Wszystkie wielkoSci wejSciowe definiujace wielko$¢
wyjsciowa y nalezy zestawi¢ w tabeli budzetu niepewno-
sci (tab. 3).

W ostatnim wierszu budzetu niepewnosci zapisuje-
my estymate wielkoSci mierzonej obliczona na podsta-
wie wartosci estymat wielkosci wejSciowych

P =f (@ Xy) @)
oraz zlozona niepewnos¢ standardowa wielkosci wyj-
Sciowej

u2 ) = ci u*(x)) + .. +cguA(xy) ©))

Wynik pomiaru zapisujemy w postaci estymaty wiel-
koSci mierzonej i jej niepewnosci rozszerzonej U wy-
znaczonej dla okreSlonego poziomu ufnosci p

y=yzU )

NiepewnoSc¢ rozszerzona to iloczyn wspotczynnika
rozszerzenia R i ztozonej niepewnosci standardowe;j

U=k u () (10)
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NiepewnoSc rozszerzona podaje si¢ dla arbitralnie
okreslonego poziomu ufnosci. Przy wzorcowaniu przy-
jeto, ze poziom ten wynosi p = 95 %. Aby go zapewnic,
nalezy wyznaczy¢ warto$¢ wspotczynnika rozszerzenia,
ktora z kolei jest zdeterminowana rozkltadem prawdo-
podobienstwa wielkoSci wyjSciowej. W tym celu moz-
na zastosowac¢ metode opisana w [3].

Przyktad obliczeniowy

Przedstawiona metode¢ postepowania zastosowano do
wyznaczenia niepewnosci rezystancji czujnika termo-
metru oporowego w punkcie potrojnym wody. Rezy-
stancja termometru Oporowego opisana jest rownaniem

6
Ro = Rs 'Xo +Z5R0i an
i=1

gdzie: Ry — rezystancja opornika wzorcowego, X, — wska-
zanie mostka elektrycznego, 0R,,; — niedoktadnosc reali-
zacji punktu potréjnego wody, OR,, — wplyw ciSnienia
hydrostatycznego, R ,; — wplyw gradientu temperatu-
ry w komorce, 0R,, — przegrzewanie termometru pra-
dem pomiarowym, 0R,5 — oddziatywanie pradu prze-
miennego, OR,— wplyw izolacji przewodow
elektrycznych.

Roéwnanie niepewnosci pomiaru mozna zapisaé w po-
staci

s
ul(Ry) = ciut? (Ry) + c3u* (X )+ Y. ¢} (6R,,)  (12)

c
i=1

gdzie:

o _ Ry _
"2 O8R,,

_ IR, _ o= IR _
oR, % 7 oax, °

(o 1

Dla dwoch wielkosci wejsciowych wystepujacych we
wzorze (11) zbudowano oddzielne rownania. Jedna
z wielkoSci jest rezystancja opornika wzorcowego

Ry= Ry, + 3Ry, + Ry, 3)

gdzie:

R, — rezystancja opornika wzorcowego odczytana
ze Swiadectwa wzorcowania, wynoszaca:
25,000289 Q, wyznaczona z niepewnoscia
standardowa: 5,3-10° Q;

OR, — niestabilnos¢ dlugoczasowa opornika wzorco-
wego. Przyjeto warto$¢ dryftu oporu elektrycz-
nego rowna: 2 ppm/rok, stad graniczna wartos¢:
+2:10025Q = £5:10° Q;

OR, —wplyw temperatury na opornik wzorcowy. Wspot
czynnik temperaturowy zgodnie z certyfikatem pro-
ducenta: 1,7-10° Q/K. Maksymalne zmiany tempera-
tury w laboratorium: +5 K. Wspoétczynnik wzmoc-
nienia termostatu &, = 30. Stad graniczna wartoSc:
+1,7-5-109/30 Q = +2,83-107 Q.

Druga z wielkoSci wejSciowych jest wskazanie most-
ka elektrycznego

X = Xp0t0X (19
gdzie:
X, — odczyt wskazania mostka. WartoS¢ odczytana

réwna: 1,0208720 z btedem granicznym mostka
podanym przez producenta: +2-107,

0X,, — szum mostka. Oceniony metoda statystyczng
z niepewnoscig standardowa rowna: 2,16 -107.

Obie wielkoSci wejSciowe mozna zapisaC w postaci
jednej zaleznosci

R = (Ry, + ORg,+ OR,) (X5t 0X ) s

dla ktorej wszystkie sktadowe zestawiono w tabeli 4. Po-

szczegolnym sktadowym przypisano rozktady normal-

ny lub prostokatny i po uwzglednieniu wspotczynnikow
wrazliwoSci wyznaczono ich udziaty. Przypisanie wielko-

Sci R rozktadu trapezowego wynika z faktu, iz iloraz udzia-

hu najwiekszej sktadowej (ORg,) o rozkladzie prostokat-

nym wynosi ok. 5.

Na rezystancje w punkcie potrojnym wody oddziatu-
ja wielkosci wplywajace. WielkoSciom oszacowanym na
podstawie analizy statystycznej serii obserwacji przypi-
sano rozklad normalny, a wielkoSciom oszacowanym
metoda intelektualna przypisano rozktad prostokatny.
Do wielkosci tych naleza:

OR,, — niedoktadnos¢ realizacji punktu potrojnego wo-
dy. Zgodnie z dokumentem CCT/01-02 niepewnosc
standardowa realizacji punktu potrojnego wody
wynosi: 0,1 mK, co przy zastosowaniu przelicznika
(dR/dT) = 0,1 Q /K daje warto$¢: 10 &,

OR, —wplyw ciSnienia hydrostatycznego. Przy bledzie
granicznym zwiazanym z wyznaczeniem ciSnienia
hydrostatycznego Ah=+10 mm i przeliczniku

Tabela 4. Zestawienie skladowych wielkosci wejSciowych

Symbol Estymata Niepewnosé

Rozktad Wspétczynnik Udziat

wielkosci wielkosci standardowa prawdopodobienstwa wrazliwosci niepewnosci
Ry, 25,000289 Q 53-10°Q normalny 1,0208720 5,41-10°Q
ORg, 0Q 2,89-10° Q prostokatny 1,0208720 2,95-10°Q
OR;, 0Q 1,64-107 Q prostokatny 1,0208720 1,67 107 Q
DXE 1,0208720 1,16-107 prostokatny 25,000289 Q 2,89:10°Q
0Xo, 0 2,16-10? normalny 25,000289 Q 54108 Q
R 25,522095 Q - trapezowy - 3,01-10° Q
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(dT/dh) = 7-107 K/mm, graniczna wartos¢ tego
wplywu wynosi: £7-10% mK, co po przeliczeniu da-
je warto$c: +7-107 &,

0R,; — wplyw gradientu temperatury w komorce.
Niepewnosc¢ standardowa tego wplywu oszacowa-
na eksperymentalnie poprzez wielokrotne opuszcza-
nie i unoszenie termometru w komorce wynosi:
0,05 mK, co daje warto$c¢: 5-10° Q;

OR, — przegrzewanie termometru pradem pomiaro-
wym. NiepewnoSc standardowa przegrzewania si¢
termometru pradem pomiarowym 2 mA, 0Szaco-
wana eksperymentalnie, wynosi: 0,011 mK, co daje
wartos¢: 1,1-10° Q;

OR 5 — oddzialywanie pradu przemiennego. Przyjeto,
ze btad graniczny wynikajacy ze stosowania pradu
przemiennego wynosi: 0,05 mK, co daje wartoSc:
+5.100 Q;

OR,, — wplyw izolacji przewodow elektrycznych.
Btad graniczny oszacowania tego wplywu wynosi:
+1,25-10° Q.

Dla wielkoSci wyjSciowej R, zbudowano budzet nie-
pewnosci (tab. 5).

W celu wyznaczenia niepewnoSsci rozszerzonej nale-
zy ustali¢ wartoS¢ wspotczynnika rozszerzenia. Dla po-
ziomu ufnosci 95 % wartos¢ wspotczynnika mozna od-
czytaé¢ z tabeli 6 [3]. Aby z niej skorzystaé¢ nalezy
wyznaczy¢ iloraz udziatu r,,. W tym celu nalezy odnalez¢
najwieksza sktadowa o rozkladzie prostokatnym. W tabe-
li budzetu skladowa o najwickszym udziale jest wielkoS¢
R, ale opisana rozkladem trapezowym. Jednakze wiel-
kos¢ te tworzy szereg sktadowych zawartych w tabeli 4.
Sktadowe te sa opisane juz tylko rozktadami normalny-
mi badz prostokatnymi. Najwiekszy udziat wsrod nich
ma sktadowa zwiazana z niestabilnoscia dlugoczasowa
opornika wzorcowego 0R;, opisana jednoczesnie rozkta-
dem prostokatnym. Iloraz udziatu dla tej sktadowej
wynosi r, = 2,24. W zwigzku z tym odczytana z tabeli
6 warto$¢ wspotczynnika rozszerzenia & = 1,79. Stad nie-
pewnosc rozszerzona

U=k-u (R =179-3,227-10°Q~5,8-10° Q (16)
Ostatecznie mozna zapisac, ze rezystancja termome-

tru oporowego w punkcie potréojnym wody wynosi:
25,522095 Q £ 58 uQ2.

Tabela 6. Wartosci wspolczynnika rozszerzenia dla poziomu
ufnosci 95 % przy granicznych wartosciach ilorazu
udzialu niepewnosci

r, Tu
do wartosci do wartos$ci

1,96 | 0,5090 | 1,85 | 1,6410 |1,74 3,1930
1,95 | 0,6985 1,84 | 1,7380 |[1,73 3,4410
1,94 | 0,8240 1,83 | 1,8390 |[1,72 | 3,7300
1,93 | 09280 | 1,82 | 19460 |1,71 4,0740
1,92 | 1,0220 1,81 | 2,0600 |1,70 | 4,4925
191 1,1110 1,80 | 21820 |[1,69 | 5,0235
1,90 | 1,1980 | 1,79 | 2,3135 |1,68 | 5,7350
1,89 | 1,2840 1,78 | 2,4560 |1,67 | 6,7760
1,88 | 1,3700 1,77 | 2,6120 [1,66 | 8,5975
1,87 | 1,4580 1,76 | 2,7845 |1,65 ©o
1,86 | 1,5480 1,75 | 2,9765

Podsumowanie

Przedstawiony sposob postepowania umozliwia wyko-
nywanie szybkich obliczen niepewnosci, szczegolnie
przy uzyciu arkusza kalkulacyjnego. Kazde zestawienie
sktadowych poszczegolnych wielkosci wejsciowych moz-
na realizowac na oddzielnych stronach roboczych arku-
sza. Pozwala na dowolne zwiekszanie lub zmniejszanie
sktadowych opisujacych poszczegolne wielkoSci wej-
Sciowe, bez koniecznosci wprowadzania zmian w tabe-
li budzetu niepewnosci. Umozliwia modelowanie same-
go pomiaru, gdyz pozwala na szybka ocen¢ wptywu
poszczegolnych sktadowych, zawartych wewnatrz po-
szczegOlnych wielkoSci wejSciowych, na ostateczny wy-
nik pomiaru. Pokazuje jednoznacznie jak oddziatujg ilo-
Sciowo wielkoSci wplywajace na niepewnos¢ wyniku
pomiaru. Utatwia podejmowanie decyzji w sprawie eli-
minowania czynnikow pogarszajacych jako$¢ wykony-
wanego pomiaru.

Tabela 5. Budzet niepewnosci

Symbol Estymata Niepewnosé
wielkosci wielko$ci standardowa
R 25,000289 Q 3,01:10° Q
OR 0Q 1-10° Q
OR, 0Q 4,04-107 Q
OR; 0Q 5-100Q
OR, 0Q 1,1-10°Q
OR 5 0Q 2,887-10°Q
OR 6 0Q 7,217-107 Q
R, 25,522095 Q =

Rozktad ‘ Wspotczynnik ‘ Udziat
prawdopodobienstwa wrazliwosci niepewnosci
trapezowy 1 3,01-10° Q
normalny 1 1-10° Q
prostokatny 1 4,04-107 Q
normalny 1 5-10°Q
normalny 1 1,1-.10°Q
prostokatny 1 2,887-10°Q
prostokatny 1 7,217-107 Q
- - 3,227-10° Q
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Pragne podzickowac Pani dr Annie Szmyrce-Grzebyk
z Instytutu Niskich Temperatur i Badan Struktural-
nych Polskiej Akademii Nauk za udost¢pnienie danych
umozliwiajacych opracowanie przyktadu obliczenio-
wego. Pomiary wykonywane w komorkach tempera-
turowych realizujacych punkt potréjny wody sa jed-
nymi z podstawowych pomiaréw wykonywanych przy
wzorcowaniu termometrow oporowych. Stuza jako
odniesienie przy wyznaczaniu skali temperatury w po-
zostatych punktach termodynamicznych [4].
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CONTEC Sp. z 0.0. ul. Lipowa 7, PL 62-052 Komorniki
Tel. +48 (0) 61 810-83-50, fax. +48 (0) 61 810-84-45
e-mail: contec@contec.net.pl , www.contec.net.pl
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ul. Mickiewicza 95F *15-257 Bialystok * tel. (85) 748 34 00; (85) 748 34 01 * fax (85) 748 34 19
dziat handlowy: (85) 748 34 13 do 16 e,

Copyright: Contec Graphic Production 2004 - 05

Firma Contec Sp. z 0.0. jest w trakcie wdrazania systemu

zarzadzania jakoscia wg normy PN/EN 1SO:9001:2001
\ i standardéw obowiazujacych w przemysle motoryzacyjnym |
VDA 6.4




