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Metoda precyzyjnej rekonstrukciji
sygnatow okresowych z probek
integracyjnych

Andrzej Muciek*

Omdwiono podstawy matematyczne i wtasnosci probkowania integracyjnego. Wyko-
rzystano probki integracyjne do estymaciji amplitud harmonicznych szeregu Fouriera.
Opracowano i zbadano nowy algorytm rekonstrukcji sygnatow z probek. Polega on
na przeprowadzeniu pomiaréw i estymacji w kolejnych seriach, w ktérych wystepujg
rézne czasy catkowania. Umozliwia to optymalizacje doktadnosci estymacji harmo-
nicznych.

A Method for Precise Reconstruction of Periodic Signals from Integrative Samples.
Fundamentals and properties of integrative sampling are presented. The integrative
samples are applied for estimation of the Fourier series harmonics. A new algorithm
for a signals reconstruction is presented. It is based on carrying measurements and

estimation in a sequential series, with different times of integration.

Wprowadzenie

Probkowanie znajduje coraz wi¢ksze zastosowanie
w pomiarach réznych wielkosci elektrycznych: wartosci
skutecznejnapieci pradow, mocy i energii elektryczne;j
czy impedanciji [1, 2]. Wykorzystywane sa do tego celu
metody rekonstrukcji sygnatow z probek punktowych,
ktore wymagaja stosowania uktadow sledzaco-pamie-
tajacych dla zapewnienia odpowiednio dtugiego czasu
przetwarzania AC. Tymczasem mozna uniknac stoso-
wania tych uktadoéw, przy zachowaniu relatywnie dtu-
giego czasu przetwarzania, jesli zastosuje si¢ probko-
wanie integracyjne. Ponadto, dobierajac odpowiednio
czasy calkowania (integracji) w probkowaniu integra-
cyjnym mozna dodatkowo wykorzysta¢ wlasciwosci
filtracyjne tego probkowania i w ten sposob osiagnac
dalsze korzySci, np. zmniejszy¢ wpltyw zaklocen.

W artykule omOowiono podstawy matematyczne
i wlasciwosci probkowania integracyjnego. Zastoso-
wano probkowanie integracyjne do estymacji harmo-
nicznych sygnatu okresowego metoda najmniejszych
kwadratow (NK). Opracowano i zbadano nowy spo-
sOb pobierania probek integracyjnych i rekonstruk-
¢ji sygnalu. Polega on na przeprowadzeniu pomiarow
w kolejnych seriach, w ktorych wystepuja rozne, odpo-
wiednio dobrane czasy catkowania i nast¢pnie estyma-
¢ji amplitud harmonicznych sekwencyjnie. Umozliwia
to optymalizacje doktadnoSci estymacji harmonicznych
dostosowana do zalozonego celu pomiaru.

Postawienie problemu

Zalozmy, ze sygnal s(¥), ktory ma byc¢ rekonstruowany,
jest sygnalem okresowym o okresie 77 = 1/f; i ograni-
czonym pasmie czestotliwosci f,. Przy tych zalozeniach
badany sygnat s(¥) mozna przedstawi¢ w formie skoi-
czonego rozwiniecia w szereg Fouriera

s(1)=ay + f[ak cos(2nfikr) + bysin(2rf; ki) | 16))
k=1

w ktorym f1K < f,. Celem rekonstrukcji sygnatu s(@)
z probek jest estymacja sktadowej statej a, oraz am-
plitud, ay, by, k = 1, 2,....K. Nalezy rozwazyC rozne sy-
tuacje praktyczne, z ktorych najwazniejsze to: znana
lub nieznana czestotliwoS¢ podstawowa sygnatu oraz
znane lub nieznane pasmo sygnatu. Do estymacji pa-
rametréw mozna stosowac dyskretna transformate Fo-
uriera (DFT) lub metode¢ najmniejszych kwadratow
(NK). Metody oparte na DFT maja szereg ograniczen:
wymog rownomiernego probkowania, czas pobiera-
nia prébek powinien by¢ wielokrotnoscia okresu sy-
gnatu s(@) itd. W artykule zastosowano metode NK,
ktora moze byc¢ stosowana przy znacznie mniejszych
wymaganiach, okupione jest to jednak wieksza ztozo-
noscia obliczefh numerycznych.

Zazwyczajw trakcie estymacji nalezy rowniez wyzna-
czy¢ pasmo sygnatu i numer najwyzszej harmonicznej
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K. Liczba estymowanych elementow
a;ib,wynosi 2K +1. Stad liczba po-
branych probek N powinna spelniac
warunek N> 2K + 1. Dla uniknie-
cia zjawiska aliasingu czestotliwos¢
probkowania f; powinna spetniac
warunek Nyquista f; > 2 K fi.

Probkowanie integracyjne

W probkowaniu punktowym
jest mierzona wartoS¢ sygnalu
s(t,) w ustalonym momencie £,
natomiast probkowanie integra-
cyjne polega na wyznaczeniu war-
toSci Sredniej sygnatu w przedziale
czasu A, wiec n-ta probka integra-
cyjnas,(t,) w punkcie t,, = nT, gdzie
T=1/f;, n = 1, 2,...,N, jest okreslona
wzorem

t,+0/2
[s@dt

1,02

S, =84[t,]=s,[nT]=—

w ktorym A jest czasem integracji
(catkowania). Probka integracyjna,
Sy, 10Zni sie na ogot, od wartosci sy-
gnatlu w punkcie ¢, s,, # s(t,,). Jesli
A << T, to prébkowanie integra-
cyjne moze by¢ aproksymowane
za pomoca probkowania punkto-
wego. Jesli jednak A jest zblizone
do wartoSci okresu probkowania
T, to mozna si¢ spodziewac efektu
filtrowania. Zbadamy ten efekt do-
ktadniej, a nastepnie wykorzystamy
do doboru czasu integracji.

Charakterystyke czestotliwo-
Sciowa probkowania integracyj-
nego wyznaczymy dla dowolnego
sygnatu s(¥), nie tylko okresowego.
W tym celu zdefiniujmy pomocni-
czy sygnat

() = fjs(‘c)d‘r +C 3

w ktorym C jest dowolna stala.
Zauwazmy, ze jeSli

x() =[y(t+A/2) - y(t—A/2)VA,

to probka integracyjna s,[n1] sy-
gnatu s(¥) w punkcie ¢, = nT moze
by¢ przedstawiona jako probka
punktowa x(Z,) sygnatu x(¥)

sa[nT]:x[nT]:i[y(nT—A/Z)—y(nT+A/2)] (€))
Wykorzystujac liniowos¢ transformaty Fouriera oraz zmiang przy prze-

sunieciu w czasie i catkowaniu, okreslimy zwiazek miedzy transformata Fo-

uriera X(w), sygnatu x(?¥) a transformata Fouriera S(w) sygnatu s(?), stad

X(0) = sinc(%Aj S() (C))
gdzie sin x
sinc(x) ={ dla x#0 ©
1 dlax=0

Transformata Fouriera S(®) ciagu probek punktowych s[nT] sygnatu
s(?) jest rowna [3]

a R 2nn

S@=— Y Slo-== 7

@-7 ¥ sfo-2 %)

wiec na mocy (5) transformata Fouriera Sa(w) probek integracyjnych

s,[nT] wynosi

a 1 & 2nn

S, =— Xlo-——-|

=5 5 o-Z)

n=-—00

®

gdzie X(w) dane jest wzorem (5). Wzory (7) i (8) okreslaja zaleznoS¢ mig-
dzy transformata Sa(@), ciagu probek integracyjnych, transformata probek
punktowych S@) i transformata S(w) rekonstruowanego sygnatu. Wynika
stad, ze probkowanie integracyjne jest rownowazne dolnopasmowemu
filtrowaniu i wystepujacemu, po nim probkowaniu punktowemu. Funk-
¢ja transmitangji filtru zdefiniowana jest wzorem sinc(wA/2) i zalezy od
relacji miedzy czasem integracji Ai okresem 77 sygnatu s(#). Odpowiedni
dobor tego czasu umozliwia skonstruowanie algorytmow wyznaczania
estymatorow amplitud sygnatow harmonicznych.

Rekonstrukcja sygnatu metoda NK

Podstawiajac szereg Fouriera sygnatu (1) do wzoru (2), po przeksztal-
ceniach, otrzymuje si¢ wyrazenie

K
Sp=apg+ Y [ak sinc(mtkB)cos(2nf1kt,) + by, sinc(nk@)sin(Zﬁflktn)] n=1,2,..N ()
k=1

w ktorym 6 = A /T; jest wzglednym czasem pobierania probek integracyj-
nych odniesionych do okresu sygnatu 7;. Wzor (9) mozna rowniez otrzymac
ze wzoru (5), podstawiajac o = koy, k=1, 2,..., gdzie 0, = 2nf]. Zauwazmy, ze
w wyrazeniu (9) amplitudy harmonicznych sa mnozone przez wspotczyn-
niki sinc(nk0), ktore nie zaleza od punktu probkowania, ,,, 1 sa znane, jesli
znana jest czestotliwoS¢ sygnalu mierzonego f; oraz czas calkowania A.

Jesli wprowadzimy skorygowane amplitudy poszczegolnych harmo-
nicznych

Qo =4dgp;
o (0) = aysinc(nkB), k =12,..., K, 10)
B (0) = bysine(nkd), k =12,...,K,
to wyrazenie (9) przyjmuje prostsza postac
K
s, =0g + X [0 (B)cos2nfke,, ) + By (O)sin(2mfke, ) | n=1,2,..,.N (1D
k=1

odpowiednia do estymacji o, (6) oraz f,(0), z ktorych nastepnie, wyko-
rzystujac wzory (10) mozna estymowac wartosci amplitud a; oraz by,
k=1,2,.,N.
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Estymacja amplitud harmonicznych sygnatu

Przejdziemy do estymacji amplitud sygnalu metoda NK. W tym celu za-
16zmy, ze mierzony sygnat s(®) jest probkowany w N punktach ¢, t,,..., fy,
N>2K+1, (np. rOwnomiernie, wtedy #,=n1) za pomoca probkowania inte-
gracyjnego, a otrzymane wartosci sy,s,,...,Sy 5a obciazone btedami, odpo-
wiednio ¢y, &,,..., ex. Uwzgledniajac te bledy w (11) otrzymujemy tzw. rOw-
nania fundamentalne

K
5, =0, + Yo, 0)cos(2nfkt, ) + B, ©)sin(2nfike, ) [+ €, 1 = 1,2,...,N. 12)
k=1

O prébkach s;,...,.sy (Iub co jest rownowazne, btedach ¢,) zalozymy, ze
salosowo niezalezne o jednakowej dokladnosci, Var[s,,] = Var[e,,] = 6% i nie
sa obciazone btedami systematycznymi - wartosci oczekiwane E[g,,] = 0,
n=1,2,.,N.Przy tych zalozeniach estymatory najmniejszych kwadratow
minimalizuja wyrazenie

N K 2
0= Z{Sn —0ly = 2 [0, 0)cos(2nfikt,) + B, 6 )Sin(2ﬂf1kt,,)]} (13)
n=1 k=1

Wprowadzimy obecnie oznaczenia macierzowe:

ST = [51,52,....5n]T - wektor obserwowanych w pomiarach probek integra-
cyjnych,

ET = [&, &5,..., eN]T - wektor btedow,

A" = [a,01(O),...,0(O),f1(D,.... .k (D] - wektor skorygowanych amplitud,

1 coswt, cosw, K,  sinwt, sinw, Kt
1 coswt, cosw, K, sinwt, sinw, K,
X =
1 cosw,? cosw, Kt sinwt sinw, Kt
"N 1 N "N 1 N

- macierz eksperymentu,
o;=2nf; pulsacja podstawowa sygnatu s(?), indeks T oznacza transpozycje.
Roéwnania fundamentalne (12) oraz forme kwadratowa (13) mozna
teraz zapisac

S=XA+E a4)

Q= ($-XA)T(5-XA) as)
Ogolnie moga wystapi¢ dwie podstawowe sytuacje praktyczne:
a) znana jest czestotliwosc f; mierzonego sygnatu, np. na podstawie wstep-
nych pomiaréw,
b) nie jest znana czestotliwosc f; - trzeba estymowac jej warto$¢ na pod-
stawie probek.
Czestotliwos$c¢ sygnatu okresowego mozna zwykle tatwo zmierzy¢ z du-
za dokladnoscia, wiec w dalszej czeSci ograniczymy si¢ do przypadku a).
Przy zatoZeniu, ze macierz XX jest nieosobliwa, estymatory skorygowa-
nych amplitud sa okreslone wzorem [4]
A=(x"x)'x"s (16)
ZnajomoS¢ estymatorow a,(6) oraz Bk(e), k=1, 2,.., K, skorygowa-
nych amplitud umozliwia wyznaczenie, ze wzoréw (10), amplitud a;
oraz b, k=1, 2,.., K szeregu Fouriera (1) sygnatu s(?). Jest to jednak moz-
liwe tylko wtedy, gdy iloczyn k0 = k A /T nie jest liczba naturalna; funkcja
sinc(nkb) zeruje si¢ w tych punktach. Rowniez nalezy unikac przypadku,
gdy wartos¢ funkcji sinc(nkd) jest relatywnie mata, gdyz amplituda okre-
Slonej harmonicznej wyznaczona bedzie z duzym biedem. Aby tego unik-
nac nalezy odpowiednio dobrac czas catkowania A.

Dohor czasu integraciji
- metoda sekwencyjna

Najprostszym sposobem unik-
nie¢cia przypadku, gdy sinc(mk6)=0
lub sinc(nkd) = 0 jest przyjecie, wa-
runku, ze k6 <1 dla kazdej harmo-
nicznej, k = 1, 2,..., K. Oznacza to,
ze wszystkie wartosci funkgji sinc
mieszcza sie¢ w glownym jej listku.
Stad otrzymujemy ograniczenie

A<TyK.

Warunek ten jest szczegolnie nie-
korzystny dla sygnatéw o duzych
znieksztatceniach (duze K), gdyz
prowadzi do znacznego zmniejsze-
nia czasu integracji A. Zastosowa-
nie takiego podejScia ogranicza si¢
do sygnaléw matej czestotliwosSci
i o matych znieksztalceniach.

Mozna nieco usprawnic to po-
dejscie, dobierajac czas integracji A
tak, aby punkty zkA /Ty, k=1,2,..,N
przeplataly sie z zerami funkgji sinc,
ajednoczesnie uktadaty si¢ mozliwie
,daleko” od tych zer. Takie podej-
Scie wymaga szczegolowej analizy
btedow i doboru wartosci integra-
¢ji do kazdego mierzonego sygnatu.
Zeby uzyska¢ mozliwie optymalny
efekt nalezaloby wstepnie wyzna-
czy¢ nie tylko numer maksymalnej
harmonicznej, ale rOwniez numery
tych harmonicznych mniejszych od
K, ktore sa rOwne zeru, np. parzyste
harmoniczne cz¢sto si¢ zeruja.

Dlarozwiazania problemu propo-
nujemy sekwencyjna estymacje har-
monicznych, ktora umozliwia wy-
dluzenie czasu integracjii zapewnia
maty blad pomiaru. Metoda ta polega
naestymacji harmonicznych sekwen-
cyjnie grupami, dobierajac czas cal-
kowania dla kazdej grupy oddzielnie.
Najpierw estymowana jest sktadowa
stala, nastepnie sktadowe nieparzy-
ste, a w koficu parzyste.

Estymacja sktadowej statej. Wy-
bieramy czas integracji A = T, tj.
rowny okresowi mierzonego sy-
gnatu. Wtedy 0 = 1, a wartoSc funk-
¢ji sinc(zk6)= 0 dla dowolnego k.
Jesli pominiemy btad pomiaru, to
pobierane probki beda rowne skta-
dowej stalej sygnalu a, i mozemy
je bezposrednio wykorzysta¢ do
jej estymacji
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ay =5, arn

Tak wiec do wyznaczenia sktadowej statej a, wystarcza jedna probka
integracyjna, N, = 1, o czasie integracji rownym 77, lub wielokrotnosci 7;.
Ponadto, dla zapewnienia najwiekszej doktadnoSci pomiaru, punkt prob-
kowania nalezy dobrac tak, aby catkowanie rozpoczynato si¢ i w konse-
kwencji koficzyto w momencie przejScia sygnatu przez zero.

Estymacja skladowych nieparzystych. Zmniejszamy czas catkowania Adwu-
krotnie, wtedy A= T;/2, co oznacza, ze 6 = 0,5. Funkcja sinc(nké) = sinc(nk/2)
przyjmuje wartosci zerowe dla parzystych harmonicznych, k = 2 4,... Pobie-
ramy N; probek integracyjnych s,, i korygujemy je, odejmujac otrzymana
w zerowym kroku ocene sktadowej stalej

$,C =5, —dg, s

Wykorzystujac fakt, ze skorygowane amplitudy parzystych harmonicz-
nych, dla A= T,/2, sa rowne zeru, rownania fundamentalne (12) po prze-
niesieniu a, na lewa strong, przyjmuja postac

= 5 ot (05052 (2K 11, ) + By (0.5)5in2f, (2% ~ i, ] £, 72 = Ly N, (19)
k=1

w ktorej wystepuja tylko nieparzyste harmoniczne. Podstawiajac we wzo-
rze (16) wektor skorygowanych wynikow pomiaréw S¢ zamiast S, usuwa-
jac w wektorze parametrow A amplitudy parzystych harmonicznych i usu-
wajac z macierzy eksperymentu X odpowiadajace im kolumny, otrzymamy
estymatory nieparzystych skorygowanych harmonicznych

A" =[d,(0.5),B,(0.5),5(0.5), B, (0.5).....0L, ., (0.5), B, (0.5)]" ,

zktorych i z rownan (10) wyznaczamy odpowiednie estymatory amplitud.

Estymacja sktadowych parzystych. Mozliwe sa tu rozne warianty. Przed-
stawimy taki, w ktorym wzgledne czasy catkowania 6, w kolejnych kro-
kach sa elementami ciagu {1/3, 1/5, 1/7, 1/11,...} (w mianownikach wyste-
puja kolejne liczby pierwsze).

Pobieramy N, probek integracyjnych dla pierwszej wartosci 0 =1/3 (A=
Ti/3) i otrzymamy ciag {s,}, n = 1, 2,..., N,. Zauwazmy, ze jesli podstawimy
je do rownan fundamentalnych (17), to znana jest juz ocena sktadowe;j sta-
tejay, a ponadto, wystepujace tu skorygowane amplitudy o, (1/3)oraz B,, ,(1/3)
nieparzystych harmonicznych mozna oszacowac z wyznaczonych wcze-
Sniej estymatorow nieparzystych harmonicznych otrzymanych dla 6§ =1/2.
Na mocy (15) otrzymamy

/90 /035,
3 sin[m(2k —1) /3]
2 sin[n(2k—1)/2]
k=1,2,.,2K -1 20)
Podstawiamy te oceny do rownan fundamentalnych (17), przenosimy
znane skladniki na lewa strone rownan, ktore stanowia teraz skorygo-
wane probki

Box 1(1/3)= Boy1(1/2)

Ky N
SE =8, — g — 3 |61 (1/ 3)cos1Tf 2k —t,) + B, (13)sinCf; 2k —1yr,)], 1)
k=1
Roéwnania fundamentalne przyjmuja postac
K
5= 3oy (130008211, 2k,) + By (13)sin21,201,)], 1 =1, 2,0 N, (22)
k=1

w ktorej nieznane sg skorygowane amplitudy o, (1/3) oraz B, (1/3). Esty-
matory d,,(1/3) oraz B (1/3) tych parametrow sa okreSlone wzorem (21),

w ktorym wektor probek § zasta-
pimy wektorem skorygowanych
probek §€ okreslonych rownaniem
(21). Wyznaczymy, w ten sposob es-
tymatory parzystych harmonicz-
nych z wyjatkiem tych o numerach
bedacych wielokrotno$cia 6, dla kto-
rych funkcja sinc(nk6) si¢ zeruje.

Powtarzajac powyzsza proce-
dure dla wzglednego czasu catko-
wania 6 = 1/5, wyznaczymy ampli-
tudy harmonicznych o numerach
6k, k=1,2,..,zwyjatkiem tych o nu-
merach bedacych wielokrotnoScia
k =2*3*5=30.To jest wystarczajace
dla typowych sytuacji. Jesli jednak
sygnat jest bardzo znieksztatcony
i wystepuja wyzsze harmoniczne,
to nalezy powtorzyc¢ procedure dla
0=1/7. Wtedy wyznaczymy wszyst-
kie amplitudy do & = 210.

Podsumowanie

Przedstawiona metoda rekon-
strukcji sygnatow pozwala na opty-
malne wykorzystanie wlaSciwosci
probek integracyjnych. Nadaje si¢
do implementacji w systemach wy-
korzystujacych przetworniki inte-
gracyjne, takie jak np. multimetr
HP3458A, ktory pozwala na reali-
zacje probkowania integracyjnego
z doktadnoscia na poziomie 10 ppm.
Metoda ta nadaje si¢ do precyzyjnych
pomiaréw podstawowych wielkoSci
elektrycznych, wartoSci skutecznej,
mocy oraz energii elektrycznej sy-
gnalow malej czestotliwosci.
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