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Wprowadzenie
Próbkowanie znajduje coraz większe zastosowanie 

w pomiarach różnych wielkości elektrycznych: wartości 

skutecznej napięć i prądów, mocy i energii elektrycznej 

czy impedancji [1, 2]. Wykorzystywane są do tego celu 

metody rekonstrukcji sygnałów z próbek punktowych, 

które wymagają stosowania układów śledząco-pamię-

tających dla zapewnienia odpowiednio długiego czasu 

przetwarzania AC. Tymczasem można uniknąć stoso-

wania tych układów, przy zachowaniu relatywnie dłu-

giego czasu przetwarzania, jeśli zastosuje się próbko-

wanie integracyjne. Ponadto, dobierając odpowiednio 

czasy całkowania (integracji) w próbkowaniu integra-

cyjnym można dodatkowo wykorzystać właściwości 

filtracyjne tego próbkowania i w ten sposób osiągnąć 

dalsze korzyści, np. zmniejszyć wpływ zakłóceń. 

W artykule omówiono podstawy matematyczne 

i właściwości próbkowania integracyjnego. Zastoso-

wano próbkowanie integracyjne do estymacji harmo-

nicznych sygnału okresowego metodą najmniejszych 

kwadratów (NK). Opracowano i zbadano nowy spo-

sób pobierania próbek integracyjnych i rekonstruk-

cji sygnału. Polega on na przeprowadzeniu pomiarów 

w kolejnych seriach, w których występują różne, odpo-

wiednio dobrane czasy całkowania i następnie estyma-

cji amplitud harmonicznych sekwencyjnie. Umożliwia 

to optymalizację dokładności estymacji harmonicznych 

dostosowaną do założonego celu pomiaru. 

Postawienie problemu
Załóżmy, że sygnał s(t), który ma być rekonstruowany, 

jest sygnałem okresowym o okresie T1 = 1/f1 i ograni-

czonym paśmie częstotliwości fg. Przy tych założeniach 

badany sygnał s(t) można przedstawić w formie skoń-

czonego rozwinięcia w szereg Fouriera 

 ,   (1)

w którym f1K < fg. Celem rekonstrukcji sygnału s(t) 

z próbek jest estymacja składowej stałej a0 oraz am-

plitud, ak, bk, k = 1, 2,…,K. Należy rozważyć różne sy-

tuacje praktyczne, z których najważniejsze to: znana 

lub nieznana częstotliwość podstawowa sygnału oraz 

znane lub nieznane pasmo sygnału. Do estymacji pa-

rametrów można stosować dyskretną transformatę Fo-

uriera (DFT) lub metodę najmniejszych kwadratów 

(NK). Metody oparte na DFT mają szereg ograniczeń: 

wymóg równomiernego próbkowania, czas pobiera-

nia próbek powinien być wielokrotnością okresu sy-

gnału s(t) itd. W artykule zastosowano metodę NK, 

która może być stosowana przy znacznie mniejszych 

wymaganiach, okupione jest to jednak większą złożo-

nością obliczeń numerycznych. 

Zazwyczaj w trakcie estymacji należy również wyzna-

czyć pasmo sygnału i numer najwyższej harmonicznej 
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K. Liczba estymowanych elementów 

ak i bk wynosi 2K +1. Stąd liczba po-

branych próbek N powinna spełniać 

warunek N > 2K + 1. Dla uniknię-

cia zjawiska aliasingu częstotliwość 

próbkowania fs powinna spełniać 

warunek Nyquista fs > 2 K f1. 

Próbkowanie integracyjne 

W próbkowaniu punktowym 

jest mierzona wartość sygnału 

s(tn) w ustalonym momencie tn, 

natomiast próbkowanie integra-

cyjne polega na wyznaczeniu war-

tości średniej sygnału w przedziale 

czasu ∆, więc n-ta próbka integra-

cyjna sa(tn) w punkcie tn = nT, gdzie 

T=1/fs, n = 1, 2,…,N, jest określona 

wzorem

 

 (2)

w którym ∆ jest czasem integracji 

(całkowania). Próbka integracyjna, 

sn, różni się na ogół, od wartości sy-

gnału w punkcie tn, sn ≠ s(tn). Jeśli 

∆ << T1, to próbkowanie integra-

cyjne może być aproksymowane 

za pomocą próbkowania punkto-

wego. Jeśli jednak ∆ jest zbliżone 

do wartości okresu próbkowania 

T, to można się spodziewać efektu 

filtrowania. Zbadamy ten efekt do-

kładniej, a następnie wykorzystamy 

do doboru czasu integracji. 

Charakterystykę częstotliwo-

ściową próbkowania integracyj-

nego wyznaczymy dla dowolnego 

sygnału s(t), nie tylko okresowego. 

W tym celu zdefiniujmy pomocni-

czy sygnał 

   (3) 

w którym C jest dowolną stałą. 

Zauważmy, że jeśli 

 ,

to próbka integracyjna sa[nT] sy-

gnału s(t) w punkcie tn = nT może 

być przedstawiona jako próbka 

punktowa x(tn) sygnału x(t) 

  (4)

Wykorzystując liniowość transformaty Fouriera oraz zmianę przy prze-

sunięciu w czasie i całkowaniu, określimy związek między transformatą Fo-

uriera X(ω), sygnału x(t) a transformatą Fouriera S(ω) sygnału s(t), stąd 

  (5)

gdzie 

  (6)

Transformata Fouriera  ciągu próbek punktowych s[nT] sygnału 

s(t) jest równa [3] 

  (7)

więc na mocy (5) transformata Fouriera  próbek integracyjnych 

sa[nT] wynosi

 , (8)

gdzie X(ω) dane jest wzorem (5). Wzory (7) i (8) określają zależność mię-

dzy transformatą , ciągu próbek integracyjnych, transformatą próbek 

punktowych   i transformatą S(ω) rekonstruowanego sygnału. Wynika 

stąd, że próbkowanie integracyjne jest równoważne dolnopasmowemu 

filtrowaniu i występującemu, po nim próbkowaniu punktowemu. Funk-

cja transmitancji filtru zdefiniowana jest wzorem sinc(ω∆/2) i zależy od 

relacji między czasem integracji ∆ i okresem T1 sygnału s(t). Odpowiedni 

dobór tego czasu umożliwia skonstruowanie algorytmów wyznaczania 

estymatorów amplitud sygnałów harmonicznych. 

Rekonstrukcja sygnału metodą NK

Podstawiając szereg Fouriera sygnału (1) do wzoru (2), po przekształ-

ceniach, otrzymuje się wyrażenie 

  n=1, 2,…,N  (9)

w którym θ = ∆ /T1 jest względnym czasem pobierania próbek integracyj-

nych odniesionych do okresu sygnału T1. Wzór (9) można również otrzymać 

ze wzoru (5), podstawiając ω = kω1, k = 1, 2,…, gdzie ω1 = 2πf1. Zauważmy, że 

w wyrażeniu (9) amplitudy harmonicznych są mnożone przez współczyn-

niki sinc(πkθ), które nie zależą od punktu próbkowania, tn, i są znane, jeśli 

znana jest częstotliwość sygnału mierzonego f1 oraz czas całkowania ∆. 

Jeśli wprowadzimy skorygowane amplitudy poszczególnych harmo-

nicznych

  (10)

to wyrażenie (9) przyjmuje prostszą postać 

  n=1,2,…,N
 

(11)

odpowiednią do estymacji αk(θ) oraz βk(θ), z których następnie, wyko-

rzystując wzory (10) można estymować wartości amplitud ak oraz bk, 

k = 1, 2,…, N.
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Estymacja amplitud harmonicznych sygnału
Przejdziemy do estymacji amplitud sygnału metodą NK. W tym celu za-

łóżmy, że mierzony sygnał s(t) jest próbkowany w N punktach t1, t2,…, tN, 

N>2K+1, (np. równomiernie, wtedy tn=nT) za pomocą próbkowania inte-

gracyjnego, a otrzymane wartości s1,s2,…,sN są obciążone błędami, odpo-

wiednio ε1, ε2,…, εN. Uwzględniając te błędy w (11) otrzymujemy tzw. rów-

nania fundamentalne 

  n = 1,2,…,N. (12)

O próbkach s1,…,sN (lub co jest równoważne, błędach εn) założymy, że 

są losowo niezależne o jednakowej dokładności, Var[sn] = Var[εn] = σ2 i nie 

są obciążone błędami systematycznymi – wartości oczekiwane E[εn] = 0, 

n = 1, 2,…, N. Przy tych założeniach estymatory najmniejszych kwadratów 

minimalizują wyrażenie

  (13)

Wprowadzimy obecnie oznaczenia macierzowe: 

ST =  [s1,s2,…,sN]T – wektor obserwowanych w pomiarach próbek integra-

cyjnych,

ΕT =  [ε1, ε2,…, εN]T – wektor błędów,

AT =  [α0,α1(θ),…,αK(θ),β1(θ),…,βK(θ)]T – wektor skorygowanych amplitud,

  

 – macierz eksperymentu, 

ω1=2πf1 pulsacja podstawowa sygnału s(t), indeks T oznacza transpozycję. 

Równania fundamentalne (12) oraz formę kwadratową (13) można 

teraz zapisać 

 S = XA + Ε (14)

 Q = (S-XA)T(S-XA) (15)

Ogólnie mogą wystąpić dwie podstawowe sytuacje praktyczne: 

a)  znana jest częstotliwość f1 mierzonego sygnału, np. na podstawie wstęp-

nych pomiarów, 

b)  nie jest znana częstotliwość f1 – trzeba estymować jej wartość na pod-

stawie próbek. 

Częstotliwość sygnału okresowego można zwykle łatwo zmierzyć z du-

żą dokładnością, więc w dalszej części ograniczymy się do przypadku a). 

Przy założeniu, że macierz XTX jest nieosobliwa, estymatory skorygowa-

nych amplitud są określone wzorem [4] 

   (16)

Znajomość estymatorów  oraz , k = 1, 2,…, K, skorygowa-

nych amplitud umożliwia wyznaczenie, ze wzorów (10), amplitud ak 

oraz bk, k = 1, 2,…, K szeregu Fouriera (1) sygnału s(t). Jest to jednak moż-

liwe tylko wtedy, gdy iloczyn kθ = k ∆ /T1 nie jest liczbą naturalną; funkcja 

sinc(πkθ) zeruje się w tych punktach. Również należy unikać przypadku, 

gdy wartość funkcji sinc(πkθ) jest relatywnie mała, gdyż amplituda okre-

ślonej harmonicznej wyznaczona będzie z dużym błędem. Aby tego unik-

nąć należy odpowiednio dobrać czas całkowania ∆. 

Dobór czasu integracji 
– metoda sekwencyjna

Najprostszym sposobem unik-

nięcia przypadku, gdy sinc(πkθ)=0 

lub sinc(πkθ) ≈ 0 jest przyjęcie, wa-

runku, że kθ < 1 dla każdej harmo-

nicznej, k = 1, 2,…, K. Oznacza to, 

że wszystkie wartości funkcji sinc 

mieszczą się w głównym jej listku. 

Stąd otrzymujemy ograniczenie 

 ∆ < T1/K.

Warunek ten jest szczególnie nie-

korzystny dla sygnałów o dużych 

zniekształceniach (duże K), gdyż 

prowadzi do znacznego zmniejsze-

nia czasu integracji ∆. Zastosowa-

nie takiego podejścia ogranicza się 

do sygnałów małej częstotliwości 

i o małych zniekształceniach. 

Można nieco usprawnić to po-

dejście, dobierając czas integracji ∆ 

tak, aby punkty πk∆ /T1, k = 1, 2,…, N 

przeplatały się z zerami funkcji sinc, 

a jednocześnie układały się możliwie 

„daleko” od tych zer. Takie podej-

ście wymaga szczegółowej analizy 

błędów i doboru wartości integra-

cji do każdego mierzonego sygnału. 

Żeby uzyskać możliwie optymalny 

efekt należałoby wstępnie wyzna-

czyć nie tylko numer maksymalnej 

harmonicznej, ale również numery 

tych harmonicznych mniejszych od 

K , które są równe zeru, np. parzyste 

harmoniczne często się zerują. 

Dla rozwiązania problemu propo-

nujemy sekwencyjną estymację har-

monicznych, która umożliwia wy-

dłużenie czasu integracji i zapewnia 

mały błąd pomiaru. Metoda ta polega 

na estymacji harmonicznych sekwen-

cyjnie grupami, dobierając czas cał-

kowania dla każdej grupy oddzielnie. 

Najpierw estymowana jest składowa 

stała, następnie składowe nieparzy-

ste, a w końcu parzyste. 

Estymacja składowej stałej. Wy-

bieramy czas integracji ∆ = T1, tj. 

równy okresowi mierzonego sy-

gnału. Wtedy θ = 1, a wartość funk-

cji sinc(πkθ)= 0 dla dowolnego k. 

Jeśli pominiemy błąd pomiaru, to 

pobierane próbki będą równe skła-

dowej stałej sygnału a0 i możemy 

je bezpośrednio wykorzystać do 

jej estymacji 
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   (17) 

Tak więc do wyznaczenia składowej stałej a0 wystarcza jedna próbka 

integracyjna, N0 = 1, o czasie integracji równym T1, lub wielokrotności T1. 

Ponadto, dla zapewnienia największej dokładności pomiaru, punkt prób-

kowania należy dobrać tak, aby całkowanie rozpoczynało się i w konse-

kwencji kończyło w momencie przejścia sygnału przez zero. 

Estymacja składowych nieparzystych. Zmniejszamy czas całkowania ∆ dwu-

krotnie, wtedy ∆ = T1/2, co oznacza, że θ = 0,5. Funkcja sinc(πkθ) = sinc(πk/2) 

przyjmuje wartości zerowe dla parzystych harmonicznych, k = 2,4,… Pobie-

ramy N1 próbek integracyjnych sn i korygujemy je, odejmując otrzymaną 

w zerowym kroku ocenę składowej stałej

   (18)

Wykorzystując fakt, że skorygowane amplitudy parzystych harmonicz-

nych, dla ∆ = T1/2, są równe zeru, równania fundamentalne (12) po prze-

niesieniu a0 na lewą stronę, przyjmują postać 

, n = 1,…, N1, (19) 

w której występują tylko nieparzyste harmoniczne. Podstawiając we wzo-

rze (16) wektor skorygowanych wyników pomiarów Sc zamiast S, usuwa-

jąc w wektorze parametrów A amplitudy parzystych harmonicznych i usu-

wając z macierzy eksperymentu X odpowiadające im kolumny, otrzymamy 

estymatory nieparzystych skorygowanych harmonicznych 

  ,

z których i z równań (10) wyznaczamy odpowiednie estymatory amplitud. 

Estymacja składowych parzystych. Możliwe są tu różne warianty. Przed-

stawimy taki, w którym względne czasy całkowania θ, w kolejnych kro-

kach są elementami ciągu {1/3, 1/5, 1/7, 1/11,…} (w mianownikach wystę-

pują kolejne liczby pierwsze). 

Pobieramy N2 próbek integracyjnych dla pierwszej wartości θ = 1/3 (∆ = 

T1/3) i otrzymamy ciąg {sn}, n = 1, 2,…, N2. Zauważmy, że jeśli podstawimy 

je do równań fundamentalnych (17), to znana jest już ocena składowej sta-

łej a0, a ponadto, występujące tu skorygowane amplitudy  oraz  

nieparzystych harmonicznych można oszacować z wyznaczonych wcze-

śniej estymatorów nieparzystych harmonicznych otrzymanych dla θ = 1/2. 

Na mocy (15) otrzymamy 

 ,

 , 

 k = 1, 2,…, 2K1 – 1   (20)

Podstawiamy te oceny do równań fundamentalnych (17), przenosimy 

znane składniki na lewą stronę równań, które stanowią teraz skorygo-

wane próbki

  , (21)

Równania fundamentalne przyjmują postać 

 , n =1, 2,…, N2 (22)

w której nieznane są skorygowane amplitudy  oraz . Esty-

matory  oraz  tych parametrów są określone wzorem (21), 

w którym wektor próbek S zastą-

pimy wektorem skorygowanych 

próbek Sc określonych równaniem 

(21). Wyznaczymy, w ten sposób es-

tymatory parzystych harmonicz-

nych z wyjątkiem tych o numerach 

będących wielokrotnością 6, dla któ-

rych funkcja sinc(πkθ) się zeruje. 

Powtarzając powyższą proce-

durę dla względnego czasu całko-

wania θ = 1/5, wyznaczymy ampli-

tudy harmonicznych o numerach 

6k, k = 1, 2,…, z wyjątkiem tych o nu-

merach będących wielokrotnością 

k = 2*3*5=30. To jest wystarczające 

dla typowych sytuacji. Jeśli jednak 

sygnał jest bardzo zniekształcony 

i występują wyższe harmoniczne, 

to należy powtórzyć procedurę dla 

θ = 1/7. Wtedy wyznaczymy wszyst-

kie amplitudy do k = 210.

Podsumowanie

Przedstawiona metoda rekon-

strukcji sygnałów pozwala na opty-

malne wykorzystanie właściwości 

próbek integracyjnych. Nadaje się 

do implementacji w systemach wy-

korzystujących przetworniki inte-

gracyjne, takie jak np. multimetr 

HP3458A, który pozwala na reali-

zację próbkowania integracyjnego 

z dokładnością na poziomie 10 ppm. 

Metoda ta nadaje się do precyzyjnych 

pomiarów podstawowych wielkości 

elektrycznych, wartości skutecznej, 

mocy oraz energii elektrycznej sy-

gnałów małej częstotliwości. 
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