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Wprowadzenie

Podstawowym przetwarzaniem, jakiemu podda-

wany jest sygnał we współczesnych systemach pomia-

rowych, jest dyskretyzacja w dziedzinie czasu (prób-

kowanie) oraz w dziedzinie wartości (kwantowanie). 

Na podstawie cyfrowej reprezentacji sygnału otrzy-

mywane są oceny (estymatory) wartości prawdziwej 

wielkości mierzonej.

Celem niniejszej pracy jest analiza wpływu kwan-

towania na dokładność wyznaczania momentu rzędu 

2. (wartości średniokwadratowej) oraz momentu łącz-

nego rzędu 2. (funkcji korelacji wzajemnej) sygnałów 

o rozkładach normalnych.

Przeprowadzone w pracy analizy są częścią szerszych 

badań nad wpływem kwantowania oraz kwantowania 

z sygnałem ditherowym na niepewność typu A i typu B 

towarzyszącą wyznaczaniu momentów sygnałów o róż-

nych rozkładach prawdopodobieństwa.

Wyznaczone w publikacji obciążenia estymatorów 

mogą być usuwane za pomocą poprawki do wyniku 

lub traktowane jako niepewność typu B.

Podstawy teoretyczne

Kwantowanie jest przetwarzaniem sygnałów, których 

wartości należą do zbioru nieskończonego, na sygnały 

o wartościach ze zbioru dyskretnego. Jest ono operacją 

nieliniową, co utrudnia analizę sygnałów skwantowa-

nych i systemów zawierających kwantyzatory. 

Za twórcę teorii kwantowania sygnałów jest uwa-

żany Widrow. Teoria Widrowa obowiązuje dla kwanto-

wania równomiernego i sygnału kwantowanego będą-

cego zmienną losową ciągłą o znanej funkcji gęstości 

prawdopodobieństwa. Kwantowanie dokonywane jest 

w kwantyzatorze o nieograniczonym zakresie. 

Zainteresowanie przetwarzaniem a-c oraz zagadnie-

niem warunków odtwarzalności dla kwantowania ar-

tykułowane na łamach prestiżowych czasopism z za-

kresu metrologii skłoniło Widrowa do nowoczesnego 

sformułowania twierdzeń i ustosunkowania się do nie-

których poglądów [1].

Przedstawienie teorii Widrowa wymaga wprowadze-

nia pojęcia funkcji charakterystycznej. Funkcja charak-

terystyczna Φx(v) jest przekształceniem Fouriera funk-
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cji gęstości prawdopodobieństwa p(x) do dziedziny v 

ze zmianą znaku v. Dla sygnału x poddanego kwanto-

waniu jest ona równa [1, 2, 3]

   (1)

Łączna funkcja charakterystyczna sygnałów x oraz 

y ma postać [1, 2, 3]

   (2)

Moment rzędu m sygnału x oraz moment łączny rzędu 

m + n sygnałów x i y mogą być wyznaczone przez róż-

niczkowanie funkcji charakterystycznej jako [2, 4]

    (3)

  (4)

gdzie .

Twierdzeniami teorii kwantowania Widrowa do-

tyczącymi odtwarzalności momentów są dwa twier-

dzenia [1]:

Twierdzenie 1

Jeżeli funkcja charakterystyczna ma ograniczoną 

dziedzinę, czyli gdy

  dla    (5)

gdzie  jest dowolnie małą liczbą dodatnią, to wszyst-

kie istniejące momenty sygnału x mogą być wyznaczone 

z momentów skwantowanego z krokiem q sygnału xq.

Twierdzenie 2

Jeżeli funkcja charakterystyczna sygnałów x1,… , xN 

poddanych kwantowaniu ma ograniczoną dziedzinę 

w N-wymiarach, czyli gdy

  

 dla  

 dla   (6)

gdzie  jest dowolnie małą liczbą dodatnią, to wszyst-

kie istniejące momenty sygnałów x1, … , xN mogą być 

wyznaczone z momentów skwantowanych z krokiem 

q sygnałów xq1, … , xqN .

Można zauważyć, że warunki (5) i (6) są spełnione, 

gdy funkcje charakterystyczne sygnałów poddanych 

kwantowaniu mają ograniczoną dziedzinę lub gdy 

, czyli kwantowanie zachodzi z nieskończenie 

dużą rozdzielczością.

Zgodnie z teorią kwantowania w warunkach spełnie-

nia założeń twierdzeń 1 i 2 słuszne są zależności [2]

    (7)

    (8)

    (9)

    (10) 

Założenie o ograniczonej dziedzinie funkcji charak-

terystycznej będące warunkiem dostatecznym1 odtwa-

rzalności dla kwantowania nie jest spełniane przez sy-

gnały rzeczywiste i dlatego wyznaczaniu momentów 

towarzyszą dodatkowe składowe nieujęte w równa-

niach (7–10).

Analiza momentów sygnałów 
o rozkładach normalnych

Funkcja charakterystyczna sygnału losowego o roz-

kładzie normalnym i zerowej wartości oczekiwanej 

jest postaci [3]

   (11)

gdzie σ jest wartością dyspersji sygnału i ma przebieg 

przedstawiony na rys. 1.

Zgodnie z założeniem teorii kwantowania Wi-

drowa w pomiarze cyfrowym krok kwantowania q 

należy dobrać tak, aby funkcja  dla argumentów 

 przyjmowała wartość 0, co jest niemożliwe 

1  B. Sripad i D. Snyder [4] sformułowali warunki konieczne 
odtwarzalności, w praktyce trudne do spełnienia [1]

Rys. 1.  Funkcja charakterystyczna  sygnału o rozkładzie 
normalnym (σ = 1)
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do spełnienia dla . Wobec tego estymacji towarzy-

szy obciążenie.

Względne obciążenie estymatora  momentu 

 rzędu 2. (wartości średniokwadratowej) sy-

gnału o rozkładzie normalnym i zerowej wartości 

oczekiwanej wynikające z niespełnienia warunku 

odtwarzalności można wyrazić jako [5, 6]

  (12)

Natomiast wynikające z niezastosowania poprawki 

Shepparda jest postaci 

    (13)

W tab. 1 zawarto wartości błędów obliczonych wg 

(12), natomiast na rys. 2 przebiegi błędów (12) oraz 

(13) [6, 7].

Jak wynika z tabeli, błąd kwantowania jest ujemny 

i przy σ/q >1 przyjmuje wartość bezwzględną mniej-

szą od 1,1·10-8 .

Łączna funkcja charakterystyczna sygnałów x i y 

o rozkładach normalnych i zerowych wartościach ocze-

kiwanych jest postaci [3]

  (14)

gdzie σ1 , σ2 są dyspersjami natomiast  jest współ-

czynnikiem korelacji tych sygnałów.

Na rys. 3 przedstawiono przykładowy przebieg 

funkcji (14).

Moment łączny rzędu 2. (funkcja korelacji wzajem-

nej) skwantowanych sygnałów normalnych xq oraz yq 

jest postaci [5]

   (15)

Wyrażenie na  różni się od  o wartość 

b stanowiącą obciążenie estymatora

  (16)

Jak wynika ze wzoru (16) spełnienie przez łączną 

funkcję charakterystyczną sygnałów x i y oraz przez 

jej pochodne warunków

    (17)

Tabela 1.  Względne obciążenie (12) estymatora wartości średniokwadratowej sygnału o rozkładzie normalnym wynikające z niespełnienia 
warunku odtwarzalności 

σ/q 0,1 1/3 0,5 1 1,5 2 3

(E[x] = 0)
-9,4 -0,55 -3,2·10-2 -1,1·10-8 -2.1·10-19 -2,1·10-34 -2,·10-77

Rys. 2.  Względne obciążenie momentu rzędu 2 (wartości średnio-
kwadratowej) sygnału normalnego wynikające z niespełnie-
nia warunku odtwarzalności (δ (σ / q)) oraz niezastosowania 
poprawki Shepparda (δsh(σ / q)) [6, 7]

Rys. 3.  Łączna funkcja charakterystyczna  sygnałów x 
i y o rozkładach normalnych (σ1=σ2=1, ρ12= 0,1)
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 = 0 ,

                                                                           = 0 (18)

dla  prowadzi do braku obciążenia. 

Spełnienie sformułowanego przez Widrowa warunku odtwarzalności dla kwantowania [1]

                                                             dla  oraz   (19)

gdzie  jest dowolnie małą liczbą dodatnią, prowadzi do zapewnienia (17) i (18).

Poddajmy analizie obciążenie (16) momentu łącznego  sygnałów o funkcji charakterystycznej po-

staci (14). Wyrażenia wchodzące w skład zależności (16) można przedstawić w postaci

   (20)

  (21a) 

   (21b)

Względne obciążenie estymatora jest równe

  (22)

przy czym  dane jest wzorem (16). Uwzględniając wyrażenia (20) oraz (21a, b), możemy zależność (22) przed-

stawić jako

 (23)

Jak wynika z tabeli, błąd kwantowania jest ujemny i przy σ1/q1=σ2/q2 >1 dla współczynnika | ρ12 | równego 

0,1, 0,5 oraz 0,9 przyjmuje wartość bezwzględną odpowiednio mniejszą od 5,4 ·10-9, 2,8 ·10-6 oraz 1,1 ·101.

W tabeli 2 przedstawiono wyniki obliczeń a na rys. 4 oraz 5 graficzne reprezentacje zależności (23).

Tabela 2.  Względne obciążenie (23) estymatora momentu łącznego sygnałów o rozkładach normalnych wynikające z niespełnienia 
warunku odtwarzalności

σ1/q1=σ2/q2 0,1 1/3 0,5 1 1,5 2 3
| ρ12 | = 0,9

-1,3 ·105 -3,8 ·103 -8,6 ·102 -1,1 ·101 -3,5 ·10-2 -2,0 ·10-5 -2,4 ·10-14

| ρ12 | = 0,5

-9,7 ·104 -1,0 ·103 -3,0 ·101 -2,8 ·10-6 -2,4 ·10-17 -1,3 ·10-32 -8,0 ·10-76

| ρ12 | = 0,1

-9,0 ·104 -5,2 ·102 -2,5 ·100 -5,4 · 10-9 -1,0 ·10-19 -1,0 ·10-34 -1,4 ·10-77
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Rys. 4.  Względne obciążenie momentu łącznego (funkcji korelacji wzajemnej) sygnałów o rozkładach normalnych w funkcji  oraz 
 dla współczynnika korelacji: a) ρ12 = 0,1, b) ρ12 = 0,9

Rys. 5.  Względne obciążenie momentu łącznego (funkcji korelacji wzajemnej) sygnałów o rozkładach normalnych w funkcji
=  dla współczynnika korelacji  = 0,1; 0,5; 0,9
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Podsumowanie
Nie istnieją sygnały spełniające dokładnie założenia 

teorii kwantowania Widrowa.

Funkcja charakterystyczna sygnału o rozkładzie nor-

malnym spełnia założenia teorii kwantowania Widrowa 

(warunek ograniczonej dziedziny) z dobrym przybliże-

niem i dlatego obciążenie estymatora momentu rzędu 

2. (wartości średniokwadratowej sygnału) osiąga zna-

czące poziomy dopiero dla stosunkowo dużych warto-

ści kroku kwantowania (q > σ). Stanowi to wyjaśnienie 

znanego zjawiska polegającego na otrzymywaniu do-

kładnych ocen parametrów sygnału gaussowskiego już 

przy niewielkich liczbach poziomów kwantowania.

Łączna funkcja charakterystyczna sygnałów o roz-

kładach normalnych również z dobrym przybliżeniem 

spełnia założenia teorii kwantowania Widrowa i dla-

tego obciążenie estymatora momentu łącznego rzędu 

2. (funkcji korelacji wzajemnej sygnałów) osiąga zna-

czące poziomy dopiero dla stosunkowo dużych warto-

ści kroku kwantowania. Obciążenie estymatora funkcji 

korelacji wzajemnej sygnałów o rozkładach normal-

nych jest ujemne, a jego wartość bezwzględna jest tym 

mniejsza im mniejsza jest wartość współczynnika ko-

relacji tych sygnałów. 
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