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Wpiyw kwantowania na doktadnosc
estymacji momentow sygnatow

0 rozktadach

Elzbieta Kawecka
Jadwiga Lal-Jadziak *

normainych

Przedstawiono twierdzenia Widrowa i warunki odtwarzalnosci dla kwantowania w za-
stosowaniu do momentow sygnatu. Dokonano analizy obcigzenia estymatora momentu
rzedu 2. (warto$ci Sredniokwadratowej) oraz momentu t3cznego rzedu 2. (funkcji ko-
relacji wzajemnej) spowodowanych niespetnieniem tych warunkow.

Szczegding uwage poswiecono sygnatom o rozktadach normalnych. Dokonano ana-
lizy obcigzenia estymatora wartosci Sredniokwadratowej. Wyprowadzono i przedys-
kutowano zaleznos¢ okreslajacg obcigzenie funkcji korelacji wzajemnej.

The influence of quantizing on the accuracy of Gaussian signals moments estimation.
The quantizing theorems of Widrow and quantizing reconstruction conditions for
the estimation of the signal moments are presented. An analysis of the bias of the
second-order moment (mean square value) estimator and the joint second-order
moment (crosscorrelation function) estimator, caused by non-satisfied quantizing
reconstruction conditions, is carried out.

Special attention is devoted to the normal pdf signals. An analysis of the bias of the
mean square value estimator is carried out. Analytic expression for crosscorrelation
function bias is derived and discussed.

Wprowadzenie

Podstawowym przetwarzaniem, jakiemu podda-
wany jest sygnal we wspotczesnych systemach pomia-
rowych, jest dyskretyzacja w dziedzinie czasu (prob-
kowanie) oraz w dziedzinie warto$ci (kwantowanie).
Na podstawie cyfrowej reprezentacji sygnatu otrzy-
mywane sa oceny (estymatory) wartosci prawdziwej
wielkoSci mierzone;.

Celem niniejszej pracy jest analiza wptywu kwan-
towania na doktadnoS¢ wyznaczania momentu rzedu
2. (wartoSci Sredniokwadratowej) oraz momentu facz-
nego rzedu 2. (funkgji korelacji wzajemnej) sygnatow
o rozktadach normalnych.

Przeprowadzone w pracy analizy sa cz¢scia szerszych
badan nad wplywem kwantowania oraz kwantowania
z sygnalem ditherowym na niepewnoSc typu A i typu B
towarzyszaca wyznaczaniu momentow sygnatow o roz-
nych rozktadach prawdopodobienstwa.

Wyznaczone w publikacji obciazenia estymatorow
moga by¢ usuwane za pomoca poprawki do wyniku
lub traktowane jako niepewnosc typu B.

Podstawy teoretyczne

Kwantowanie jest przetwarzaniem sygnatow, ktorych
warto$ci naleza do zbioru nieskonczonego, na sygnaty
o wartoSciach ze zbioru dyskretnego. Jest ono operacja
nieliniowa, co utrudnia analize sygnatéw skwantowa-
nych i systemow zawierajacych kwantyzatory.

Za tworce teorii kwantowania sygnalow jest uwa-
zany Widrow. Teoria Widrowa obowiazuje dla kwanto-
wania rownomiernego i sygnatu kwantowanego beda-
cego zmienna losowa ciagta o znanej funkcji gestosci
prawdopodobienstwa. Kwantowanie dokonywane jest
w kwantyzatorze o nieograniczonym zakresie.

Zainteresowanie przetwarzaniem a-c oraz zagadnie-
niem warunkéw odtwarzalnos$ci dla kwantowania ar-
tykulowane na tamach prestizowych czasopism z za-
kresu metrologii sktonito Widrowa do nowoczesnego
sformutowania twierdzen i ustosunkowania si¢ do nie-
ktorych pogladow [1].

Przedstawienie teorii Widrowa wymaga wprowadze-
nia pojecia funkcji charakterystycznej. Funkcja charak-
terystyczna @, (v) jest przeksztalceniem Fouriera funk-
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¢ji gestosci prawdopodobienstwa p(x) do dziedziny v
ze zmiang znaku v. Dla sygnatu x poddanego kwanto-
waniu jest ona rowna [1, 2, 3]

o, (v)= oj'p(x)ejvxdx =E [ejv"] (D

Laczna funkcja charakterystyczna sygnatow x oraz
y ma postac [1, 2, 3]

@, (v,,v,)= [ [p(x.y)e/ > dxdy =E[e"**» ] @)
Moment rze¢du m sygnatu x oraz moment taczny rzedu

m + n sygnalow x i y moga by¢ wyznaczone przez r0z-
niczkowanie funkcji charakterystycznej jako [2, 4]

md"D (v,
e 2 3
av v=0
0"v,0"v, (v, (0.0

gdzie j=+-1.
Twierdzeniami teorii kwantowania Widrowa do-

tyczacymi odtwarzalnoSci momentow sa dwa twier-
dzenia [1]:

Twierdzenie 1

Jezeli funkcja charakterystyczna ma ograniczona
dziedzing, czyli gdy

@,()=0 dlalv|> 7 - )

gdzie € jest dowolnie mata liczba dodatnia, to wszyst-

kie istniejace momenty sygnalux moga by¢ wyznaczone
z momentOow skwantowanego z krokiem g sygnatu x,.

Twierdzenie 2

Jezeli funkcja charakterystyczna sygnalow xy,... , xy
poddanych kwantowaniu ma ograniczona dziedzine
w N-wymiarach, czyli gdy

Dy Vi Vy)=0

dia |v,|> 28 —¢
q

dlake{12..N} ©
gdzie € jest dowolnie mata liczba dodatnia, to wszyst-
kie istniejace momenty sygnalow x;, ... , xy moga by¢
wyznaczone z momentow skwantowanych z krokiem
q sygnalow xgy, ... , XN -

Mozna zauwazy¢, ze warunki (5) i (6) sa spelnione,
gdy funkcje charakterystyczne sygnalow poddanych
kwantowaniu maja ograniczona dziedzine¢ lub gdy
q — 0, czyli kwantowanie zachodzi z nieskonczenie
duza rozdzielczoscia.

Zgodnie z teoria kwantowania w warunkach spetnie-
nia zalozen twierdzen 1 i 2 stuszne s3 zaleznoS$ci [2]

Elx, FEx]

@

eheeh b o ®

P N RS LA
Eboy, JFEIxyl (x2y) (10)

Zalozenie o ograniczonej dziedzinie funkcji charak-
terystycznej bedace warunkiem dostatecznym! odtwa-
rzalnoSci dla kwantowania nie jest spetniane przez sy-
gnaly rzeczywiste i dlatego wyznaczaniu momentow
towarzysza dodatkowe skladowe nieujete w rOwna-
niach (7-10).

Analiza momentow sygnatow
o rozktadach normalnych

Funkcja charakterystyczna sygnatu losowego o roz-
kladzie normalnym i zerowej wartoSci oczekiwanej
jest postaci [3]

_ 1 2_2
o, (v)= exp(—zv c ) an
gdzie o jest wartoscia dyspersji sygnatu i ma przebieg
przedstawiony na rys. 1.
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Rys. 1. Funkcja charakterystyczna @ (V) sygnatu o rozkladzie
normalnym (o = 1)

Zgodnie z zalozeniem teorii kwantowania Wi-
drowa w pomiarze cyfrowym krok kwantowania g
nalezy dobrac tak, aby funkcja @, (V) dla argumentow
v| > ?n —g przyjmowata wartoSc 0, co jest niemozliwe

1 B.Sripad i D. Snyder [4] sformulowali warunki konieczne
odtwarzalno$ci, w praktyce trudne do spetnienia [1]
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do spelnienia dla g > 0. Wobec tego estymacji towarzy-
szy obciazenie.

Wzgledne obciazenie estymatora Ef Xj ] momentu
E[x?] rzedu 2. (wartosci sredniokwadratowej) sy-
gnatu o rozktadzie normalnym i zerowej wartosci
oczekiwanej wynikajace z niespelnienia warunku
odtwarzalno$ci mozna wyrazic jako [5, 6]

3G /q)= g(— 1){2 + ;[n‘;ij?}em{[— 2[1?J2H 12)

Natomiast wynikajace z niezastosowania poprawki

Shepparda jest postaci
2
8,0 /Q):%/G2 13)

W tab. 1 zawarto wartoSci btedow obliczonych wg
(12), natomiast na rys. 2 przebiegi btedow (12) oraz
13 [6,7].

Jak wynika z tabeli, btad kwantowania jest ujemny
i przy o/q >1 przyjmuje warto$¢ bezwzgledna mniej-
sza od 1,1.108.

Laczna funkcja charakterystyczna sygnatow x iy
o rozkladach normalnych i zerowych wartoSciach ocze-
kiwanych jest postaci [3]

@Xy(v,,vz):exp[—0,56/fcf +2V,V,0,,6,0, +v§c§)] (14)

gdzie oy, 6,53 dyspersjami natomiast |p,,| <1 jest wspol-
czynnikiem korelacji tych sygnatow.

Na rys. 3 przedstawiono przyktadowy przebieg
funkcji (14).

Moment taczny rzedu 2. (funkcja korelacji wzajem-
nej) skwantowanych sygnalow normalnych x, oraz yq
jest postaci [5]

- 2milq, .v,)

_ 9 (1) oD, (v,
Ebay, - Eby )57 2 v,

i#0

vyvy)=(00)

(1) 0@, (v,,v, - 21/, )
ENTE 135 i as)
i 1 (vyv,) = (00)
_99: v 1) ( on; _2n ,]
I’ l;O/Z;(: P a9 )

i#0 120

Wyrazenie na E [Xq Yq ] roznisie od E [xy] o wartos¢
b stanowiaca obciazenie estymatora

) 3D, (v, - 2nifg, v,)

sz

23

/¢0

(vy,vp) = (040)

Y 0@, (v,,v, - 2nl/q,)

3 - (16)

(vivy) = (0,0)
21'[ /}
q:

Jak wynika ze wzoru (16) spelnienie przez taczna
funkcje charakterystyczna sygnalow x iy oraz przez
jej pochodne warunkow

275 lj
g,

2TE
o))
Xy( q,

%% zz y( %1: i

i=—o0l=

i#0 /zU

an

Tabela 1. Wzgledne obciazenie (12) estymatora wartosci Sredniokwadratowej sygnatu o rozktadzie normalnym wynikajace z niespeltnienia

warunku odtwarzalnosci

c/q 0,1 1/3 0,5 1 1,5 2 3
8 /q) 94 -0,55 -3,2:102 -1,1.108 | 21101 | -2,1.1034 | -2,1077
(E[x] =0)

o : : : : : : ‘ :

o)

< TR TR SN N AR N
1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0B 0.7 08 0.9 1
o/

Rys. 2. Wzgledne obciazenie momentu rzedu 2 (wartosci Srednio-
kwadratowej) sygnatlu normalnego wynikajace z niespetnie-
nia warunku odtwarzalnosci (6 (¢/ q)) oraz niezastosowania
poprawki Shepparda (54,(a/ @) 16,71

Rys. 3. Eaczna funkcja charakterystyczna @ Xy (V1, v, ) sygnalow x
iy o rozkladach normalnych (o,=0,=1, p1,=0,1)
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v, (v,,v, - 2mlq,)
av,

(vy,vy) :(0’0) -0
o0, (v, —2mi/q,.v,)

1s8)

av, (v,v,)=(00)
dla Vi #0 oraz V| # 0 prowadzi do braku obciazenia.
Spelnienie sformutowanego przez Widrowa warunku odtwarzalnoSci dla kwantowania [1]
®,,(v,,v,)=0 dla \v,\>——£ oraz \v2\>q——s a9
2

gdzie ¢ jest dowolnie mala liczba dodatnia, prowadzi do zapewnienia (17) i (18).

Poddajmy analizie obciazenie (16) momentu facznego E[X,y,] sygnalow o funkcji charakterystycznej po-
staci (14). Wyrazenia wchodzace w sklad zaleznoSci (16) mozna przedstawi¢ w postaci

on; 2n on? ., , 4n’. 2n? , 2)
[0 I'|=exp| - i‘c; +—ilp,,06,0,+—I°c
y[q1 g, j [ [ e 1 a9, P12002 Py 2 0)
oD, (v, ,v, - 21l/q,) il ( 2n 22 2]
== p,,0,0,exp c
ovy (Vy,vp)= (oo) @ 7 a (212)
oP - 2mifq, . 2j2
—Xy(w v ekl VZJ p126162 exp{ 2 zl 0-12] (Zlb)
2 (vyv,)= (0 0) a; 1
Wzgledne obciazenie estymatora jest rowne
b
6(61/%'62/‘72):7 22)
G6,P12

przy czym b dane jest wzorem (16). Uwzgledniajac wyrazenia (20) oraz (21a, b), mozemy zaleznosc¢ (22) przed-
stawic jako

8(0,/6,,0,/4,)= Z( 7)9’“’( qf ’J+z( 1)exp[ q; 2J
9.0: ZZ( 1)’%{ [% o 40 2 o ﬂ @)

ilp,,6,6,+
an’ 0'1(52912 el
120

Jak wynika z tabeli, blad kwantowania jest ujemny i przy o,/q,=0,/q,>1 dla wspoétczynnika | p;, | rOwnego
0,1, 0,5 oraz 0,9 przyjmuje warto$¢ bezwzgledna odpowiednio mniejsza od 5,4 -10?, 2,8 .10°oraz 1,1 -10.
W tabeli 2 przedstawiono wyniki obliczen a na rys. 4 oraz 5 graficzne reprezentacje zaleznosci (23).

Tabela 2. Wzgledne obciazenie (23) estymatora momentu facznego sygnalow o rozkladach normalnych wynikajace z niespelnienia
warunku odtwarzalnosci

o/i=oyq» | 01 | vy3 | o5 [ 1 [ 15 | 2 | 3
[ p12]1=09
8(0,/9,,6,/9,) -1,3105 | -3,8.103 | -86-102 | -1,1-10' | -35.102 | -2,0-10° | -2,4-104
[ P12 =05
80,/9,,6,/9,) 97-10% | -1,0-103 | -3,0-10' | -2,8.10°¢ | 24-10"7 | -1,3-1032 | -8,0:107°
[ pi21=0,1
86,/9,,,79,) 90-104 | -52.102 | -25:10° | -54-10° | -1,0-10" | -1,0-103% | -1,4-1077

154



158

Pomiary Automatyka Robotyka 7-8/2004

04

oo
UquZ o ] "

b)

o0&

oo
o,fty o, /o,

Rys. 4. Wzgledne obciazenie momentu tacznego (funkgji korelacji wzajemnej) sygnalow o rozktadach normalnych w funkcji 6,/q,oraz

0,/q, dla wspotczynnika korelacji: a) p1, = 0,1, b) p1, = 0,9

8y iy o)

o, /iy = 0,

Rys. 5. Wzgledne obciazenie momentu tacznego (funkgcji korelacji wzajemnej) sygnatéw o rozktadach normalnych w funkgcji

6,/q,~0,/4, dla wspotczynnika korelacji P, = 0,1;0,5; 0,9

Podsumowanie

Nie istnieja sygnaty spetniajace doktadnie zatozenia
teorii kwantowania Widrowa.

Funkcja charakterystyczna sygnatu o rozktadzie nor-
malnym spetnia zatozenia teorii kwantowania Widrowa
(warunek ograniczonej dziedziny) z dobrym przyblize-
niem i dlatego obciazenie estymatora momentu rzedu
2. (wartoS$ci Sredniokwadratowej sygnatu) osiaga zna-
czace poziomy dopiero dla stosunkowo duzych warto-
Sci kroku kwantowania (g >¢). Stanowi to wyjaSnienie
znanego zjawiska polegajacego na otrzymywaniu do-
kladnych ocen parametrow sygnatu gaussowskiego juz
przy niewielkich liczbach poziomow kwantowania.

Laczna funkcja charakterystyczna sygnalow o roz-
ktadach normalnych réwniez z dobrym przyblizeniem
spelnia zalozenia teorii kwantowania Widrowa i dla-
tego obciazenie estymatora momentu tacznego rzedu
2. (funkcji korelacji wzajemnej sygnalow) osiaga zna-
czace poziomy dopiero dla stosunkowo duzych warto-
Sci kroku kwantowania. Obciazenie estymatora funkcji
korelacji wzajemnej sygnalow o rozktadach normal-
nych jest ujemne, a jego wartoS¢ bezwzgledna jest tym
mniejsza im mniejsza jest warto$¢ wspoiczynnika ko-
relacji tych sygnatow.
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