
Niepewność rozszerzona określa przedział ufności 
jaki przypisujemy wynikowi pomiaru wielkości 

mierzonej. Przedział ten powinien odpowiadać okre-
ślonemu poziomowi ufności. Na ogół przyjmuje się 
standardowo poziom ufności 95 %, szczególnie w po-
miarach związanych z wzorcowaniem [1]. Obliczanie 
niepewności rozszerzonej zatem powinno zapewniać 
jak najściślejsze wyznaczenie wartości przedziału ufno-
ści. Oblicza się ją poprzez wyznaczenie iloczynu współ-
czynnika rozszerzenia i złożonej niepewności standar-
dowej. Współczynnik rozszerzenia przyjmuje wartość 
zależną od rozkładu przypisanego wielkości mierzonej 
i przyjętego poziomu ufności. Rozkład ten można tra-
dycyjnie przypisać metodą a priori, zgodnie z prawem 
propagacji niepewności [2] lub starać się go określić na 
podstawie rozkładów wielkości wejściowych, zgodnie 
z zasadą propagacji rozkładów [3]. To drugie rozwiąza-
nie wymaga wykonania dodatkowych obliczeń, ale jest 
dokładniejsze przy ocenie przedziału ufności. 

Niepewność rozszerzona

Niepewność rozszerzoną definiuje zależność

                               (1)

gdzie k to współczynnik rozszerzenia, a uc(y) to złożona 
niepewność standardowa. Dla określonego poziomu uf-
ności p niepewność rozszerzona spełnia równanie

                             (2)

gdzie g(y) to funkcja gęstości prawdopodobieństwa 
wielkości mierzonej y. Jeżeli przyjmiemy założenie 
o niezależności wszystkich wielkości wejściowych 
oraz spełnione jest równanie 

                           (3)

gdzie xi są wielkościami wejściowymi, a ci współczyn-
nikami wrażliwości, to funkcja gęstości wielkości wyj-
ściowej jest policzalna z zależności

                  (4)

gdzie

    (5)

a gi(xi) funkcje gęstości prawdopodobieństwa wiel-
kości wejściowych. Aby wyznaczyć niepewność roz-
szerzoną należy rozwiązać powyższe równania. Po-
zwalają one na wyznaczenie odpowiedniej wartości 
współczynnika rozszerzenia zapewniającego właściwy 
poziom ufności. 

Przy opisie wielkości wejściowych na ogół można 
ograniczyć się do podstawowych rozkładów takich jak: 
normalny, Studenta, prostokątny, trójkątny czy trape-
zowy. Splot tych rozkładów można określić z wystar-
czającą dokładnością przez zastosowanie przedstawio-
nej poniżej metody postępowania.

Przybliżenie splotu rozkładów

Przybliżeniem wielokrotnego splotu rozkładów nor-
malnych i prostokątnych jest rozkład typu PN. Funkcja 
gęstości tego rozkładu jest zależna od parametru r bę-
dącego ilorazem odchyleń standardowych tworzących 
go rozkładów prostokątnego i normalnego

            (6)

Parametr r rozkładu typu PN można przybliżyć ilo-
razem udziału

                            (7)

gdzie ui(y) = ci ⋅ u(xi) to największy udział niepewności 
wielkości wejściowej o rozkładzie prostokątnym. 
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Przybliżenie (7) można rozszerzyć o splot rozkła-
dów trójkątnych i trapezowych. W celu znalezienia 
największego udziału wielkości o rozkładzie prosto-
kątnym, w każdym z tych rozkładów należy określić 
jego większą składową prostokątną. Każdy z tych roz-
kładów bowiem to splot dwóch składowych prosto-
kątnych. 

Rozkład trójkątny jest splotem dwóch jednakowych 
rozkładów prostokątnych. Niepewność standardowa 
wielkości opisanej rozkładem trójkątnym jest dana 
zależnością

                                 (8)

gdzie a jest szerokością połówkową rozkładu. Niepew-
ność standardowa składowej prostokątnej tworzącej 
rozkład trójkątny ma postać

                                (9)

co prowadzi do zależności

                             (10)

Rozkład trapezowy natomiast jest splotem dwóch 
niejednakowych rozkładów prostokątnych. Niepew-
ność standardowa wielkości opisanej rozkładem tra-
pezowym jest dana zależnością

                            (11)

gdzie 2a jest szerokością dolnej, a 2b szerokością gór-
nej podstawy rozkładu. Niepewność standardowa więk-
szej składowej prostokątnej tworzącej rozkład trape-
zowy ma postać

                            (12)

co prowadzi do zależności

                     (13)

Splot rozkładów Studenta można przybliżyć splo-
tem „równoważnych” im rozkładów normalnych. Owa 
równoważność polega na przyjęciu takich rozkładów 
normalnych, dla których przedziały ufności są takie 
same co do wartości jak wyznaczone na podstawie 
rozkładów Studenta dla danego poziomu ufności. Aby 
osiągnąć tę równoważność, należy zastąpić rozkład 
Studenta rozkładem normalnym, a niepewność stan-
dardową wielkości wejściowej powiększyć o iloraz 
kwantyli tych rozkładów

                           (14)

gdzie t(v) to kwantyl rozkładu Studenta z liczbą stopni 
swobody v, a kN to współczynnik rozszerzenia (kwan-
tyl) rozkładu normalnego (kN = 1,96 dla p= 95 %). 

Estymata niepewności rozszerzonej

Dla wielkości wyjściowej, której rozkład jest opisany 
splotem wielu wymienionych powyżej rozkładów, 
można estymować przedział ufności, a ściślej jego po-
łowę, zależnością

                             (15)

gdzie 

                        (16)

kPN – współczynnik rozszerzenia dla rozkładu typu 
PN.

Tabela 1. Wartości współczynnika rozszerzenia dla poziomu ufności 95 % przy granicznych wartościach ilorazu udziału 
niepewności 

kPN
ru

do wartości
kPN

ru

do wartości
kPN

ru

do wartości

1,96 0,5090 1,85 1,6410 1,74 3,1930

1,95 0,6985 1,84 1,7380 1,73 3,4410

1,94 0,8240 1,83 1,8390 1,72 3,7300

1,93 0,9280 1,82 1,9460 1,71 4,0740

1,92 1,0220 1,81 2,0600 1,70 4,4925

1,91 1,1110 1,80 2,1820 1,69 5,0235

1,90 1,1980 1,79 2,3135 1,68 5,7350

1,89 1,2840 1,78 2,4560 1,67 6,7760

1,88 1,3700 1,77 2,6120 1,66 8,5975

1,87 1,4580 1,76 2,7845 1,65 ∞
1,86 1,5480 1,75 2,9765
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Dla wszystkich wielkości wejściowych nieopisywa-
nych rozkładem Studenta, można przyjąć, że 

                                     (17)  

Wartości współczynnika rozszerzenia kPN dla po-
ziomu ufności 95 % można odczytać z tabeli 1, przed-
stawionej również w publikacji [4]. Wartości te są po-
dane dla progowych ilorazów udziału, przy których 
następuje ich zmiana o 0,01.

Estymata współczynnika rozszerzenia

Zgodnie z zależnością (1) współczynnik rozszerzenia 
można obliczyć jako

                                 (18)
gdzie 

                         (19)

Przykłady obliczeniowe

Przedstawiony sposób obliczania można zastosować 
w procedurze szacowania niepewności w laboratorium 
wzorcującym. Pierwszym przykładem może być postę-
powanie przy wzorcowaniu ciśnieniomierza manome-
trem obciążnikowo-tłokowym. Równanie pomiaru ma 
postać błędu wskazania ciśnieniomierza

                          (20)

gdzie: pc – wskazanie ciśnieniomierza, pc – rozdziel-
czość odczytu wskazania ciśnieniomierza, pw – ciśnie-
nie wzorcowe.

W równaniu występują trzy wielkości wejściowe:
1) Wskazanie ciśnieniomierza – pc 

Wykonano trzy serie pomiarowe dla ciśnień rosną-
cych i malejących. Wyniki dla zadawanego ciśnienia 
5 MPa zestawiono w tabeli 2. Przyjęto rozkład Studenta 
z liczbą stopni swobody v = n–1 = 5

 

2)  Rozdzielczość odczytu wskazania ciśnieniomie-
rza – pc

Wzorcowano ciśnieniomierz analogowy z warto-
ścią działki elementarnej 0,2 MPa. Odczyty wykony-
wano z rozdzielczością do dziesiątej części działki ele-
mentarnej

3) Ciśnienie wzorcowe – pw 
Zadawano ciśnienie wzorcowe manometrem ob-

ciążnikowo-tłokowym o wartości 5 MPa. Klasa do-
kładności manometru wzorcowego wynosi: 0,05, a je-
go błąd graniczny

Wszystkie wielkości zestawiono w tabeli budżetu 
niepewności (tabela 3).

Aby wyznaczyć niepewność rozszerzoną przy użyciu 
formuły (15), należy określić wartość współczynnika 
kPN. Wielkością wejściową z rozkładem prostokątnym 
o największym udziale jest rozdzielczość wskaza-
nia pc. Dla wielkości tej iloraz udziału (7) wynosi 
ru = 1,077. Z tabeli 1 można odczytać, że współczynnik 
kPN = 1,91. Następnie należy określić wartość kwantyla 
rozkładu Studenta dla wielkości wejściowej pc zwią-
zanej ze wskazaniem ciśnieniomierza. Wartość ta dla 

Wartości odczytane 

5,04 MPa

5,02 MPa

5,04 MPa

5,04 MPa

5,06 MPa

5,04 MPa

–
p   c 5,04 MPa

s(pc) 0,013 MPa

Tabela 2. Dane pomiarowe przy wzorcowaniu ciśnieniomierza

Tabela 3. Budżet niepewności błędu wskazania ciśnieniomierza

symbol 
wielkości

estymata 
wielkości

niepewność 
standardowa

rozkład 
prawdopodo-

bieństwa

współczynnik 
wrażliwości

udział 
niepewności 

stopnie 
swobody

pc 5,04 MPa 0,0052 MPa Studenta 1 0,0052 MPa 5

 pc 0 MPa 0,0058 MPa prostokątny 1 0,0058 MPa ∞

pw 5 MPa 0,0014 MPa prostokątny -1 -0,0014 MPa ∞

ep 0,04 MPa 0,0079 MPa 27
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liczby stopni swobody v = 5 i poziomu ufności p = 95% 
wynosi t(5) = 2,5706. Teraz można obliczyć niepew-
ność rozszerzoną

 0,017MPa

i współczynnik rozszerzenia

2,19

Niepewność rozszerzona obliczona metodą do-
kładnego wykonywania operacji splotu rozkładów 
wielkości wejściowych, przy użyciu szybkiej transfor-
maty Fouriera, dała ten sam rezultat przy zaokrągle-
niu do drugiego miejsca znaczącego. Obliczony tą me-
todą współczynnik rozszerzenia jest o jeden procent 
mniejszy i wynosi k = 2,17. Dla porównania niepew-
ność rozszerzona wyznaczona metodą Welcha-Satterth-
wait’a na podstawie wypadkowej liczby stopni swobody 
veff =27 daje rezultat U = 0,016 MPa i współczynnik roz-
szerzenia k = 2,05, o pięć procent mniejszy od dokład-
nej jego wartości. Przy zastosowaniu stałego współczyn-
nika k = 2 niepewność rozszerzona jest o osiem procent 
mniejsza od obliczonej w przykładzie.

Drugim przykładem może być postępowanie przy 
wzorcowaniu woltomierza. Równanie pomiaru ma 
postać

                   (21)

gdzie: Vw – wskazanie woltomierza, Vw – rozdzielczość 
odczytu wskazania woltomierza, Vk  – napięcie kalibra-
tora, Vk  – poprawka wartości napięcia kalibratora.

W równaniu występują cztery wielkości wejściowe:

1) Wskazanie woltomierza – Vw 
Wykonano serię dziesięciu odczytów, których wy-

niki zestawiono w tabeli 4. Przyjęto rozkład Studenta 
z liczbą stopni swobody v = n – 1 = 9

 

2) Rozdzielczość odczytu wskazania woltomierza – 
Vw 

Wzorcowano woltomierz cyfrowy, którego ostatnia 
cyfra znacząca wskazania odpowiada 0,1 V

3) Napięcie kalibratora – Vk  

Napięcie kalibratora wynosiło 100 V. W świadectwie 
wzorcowania podano, że dla powyższego napięcia nie-
pewność rozszerzona wynosi U = 0,002 V (k = 2)

4)  Poprawka wartości napięcia kalibratora – Vk  
Na podstawie danych producenta wyznaczono 

graniczną wartość poprawki z formuły: 0,0001 Vk + 
1 mV

Wszystkie wielkości zestawiono w tabeli budżetu 
niepewności (tabela 5).

Tabela 4. Dane pomiarowe przy wzorcowaniu woltomierza

Wartości 
odczytane 

100,1 V
100,1 V
100,1 V
100,0 V
100,1 V
100,1 V
100,1 V
100,2 V
100,1 V
100,1 V

–
V  w 100,1 V

s(Vw) 0,047 V

Tabela 5. Budżet niepewności błędu wskazania woltomierza

symbol 
wielkości

estymata 
wielkości

niepewność 
standardowa

rozkład 
prawdopodo-

bieństwa

współczynnik 
wrażliwości

udział niepew-
ności 

stopnie swo-
body

Vw 100,1 V 0,015 V Studenta 1 0,015 V 9

Vw 0 V 0,029 V prostokątny 1 0,029 V ∞

Vk 100 V 0,001 V normalny -1 -0,001 V ∞

Vk 0 V 0,0064 V prostokątny -1 -0,0064 V ∞

ew 0,1 V 0,033 V 219
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Wielkością wejściową opisaną rozkładem prostokąt-
nym o największym udziale jest rozdzielczość wska-
zania Vw. Dla wielkości tej iloraz udziału wynosi 
ru = 1,778. Z tabeli 1 można odczytać, że współczyn-
nik kPN = 1,83. Kwantyl rozkładu Studenta dla wielko-
ści wejściowej Vw związanej ze wskazaniem woltomie-
rza wynosi t(9) = 2,2622 przy poziomie ufności 95 %. 
Zatem niepewność rozszerzona wynosi

0,063V

a współczynnik rozszerzenia

1,89

Niepewność rozszerzona obliczona metodą dokładną 
dała ten sam rezultat przy zaokrągleniu do drugiego 
miejsca znaczącego. To samo dotyczy współczynnika 
rozszerzenia przy podawaniu go do drugiego miejsca 
dziesiętnego. Dla porównania niepewność rozszerzona 
wyznaczona metodą Welcha-Satterthwaite’a na podsta-
wie wypadkowej liczby stopni swobody veff = 219 daje re-
zultat U = 0,065 V i współczynnik rozszerzenia k = 1,97. 
Przy zastosowaniu stałego współczynnika k = 2 niepew-
ność rozszerzona U = 0,066 V. Obie metody zawyżają nie-
pewność rozszerzoną i związany z nią współczynnik roz-
szerzenia o około pięć procent. 

Podsumowanie

Przy zastosowaniu opisanej metody obliczeniowej jest 
możliwa bardziej adekwatna ocena przedziału ufności 
od zalecanych standardowo. Niepewność rozszerzona ob-
liczana na postawie zależności (15) daje wyniki zbieżne 
z metodami numerycznymi przy zaokrągleniu jej wartości 
do dwóch cyfr znaczących. Metoda uwzględnia stosowane 
standardowo rozkłady przy opisie wielkości wejściowych. 
Można ją łatwo implementować do arkusza kalkulacyjnego, 
w którym na ogół wykonuje się obliczenia niepewności. 
Nie wymaga w związku z tym zastosowania specjalistycz-
nego oprogramowania komputerowego.
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