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Obliczanie niepewnosSci rozszerzonej
metoda analityczng oparta na splocie
rozktadow wielkoSci wejSciowych

Przedstawiono Scistg metode obliczania niepewnosci rozszerzonej, polegajgcg na

Pawel Fotowicz *

wyznaczeniu przedziatu ufnos$ci na podstawie splotu podstawowych rozktadéw sto-

sowanych do oceny wielko$ci wejsciowych. Obliczona niepewno$¢ rozszerzona jest
zbiezna z wyznaczong metodami numerycznymi przy zaokragleniu jej wartosci do
dwdch cyfrznaczacych. Mozna jg tatwo implementowac do arkusza kalkulacyjnego;
nie wymaga specjalistycznego oprogramowania komputerowego.

iepewnosc rozszerzona okresla przedzial ufnosci
Njaki przypisujemy wynikowi pomiaru wielkosci
mierzonej. Przedzial ten powinien odpowiadac okre-
Slonemu poziomowi ufnosci. Na ogot przyjmuje si¢
standardowo poziom ufnosci 95 %, szczegolnie w po-
miarach zwiazanych z wzorcowaniem [1]. Obliczanie
niepewnosci rozszerzonej zatem powinno zapewniac
jak najsciSlejsze wyznaczenie wartoSci przedziatu ufno-
Sci. Oblicza si¢ ja poprzez wyznaczenie iloczynu wspot-
czynnika rozszerzeniaizlozonej niepewnosSci standar-
dowej. Wspotczynnik rozszerzenia przyjmuje wartos¢
zalezna od rozktadu przypisanego wielkoSci mierzonej
i przyjetego poziomu ufnosci. Rozktad ten mozna tra-
dycyjnie przypisa¢ metoda a priori, zgodnie z prawem
propagacji niepewnosci [2] lub starac si¢ go okresli¢ na
podstawie rozktadow wielkosci wejSciowych, zgodnie
z zasada propagacji rozktadow [3]. To drugie rozwiaza-
nie wymaga wykonania dodatkowych obliczen, ale jest
doktadniejsze przy ocenie przedziatu ufnosci.

NiepewnoS¢ rozszerzona

NiepewnoS§c¢ rozszerzona definiuje zalezno$¢
U=ku(y) ey

gdzie k to wspotczynnik rozszerzenia, a u.(y) to ztozona
niepewnosc standardowa. Dla okreslonego poziomu uf-
nosci p niepewnosc¢ rozszerzona spetnia rownanie

1%

Js(y)dy=p @
gdzie g(y) to funkcja gestosci prawdopodobienstwa
wielkoSci mierzonej y. Jezeli przyjmiemy zatozenie
o niezaleznoSci wszystkich wielkoSci wejSciowych
oraz spetnione jest rownanie
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Y=0X+...FCyXy 3)

gdzie x; sa wielkoSciami wejSciowymi, a ¢; wspoiczyn-
nikami wrazliwoSci, to funkcja gestoSci wielkosci wyj-
Sciowej jest policzalna z zaleznoSci

g(y)zgl('xl)*"‘*gN(‘xN) “@

gdzie w
g (xi)*gi+1 (xm) = J 8i (xi)gm (.x— ‘xz) dx; )

a g;(x) funkcje gestosci prawdopodobienstwa wiel-
kosci wejsciowych. Aby wyznaczy¢ niepewnoS¢ roz-
szerzona nalezy rozwiaza¢ powyzsze rownania. Po-
zwalaja one na wyznaczenie odpowiedniej wartoSci
wspolczynnika rozszerzenia zapewniajacego wlasciwy
poziom ufnosci.

Przy opisie wielkoSci wejSciowych na ogét mozna
ograniczyc¢ si¢ do podstawowych rozktadoéw takich jak:
normalny, Studenta, prostokatny, trojkatny czy trape-
zowy. Splot tych rozktadow mozna okresli¢ z wystar-
czajaca doktadnoscia przez zastosowanie przedstawio-
nej ponizej metody postepowania.

Przyblizenie splotu rozkladow

Przyblizeniem wielokrotnego splotu rozktadow nor-
malnych i prostokatnych jest rozktad typu PN. Funkcja
gestoSci tego rozkladu jest zalezna od parametru » be-
dacego ilorazem odchylen standardowych tworzacych
go rozkladow prostokatnego i normalnego

1 xX+/3 7 ZZ dz
X)=——— exp| ——
Sen (%)= ,—6”“7!@ pl-5
Parametr r rozkladu typu PN mozna przyblizy¢ ilo-
razem udziatu

©

()
T = 2 2 @)
U, (y ) —Uu; (y )
gdzie u,(y) = ¢;- u(x;) to najwiekszy udzial niepewnosci
wielkoSci wejsciowej o rozkladzie prostokatnym.
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Przyblizenie (7) mozna rozszerzy¢ o splot rozkta-
dow trojkatnych i trapezowych. W celu znalezienia
najwiekszego udziatu wielkoSci o rozktadzie prosto-
katnym, w kazdym z tych rozkladéw nalezy okresli¢
jego wieksza sktadowa prostokatna. Kazdy z tych roz-
ktadow bowiem to splot dwoch sktadowych prosto-
katnych.

Rozklad trojkatny jest splotem dwoch jednakowych
rozktadow prostokatnych. Niepewnos¢ standardowa
wielkoSci opisanej rozktadem tréjkatnym jest dana
zaleznoScia

u(x,,)=£

gdzie a jest szerokoScia poloéwkowa rozktadu. Niepew-
nosc¢ standardowa sktadowej prostokatnej tworzacej
rozktad trojkatny ma postac

®

w(x,)= i
=35 ©
co prowadzi do zaleznoSci
’ u 'xl'
w'(x,)= % ) (10)

Rozklad trapezowy natomiast jest splotem dwoch
niejednakowych rozktadow prostokatnych. Niepew-
nosc¢ standardowa wielkoSci opisanej rozkladem tra-
pezowym jest dana zaleznoScia

a’+b?
u(xi):,/ c

gdzie 2a jest szerokoScia dolnej, a 2b szerokoscia gor-
nej podstawy rozktadu. Niepewnos¢ standardowa wiek-
szej sktadowej prostokatnej tworzacej rozktad trape-
ZOwy ma postac

an

a1z

co prowadzi do zaleznoSci

a+b

) o]

a3

Splot rozktadow Studenta mozna przyblizy¢ splo-
tem ,rOwnowaznych” im rozktadow normalnych. Owa
rownowaznosc¢ polega na przyjeciu takich rozktadow
normalnych, dla ktérych przedzialy ufnosci sa takie
same co do wartoSci jak wyznaczone na podstawie
rozktadow Studenta dla danego poziomu ufnosci. Aby
osiagnac te rownowaznos¢, nalezy zastapic¢ rozktad
Studenta rozkladem normalnym, a niepewnos¢ stan-
dardowa wielkoSci wejSciowej powickszy¢ o iloraz
kwantyli tych rozktadow

a9

gdzie t(v) to kwantyl rozktadu Studenta z liczba stopni
swobody v, a Ry to wspotczynnik rozszerzenia (kwan-
tyD) rozkladu normalnego (ky = 1,96 dla p=95 %).

Estymata niepewnosci rozszerzonej

Dla wielkoSci wyjsciowej, ktorej rozktad jest opisany
splotem wielu wymienionych powyzej rozktadow,
mozna estymowac przedzial ufnosci, a Scislej jego po-
lowe, zaleznoScia

U =Ryt ()/) (15)
gdzie
16)

kpy - wspoOtczynnik rozszerzenia dla rozktadu typu
PN.

Tabela 1. WartoSci wspotczynnika rozszerzenia dla poziomu ufnosci 95 % przy granicznych warto$ciach ilorazu udziatu

niepewnosci

Tu Ty Ty
ken do wartoSci e do wartoSci ke do wartoSci
1,96 0,5090 1,85 1,6410 1,74 3,1930
1,95 0,6985 1,84 1,7380 1,73 3,4410
1,94 0,8240 1,83 1,8390 1,72 3,7300
1,93 0,9280 1,82 1,9460 1,71 4,0740
1,92 1,0220 1,81 2,0600 1,70 4,4925
1,91 1,1110 1,80 2,1820 1,69 5,0235
1,90 1,1980 1,79 2,3135 1,68 5,7350
1,89 1,2840 1,78 2,4560 1,67 6,7760
1,88 1,3700 1,77 2,6120 1,66 8,5975
1,87 1,4580 1,76 2,7845 1,65 )
1,86 1,5480 1,75 2,9765
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Dla wszystkich wielkosci wejSciowych nieopisywa-
nych rozkladem Studenta, mozna przyjac, ze

t(v) =Ry a7

WartoSci wspotczynnika rozszerzenia kpy dla po-
ziomu ufnosci 95 % mozna odczytac z tabeli 1, przed-
stawionej rowniez w publikacji [4]. WartoSci te sa po-
dane dla progowych ilorazow udziatu, przy ktorych
nastepuje ich zmiana o 0,01.

Estymata wspotczynnika rozszerzenia

Zgodnie z zaleznoScia (1) wspotczynnik rozszerzenia
mozna obliczy¢ jako

- 1s)
- 18
gdzie e (y)
u.(y)= [ () (19)

Przyktady obliczeniowe

Przedstawiony sposob obliczania mozna zastosowac
w procedurze szacowania niepewnosci w laboratorium
wzorcujacym. Pierwszym przyktadem moze by¢ poste-
powanie przy wzorcowaniu ciSnieniomierza manome-
trem obciaznikowo-ttokowym. ROwnanie pomiaru ma
postac btedu wskazania ciSnieniomierza

e,=P.+0p.— Dy, 20)
gdzie: p. - wskazanie ciSnieniomierza, §p. - rozdziel-
czos¢ odczytu wskazania ciSnieniomierza, py, - ciSnie-
nie wzorcowe.

W rOwnaniu wystepuja trzy wielkoSci wejsciowe:
1) Wskazanie ciSnieniomierza — p

Wykonano trzy serie pomiarowe dla ciSniefi rosna-
cych i malejacych. Wyniki dla zadawanego ciSnienia
5 MPa zestawiono w tabeli 2. Przyjeto rozklad Studenta
z liczba stopni swobody v=n-1=5
(p.) 0,013 MPa

ulp)=s(p)== ==

=0,0052 MPa

Tabela 2. Dane pomiarowe przy wzorcowaniu ciSnieniomierza

5,04 MPa
5,02 MPa
5,04 MPa
5,04 MPa
5,06 MPa
5,04 MPa

WartoSci odczytane

B 5,04 MPa

s(po

0,013 MPa

2) Rozdzielczo$¢ odczytu wskazania ciSnieniomie-
rza - 6P,

Wzorcowano ciSnieniomierz analogowy z warto-
Scia dzialtki elementarnej 0,2 MPa. Odczyty wykony-
wano z rozdzielczoScia do dziesiatej czeSci dzialki ele-
mentarnej

0,02 MPa

Y

u(5p,) =0,0058 MPa

3) Ci$nienie wzorcowe - Dy,

Zadawano ciSnienie wzorcowe manometrem ob-
ciaznikowo-ttokowym o wartoSci 5 MPa. Klasa do-
ktadnoSci manometru wzorcowego wynosi: 0,05, a je-
go blad graniczny

D(pw) _ O,(i?)-opw _ O,OSi(S)OMPa

=0,0025 MPa

D(py) _ 0,0025 MPa

V3 V3

Wszystkie wielkoSci zestawiono w tabeli budzetu
niepewnoSci (tabela 3).

Aby wyznaczy¢ niepewnoSc¢ rozszerzona przy uzyciu
formuly (15), nalezy okresli¢ wartoS¢ wspolczynnika
kpy. WielkoScia wejSciowa z rozktadem prostokatnym
o najwickszym udziale jest rozdzielczos¢ wskaza-
nia op.. Dla wielkoSci tej iloraz udziatu (7) wynosi
r,=1,077. Ztabeli 1 mozna odczytac, ze wspotczynnik
kpy = 1,91. Nastepnie nalezy okresli¢ wartoS¢ kwantyla
rozktadu Studenta dla wielkoSci wejSciowej p. zwia-
zanej ze wskazaniem ciSnieniomierza. WartosSc¢ ta dla

=0,0014 MPa

u(py)=

Tabela 3. Budzet niepewnosci btedu wskazania ciSnieniomierza

symbol estymata niepewnosc rozktad wspotczynnik udziat stopnie
wielkosci | wielkoSci | standardowa | prawdopodo- wrazliwosci niepewnosci swobody
bienstwa
De 5,04 MPa 0,0052 MPa Studenta 1 0,0052 MPa 5
OPe 0 MPa 0,0058 MPa prostokatny 1 0,0058 MPa oo
P 5 MPa 0,0014 MPa prostokatny -1 -0,0014 MPa oo
3, 0,04 MPa 0,0079 MPa 27
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liczby stopni swobody v =5 i poziomu ufnoscip =95%
wynosi £(5) = 2,5706. Teraz mozna obliczy¢ niepew-
nos¢ rozszerzona

U= kpN\j( t,is) u(Pc)] +u*(0p.)+u’(py) = 0,017MPa

N
i wspotczynnik rozszerzenia
U

kz\/uz(pc)wtuz(dpc)wtuz(pw)

=219

Niepewnos¢ rozszerzona obliczona metoda do-
ktadnego wykonywania operacji splotu rozktadow
wielkosci wejsciowych, przy uzyciu szybkiej transfor-
maty Fouriera, dala ten sam rezultat przy zaokragle-
niu do drugiego miejsca znaczacego. Obliczony ta me-
toda wspotczynnik rozszerzenia jest o jeden procent
mniejszy i wynosi k& = 2,17. Dla porownania niepew-
nos¢ rozszerzona wyznaczona metoda Welcha-Satterth-
wait'a na podstawie wypadkowej liczby stopni swobody
vesr=27 daje rezultat U = 0,016 MPa i wspotczynnik roz-
szerzenia k = 2,05, o pie¢ procent mniejszy od doktad-
nej jego wartosci. Przy zastosowaniu stalego wspotczyn-
nika & = 2 niepewnos¢ rozszerzona jest o osiem procent
mniejsza od obliczonej w przyktadzie.

Drugim przyktadem moze by¢ postepowanie przy
wzorcowaniu woltomierza. ROwnanie pomiaru ma
postac

e, =V, +IV, -V, -0V, QD
gdzie: V, - wskazanie woltomierza, 5V, - rozdzielczos¢
odczytu wskazania woltomierza, V| - napiecie kalibra-
tora, 6V, - poprawka wartosci napiecia kalibratora.

W réwnaniu wystepuja cztery wielkosci wejSciowe:

1) Wskazanie woltomierza - Vg,

Wykonano seri¢ dziesieciu odczytow, ktorych wy-
niki zestawiono w tabeli 4. Przyjeto rozktad Studenta
z liczba stopni swobodyv=n-1=9

s(Vy) 0,047 V

Jno 10

u(vy)=s(v,) = =0,015 V

Tabela 4. Dane pomiarowe przy wzorcowaniu woltomierza

2) Rozdzielczos¢ odczytu wskazania woltomierza -
oV

Wzorcowano woltomierz cyfrowy, ktorego ostatnia
cyfra znaczaca wskazania odpowiada 0,1 V

u(dv,,)= 0LV 0020 v

23

3) Napigcie kalibratora - V

Napiecie kalibratora wynosito 100 V. W §wiadectwie
wzorcowania podano, ze dla powyzszego napi¢cia nie-
pewnosc¢ rozszerzona wynosi U = 0,002V (k = 2)

0,002V

u(V,)= =0,001 V

4) Poprawka wartoSci napiecia kalibratora - 5V

Na podstawie danych producenta wyznaczono
graniczna warto$¢ poprawki z formuty: 0,0001 V +
1 mV
0,011V

u(dv,)= 5

=0,0064 V

Wszystkie wielkoSci zestawiono w tabeli budzetu
niepewnoSsci (tabela 5).

Tabela 5. Budzet niepewnosci btedu wskazania woltomierza
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WielkoScia wejSciowa opisana rozktadem prostokat-
nym o najwickszym udziale jest rozdzielczo$¢ wska-
zania 8V, Dla wielkoSci tej iloraz udzialu wynosi
r,= 1,778. Z tabeli 1 mozna odczytac, ze wspotczyn-
nik kpy = 1,83. Kwantyl rozktadu Studenta dla wielko-
Sci wejsciowej V, zwiazanej ze wskazaniem woltomie-
rza wynosi t(9) = 2,2622 przy poziomie ufnosci 95 %.
Zatem niepewnoS¢ rozszerzona wynosi

N

2
U =kpy \/( t](e9) u(V, )] + 1 (OV,, )+ 1 (Vi) +u* (0V,) = 0,063V
a wspolczynnik rozszerzenia

oo U
\/uz (Vi )+ (0Vy, ) +u (V) +u? (0V)

-1,89

NiepewnoSc rozszerzona obliczona metoda doktadna
data ten sam rezultat przy zaokragleniu do drugiego
miejsca znaczacego. To samo dotyczy wspotczynnika
rozszerzenia przy podawaniu go do drugiego miejsca
dziesietnego. Dla porOwnania niepewnoSc rozszerzona
wyznaczona metoda Welcha-Satterthwaite’a na podsta-
wie wypadkowej liczby stopni swobody veg= 219 daje re-
zultat U = 0,065 V i wspolczynnik rozszerzenia k = 1,97.
Przy zastosowaniu statego wspotczynnika k = 2 niepew-
nos¢ rozszerzona U= 0,066 V. Obie metody zawyzaja nie-
pewnosc¢ rozszerzona i zwiazany z nia wspotczynnik roz-
szerzenia o okolo piec procent.
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Podsumowanie

Przy zastosowaniu opisanej metody obliczeniowej jest
mozliwa bardziej adekwatna ocena przedziatu ufnosci
od zalecanych standardowo. NiepewnoS¢ rozszerzona ob-
liczana na postawie zaleznoSci (15) daje wyniki zbiezne
zmetodami numerycznymi przy zaokragleniu jej wartoSci
do dwoch cyfr znaczacych. Metoda uwzglednia stosowane
standardowo rozktady przy opisie wielkoSci wejsciowych.
Mozna jatatwo implementowac do arkusza kalkulacyjnego,
w ktorym na og6t wykonuje si¢ obliczenia niepewnosci.
Nie wymaga w zwiazku z tym zastosowania specjalistycz-
nego oprogramowania komputerowego.
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