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Nowe podejscie w dziedzinie
wyrazania niepewnoSci pomiaru

Omdwiono nowy projekt dokumentu dotyczacy wyrazania niepewnoSci pomiaru,

Pawel Fotowicz *

opracowany przez WspéIny Komitet ds. Przewodnikéw Metrologicznych dziatajgcy

pod kierownictwem dyrektora Miedzynarodowego Biura Miar. Projekt formutuje
zasade propagaciji rozktadow prawdopodobieristwa realizowang poprzez matema-
tyczny model pomiaru przy zastosowaniu metody Monte Carlo. Dokument proponuje
réwniez, aby symulacja Monte Carlo byta walidujacg dla innych metod obliczenio-
wych niepewnosci pomiaru, przede wszystkim zwigzanych z prawem propagacji

niepewnosci.

w spolny Komitet ds. Przewodnikow Metrologicz-
nych (JCGM), dzialajacy pod kierownictwem
dyrektora Miedzynarodowego Biura Miar, przygoto-
wal nowe opracowanie ,Przewodnika” [1] wyrazania
niepewnoSci pomiaru. Zadanie to zrealizowata Grupa
Robocza nr 1 (WG 1) w postaci ,Uzupetnienia nr 17
(Supplement 1) pt. ,Metody numeryczne propagacji
rozktadow” (Numerical Methods for the Propagation
of Distributions) [2], wydanego w 2004 roku.

Istota opracowania jest sformutowanie zasady pro-
pagacji rozktadow prawdopodobienstwa, jako pod-
stawy obliczania niepewnosSci, realizowanej poprzez
matematyczny model pomiaru przy zastosowaniu
metody Monte Carlo. Dokument przedstawia zalece-
nia dotyczace obliczania niepewnoSci w sytuacji, gdy
nie sa spelnione warunki dla zastosowania ,prawa
propagacji niepewnoSci”, szczegolnie ze wzgledu na
ztozonoS$¢ modelu pomiaru. Material zawiera proce-
dure obliczeniowa zwiazana z zastosowaniem tech-
nik komputerowych. Procedura dotyczy wyznaczania
przedzialu ufnosci dla wartoSci wielkosSci wyjsciowe;j
odpowiadajacej okreSlonemu poziomowi ufnosci. Jej
celem jest okreslenie takiego przedzialu ufnosci przy
narzuconym stopniu przyblizenia, ktory odnosi si¢ do
realistycznej oceny modelu pomiaru i wiarygodnoSci
informacji o funkcji gestosci prawdopodobienstwa.
Procedure mozna zastosowac¢ w odniesieniu do dowol-
nego modelu pomiaru w postaci pojedynczej wielko-
Sci wyjsciowej, gdy wielkoSciom wejSciowym przypi-
sano okreslone funkcje gestosci prawdopodobienstwa,
rowniez asymetryczne. PodejScie to pokazuje, jak za
pomoca funkcji gestoSci prawdopodobienstwa przy-
pisanych wartoSciom wielkosci wejSciowych mozna
wyznaczy¢ funkcje gestosSci prawdopodobienistwa
wartoSci wielkoSci wyjSciowej. Postepowanie polega
na wyznaczeniu najlepszych estymat wielkoSci wej-
sciowych i ich niepewnoSci standardowych w celu

*  Pawel Fotowicz
Gtowny Urzqd Miar

okreslenia estymaty wielkoSci wyjSciowej, i zwiazanej

znia niepewnoSci standardowej oraz przedziatu ufno-

Sci. Funkcja gestosci rozktadu wielkoSci wyjSciowe;j

umozliwia obliczenie wartoSci oczekiwanej i odchy-

lenia standardowego, ktore sa traktowane jako esty-
mata wielkoSci wyjSciowej i niepewnosSc standardowa,

a przedzial ufnosci okresla sie dla poziomu ufnosci

95 %. Funkcja gestosci prawdopodobiefnistwa moze by¢

niesymetryczna. W takim wypadku przedziat ufnoSci

nie jest centrowany estymatg wielkoSci wyjsciowej.

Istnieje w zwiazku z tym wiele przedziatow ufnoSci

odpowiadajacych zatozonemu poziomowi ufnosci.

Zaleca sie przyjecie najmniejszego z nich.

Dokument obejmuje typowe problemy obliczeniowe
niepewnoSci w sytuacjach gdy:

- udzialy niepewnoSci moga by¢ dowolnie duze, nawet
porownywalne z niepewnoScia wielkoSci wyjscio-
wej

- poszczegolne udzialy niepewnosci sa nieporowny-
walne co do wartosci

- rozktad wielkoSci wyjSciowej nie jest gaussowski

- wielkoS¢ wyjSciowa jest nieliniowa funkcja wielkoSci
wejsciowych

- rozklady wielkoSci wejSciowych sa niesymetryczne

- pochodne czastkowe sa niepoliczalne.

Dokument ma zastosowanie zaréwno gdy mamy
do czynienia z przypadkiem wzajemnie niezaleznych
wielkoSci wejSciowych, ktorym sa przypisane odpo-
wiednie rozktady prawdopodobiefistwa oraz w sy-
tuacji wzajemnie zaleznych wielkoSci wejSciowych,
dla ktorych jest okreSlana wspolna funkcja gestoSci
prawdopodobiefistwa.

Oznaczenia

Grupa Robocza JCGM-WG1 zdecydowala, ze indeks ,.c”
przy oznaczeniu zlozonej niepewnosci standardowej
jest zbyteczny. NiepewnoSc¢ standardowa zwiazana
z estymata y wielkoSci wyjSciowej Y moze byc zapi-
sywana jako u(y). Uzycie oznaczenia u.(y) pozostaje
do przyjecia, jezeli jest przydatne do podkreSlenia, ze
symbolizuje ztozona niepewnosc¢ standardowa. Ponadto
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przymiotnik ,ztozona” w nazwie ,ztozona niepewnos¢
standardowa” uwaza si¢ za zbyteczny i moze byc¢ pomi-
niety. Jedna z przyczyn tej decyzji jest to, ze y wskazuje
estymate wielkoSci wyjSciowej, z ktora jest zwigzana
niepewnoSc¢ standardowa. Inna przyczyna jest to, ze
czesto wyniki obliczen jednych niepewnosSci staja si¢
punktem wyjScia do obliczenia nastepnych.

Dokument odst¢puje od powszechnie stosowanych
symboli uzywanych do oznaczania funkcji gestosci
prawdopodobiefnstwa i dystrybuanty. W, Przewodni-
ku” [1] jest uzywane ogolne oznaczenie f odnoszace
sie zarowno do modelu matematycznego wielkoSci
mierzonej, jak i funkcji gestosci prawdopodobienstwa.
W dokumencie w miejsce symboli fi FF oznaczajacych
funkcje gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuante
wprowadza si¢ oznaczenia g i G, a symbol f rezerwuje
si¢ tylko do oznaczania funkcji modelu pomiaru.

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa dla moz-
liwych wartoSci §; i-tej wielkoSci wejSciowej X; jest
oznaczana symbolem g;(&)), a dla mozliwych wartosci
wielkoSci wyjSciowej Y oznaczana symbolem g(1).
Dystrybuanta wielkoSci wejSciowej jest oznaczana
G,(&), a wielkoSci wyjSciowej: G(#7). Pomiedzy tymi
funkcjami sa nastepujace zaleznosci:

8i (Ez):Gz,(gz) @)

g(n)=a"(n) @

Gdy wielkosci wejSciowe sa wzajemnie zalezne,
w miejsce osobnych funkcji gestosci prawdopodobien-
stwa g;(§)) nalezy zastosowac wspolna funkcje gestosci
prawdopodobiefistwa g(§).

Procedura postepowania

Brany jest pod uwage model pomiaru charakteryzujacy

si¢ pojedyncza wielkoScia wyjSciowa i dowolna liczba

wielkoSci wejSciowych. W tym wypadku podstawo-

wymi krokami postepowania sa:

a) zdefiniowanie wielkoSci wyjSciowej jako wielkoSci
mierzonej

b) okreslenie wielkosci wejsciowych, od ktorych zalezy
wielkoS¢ wyjSciowa

©) stworzenie modelu matematycznego okreslajacego
relacje pomiedzy wielkoSciami wejSciowymi a wiel-
koScia wyjSciowa

d) przyjecie rozktadow prawdopodobienstwa dla wiel-
kosci wejsciowych

e) wyznaczenie funkcji gestosci prawdopodobiefistwa
wielkoSci wyjSciowej poprzez jej model matema-
tyczny na podstawie rozktadow wielkosci wejscio-
wych

f) wyznaczenie z rozkladu wielkoSci wyjSciowej: war-
tosci oczekiwanej jako estymaty wielkoSci wyjscio-
wej, odchylenia standardowego jako niepewnosci
standardowej zwiazanej z ta estymata oraz przedziatu
ufnosci dla okreSlonego poziomu prawdopodobien-
stwa.

Metoda Monte Garlo

Metoda Monte Carlo umozliwia numeryczne przybli-
zenie dystrybuanty G(y7) dla wartoSci wielkosSci wyj-
Sciowej Y = f(X), gdzie Y jest pojedyncza (skalarng)
wielkoScia wyjSciowa, a X reprezentuje N wielkosci
wejsciowych (Xj,..., Xy)'. Estymata wielko$ci mierzo-
nej Y, oznaczona y, jest obliczana z roOwnania (3), beda-
cego matematycznym modelem wielkoSci mierzonej,
na podstawie estymat xy,..., Xy dla N wartoSci wielkosci
wejsciowych Xj,..., Xy

yzf(xlv"'va) €))

Metoda Monte Carlo opiera si¢ na przestance, ze
kazda wartoS¢ losowana jest przypadkowo z rozktadu
mozliwych (prawdopodobnych) wartoSci wielkoSci
wejsciowych, uzasadnionych tak jak kazda inna taka
wartoSC. W ten sposob, poprzez losowanie dla kazdej
wielkoSci wejsciowej wartosci zgodnie z ich okreSlong
funkcja gestoSci prawdopodobienstwa, wynikowy
zbior wartoSci legitymuje zbior wartoSci tych wiel-
koSci. Wartos¢ funkcji modelu odpowiadajaca temu
zbiorowi wartoSci tworzy zbior mozliwych wartoSci
wielkoSci wyjSciowej. WartoSci sa probkowane dla kaz-
dej funkcji gestosci prawdopodobienstwa wielkoSci
wejsciowej, dajac wartoS¢ wielkosci wyjSciowej. W ten
sposob otrzymany duzy zbior wartosci funkcji modelu
moze przyblizy¢ rozktad mozliwych wartoSci wielko-
Sci wyjsSciowej. Symulacja Monte Carlo moze bardziej
dotyczy¢ otrzymania rozktadu wielkoSci wyjSciowej
niz jej wartoSci oczekiwanej. W szczegolnosSci powyz-
sze losowanie wartosci z funkcji gestosci prawdopodo-
biefistwa dla kazdej wielkoSci wejSciowej odpowiada
petnemu zbiorowi zaobserwowanych wartoSci tych
wielkoSci, otrzymanych w tym samym czasie.

Dziatanie symulacji Monte Carlo polega na wygene-
rowaniu probki o rozmiarze N (liczba wielkosci wej-
Sciowych) poprzez niezalezne probkowanie losowe
funkcji gestosSci prawdopodobienstwa kazdej wiel-
kosci wejSciowej lub poprzez probkowanie wspolnej
funkgcji gestoSci prawdopodobienstwa dla wzajemnie
zaleznych wielkoSci wejSciowych. Powtarzanie tej
czynnoSci nastepuje w duzej liczbie, probkujac wie-
lokrotnie (M razy) zbior wielkoSci wejsciowych. Dla
kazdej niezaleznej proby zawierajacej N wielkoSci wej-
Sciowych obliczana jest warto$¢ wielkoSci wyjSciowej
Y, uzyskujac M wartoSci zbioru Y. Uzycie wszystkich
MwartoSci wielkoSci wyjSciowej Y daje dystrybuante
é(ﬂ) bedaca przyblizeniem dystrybuanty G(i) wiel-
koSci wyjSciowej. Z dystrybuanty é(;y) wyznacza si¢:
wartoS¢ oczekiwang jako estymate wielkoSci wyjscio-
wej, odchylenie standardowe jako niepewnosSc¢ stan-
dardowa oraz dwa kwantyle jako granice przedziatu
ufnosci 1,(Y) dla wymaganego poziomu ufnosci.
Skutecznos¢ okreslania przedziatu ufnosci wielkoSci
wyjSciowej powyzsza metoda zalezy od zastosowania
odpowiednio duzej liczby M.

Podstawowym krokiem obliczeniowym procedury
jest numeryczna aproksymacja dystrybuanty G(z) dla
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wartoSci wielkoSci wyjSciowej. Procedura jest realizo-

wana w Kkolejnych etapach:

a) wybor liczby probkowania (symulacji) M

b) wygenerowanie M prob N-elementowego zbioru
wielkosci wejsciowych

©) dlakazdej proby obliczenie z funkcji modelu pomiaru
odpowiadajacej mu wartosci wielkoSci wyjSciowe;j

d) posortowanie wartosci wielkoSci wyjSciowych w nie-
malejacym porzadku, uzywajac posortowanych war-
tosci do przyblizenia dystrybuanty wielkoSci wyjScio-
wej

€) wyznaczenie estymaty wielkoSci wyjsciowej i zwia-
zanej z nia niepewnosci standardowej z dystrybuanty
lub bezposrednio ze zbioru wartoSci wielkoSci wyj-
Sciowej

f) wyznaczenie najkrotszego przedziatu ufnosci odpo-
wiadajacego poziomowi ufnosci 95 % dla wielkosci
wyjSciowej z jej dystrybuanty.

WartoS¢ M, liczba losowan Monte Carlo, powinna
by¢ okreSlona a priori. Wplywa na nia zalecany sto-
pien przyblizenia zalezny od ksztattu funkcji gesto-
Sci wielkoSci wyjSciowej oraz wymaganego poziomu
ufnosci. Liczba losowan M = 10° czesto wystarcza do
wyznaczenia przedziatu ufnosci dla poziomu ufnosci
95 %, ktorego dtugosc jest zgodna z jedna lub dwoma
znaczacymi cyframi dziesietnymi.

Funkcja modelu pomiaru jest obliczana dla kazde;j
z M prob, na podstawie funkcji gestosci prawdopodo-
bienstwa kazdej z N wielkoSci wejSciowych. Poszcze-
goOlne proby oznaczane sa: xy,...,X,, gdzie r-ta proba x,
zawiera wartoScixy .., Xy, Z wartoscia x; , wylosowana
z funkgji gestosci wielkosci wejsciowej X;. Funkcja mo-
delu wartosci ma postac

y.=flx)dlar=1,.,M @

Przyblizenie GA(n) dystrybuanty G(#) wielkoSci wyj-
Sciowej Y moze byC otrzymane nastepujaco. Sortujemy
uzyskane w symulacji Monte Carlo wartosci wielko-
Sci wyjsciowej y,, ¥ = 1,..., M, zgodnie z niemalejacym
porzadkiem. Oznaczamy posortowane wartosci
i kazdej z nich przypisujemy skumulowane prawdo-
podobiefstwo

_ r— 1/ 2 (5)
" M
Nastepnie tworzymy funkcje GA(n) jako fragmentami
liniow3, taczac M punktow o wspotrzednych (y gy, p,)

dla ©)
r—1/2 . =Y <

yr —ng.yr+
M MYty = Vi) ) 1)

WartoS¢ oczekiwana funkcji GA(17) przybliza war-
tos¢ oczekiwana funkcji gestosSci prawdopodobien-
stwa g(n7) dla wartoSci wielkosci Y'i jest traktowana
jak estymata y wielkoSci wyjSciowej. Odchylanie
standardowe funkcji GA(17) przybliza odchylenie
standardowe funkcji g(i)) ijest traktowane jako nie-
pewnosc¢ standardowa u()) zwiazana z estymatg y.
WartoS¢ oczekiwana jest definiowana jako Srednia
arytmetyczna z M wartoSci y,

GO =

L1 &
y= EE‘; P, @)
a niepewnosc¢ standardowa wywodzi si¢ z zaleznoSci
(=3 (- ) ®
M-1

r=1

Niech a oznacza kazda wartoS¢ pomiedzy zeroil - p,
gdzie p jest wymaganym poziomem ufnosSci. Punkty
koncowe przedziatu ufnosci 1,(Y) dla wielkoSci wyj-
Sciowej sa wartosciami funkcji G-'(a) i G-(a + p), tzn. sa
kwantylami rzedu  oraz o + p rozkladu opisanego dys-
trybuanta G(77). Kwantyl rzedu f jest wartoscia zmien-
nej losowej, dla ktorej G(i) = B. Przyjecie a = 0,025 daje
przedziat ufnosci I, 95(Y) okreslony przez kwantyle:
0,0251 0,975, ktory jest probabilistycznie symetryczny.
Oznacza to 2,5 % prawdopodobienstwo, ze wartoSci
wielkosci wyjsciowej beda mniejsze niz dolna granica
przedziatu i wieksze niz gorna granica przedziatu. Gdy
funkcja gestoSci prawdopodobienstwa g(z) jest syme-
tryczna wokot jej wartoSci oczekiwanej, wtedy prze-
dziat ufnosci 1,(Y) jest symetryczny wokot estymaty
wielkoSci wyjSciowej, a jego granice rownoodlegte od
estymaty. WartoS¢ inna niz ¢ = 0,025 moze byc¢ przy-
jeta, gdy funkcja gestoSci prawdopodobienstwa jest asy-
metryczna. Wtedy przyjmuje si¢ najkrotszy przedziat
ufnoSci, poniewaz odpowiada on najlepszemu usytu-
owaniu wartoSci wielkoSci wyjsciowej w granicach
przyjetego prawdopodobiefistwa. Jest on dany przez
wartoS¢ a spetniajaca rOwnanie

8(G7'(a))=g(¢™'(a+ p)) ©)
lub kryterium minimum réznicy
G '(a+ p)-G ' (a)=min 10)

Jezeli g(n) jest symetryczna, to najkrotszym przedzia-
tem 1,(Y) jest przedzial ufnosci, dla ktorego
1-p

CZ:T (11)

Przedzial ufnosci 1,(Y) = [Yiows Vhign] 0dpowiada-
jacy poziomowi ufnosci p dla wielkosci wyjSciowej
powinien by¢ zapisywany z taka liczba dziesietnych,
aby ostatnia znaczaca cyfra odpowiadata pozycji cyfry
znaczacej przy wyrazaniu niepewnosci standardowej.
Przyktadem moze by¢ zapis

10,95()/) = [098, 109] Y

dla asymetrycznego rozkladu wielkoSci wyjSciowej
o parametrach: y = 1.02 'V, u(p) = 0,03 Vi jednej cyfry
znaczacej przy wyrazaniu niepewnosci standardowej,
oraz przy dwoch cyfrach znaczacych niepewnosci stan-
dardowej

1y95(Y) = [0983, 1.088] V

=1024V, u(y) = 0,028V



Walidacja metod obliczeniowych
przy uzyciu symulacji Monte Carlo

Dokument podaje rOwniez praktyczny sposob walidacji metod

obliczania niepewnosci rozszerzonej przy uzyciu symulacji Monte

Carlo. Zalecany sposob postepowania polega na dwoch dziata-

niach

a) zastosowanie sprawdzanej metody obliczeniowej w celu uzy-
skania przedziatu ufnosci odpowiadajacego poziomowiufnosci

95 %: y+U 95
b) zastosowanie symulacji Monte Carlo w celu otrzymania

wartoSci niepewnosci standardowej #(y) oraz granic |,y

i Ynign Przedziatu ufnosci odpowiadajacego poziomowi

ufnosci 95 %.

Nastepnie sprawdzamy, czy otrzymane przedzialy ufnosci zga-
dzaja si¢ co do ustalonego stopnia przyblizenia. Stopien zgodno-
Sci jest oceniany w odniesieniu do granic przedziatu i odpowia-
dajacej mu niepewnosci standardowej co do cyfr znaczacych.
Wyrazamy wartoS¢ u(y) w formie zapisu ax10”, gdzie a jest man-
tysa, a » wyktadnikiem. Btad walidacji wyraza zaleznos¢

. (12)
0==10"
2

Porownujemy przedzialy ufnosci otrzymane obiema meto-
dami, okreslajac wartosci

a3 Y+Ugo5 = Vhign as

|y - U0,95 ~ Viow

Jezeli warto$ci te nie sa wieksze niz d, to mozna uznaé¢ metode
obliczeniowa za zwalidowana.

Podsumowanie

Przedstawiony projekt dokumentu [2] jest waznym wydarzeniem
dla metrologii w dziedzinie opracowania wyniku pomiaru. Roz-
strzyga bowiem kweste sposobu przyjmowania rozktadu dla
wartoS$ci wielkoSci mierzonej. Projekt formutuje zasade propaga-
¢ji rozktadow jako podstawe obliczania niepewnosci pomiaru,
a wraz z nia koncepcje¢ wyznaczania przedziatu ufnosci, jako
miary niepewnosci, odpowiadajacego poziomowi ufnosci 95 %.
Jest to nowe podejscie w dziedzinie wyrazania niepewnosci po-
miaru, gdyz ,Przewodnik” [1] nie zalecal Scistego powiazania
niepewnosci rozszerzonej z okresSlonym poziomem ufnosci i nie
postulowal wyznaczania rozktadu dla wielkoSci mierzonej na pod-
stawie rozkladow wielkosci wejsciowych. Dokument proponuje
réwniez, aby symulacja Monte Carlo byta walidujaca dla innych
metod obliczeniowych niepewnosci pomiaru, przede wszystkim
zwiazanych z prawem propagacji niepewnosci.
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