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Metody wyznaczania wartości 
skutecznych prądu
Badano metody wyznaczania wartości skutecznych 
(r.m.s.) prądów stojana silnika indukcyjnego, których 
wartości chwilowe uzyskuje się obliczeniowo z wyko-
rzystaniem modelu obwodowego maszyny [2, 6]. Do 
analizy wybrano dwie spośród metod przedstawio-
nych w [4]:
  I  oznacza metodę opartą na definicji wartości sku-

tecznej – jako pierwiastka z ilorazu sumy kwadra-
tów próbek prądu przez liczbę próbek – z założe-
niem, że wartość częstotliwości prądu jest stała 
(w [4] nazywaną metodą 2), 

II  oznacza metodę opartą na tej samej definicji, ale 
z uwzględnieniem wahań chwilowej częstotliwości 
prądu związanych m.in. ze zmianami współczyn-
nika mocy w końcowej fazie rozruchu silnika, przy 
przyjęciu pełnookresowego okna pomiarowego 
(w [4] nazywaną metodą 3 w wariancie z oknem 
o szerokości okresu).

Przebieg chwilowych wartości prądu
Przykładowy przebieg wartości chwilowych prądu ob-
liczony z zastosowaniem modelu obwodowego przed-
stawia rys. 1. Symulację wykonano dla silnika klatko-
wego głębokożłobkowego o mocy 320 kW i napięciu 
znamionowym 6 kV w środowisku MATLAB.

Przebieg prądu jest odkształcony od sinusoidalnego. 
Odkształcenia podzielono w [4] na trzy kategorie: 
zmiany amplitudy harmonicznej podstawowej, skła-
dową zmienną o niskiej częstotliwości oraz zmiany 
częstotliwości chwilowej.
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Funkcje testujące

Do oceny wpływu zniekształceń na właściwości ba-
danych metod obliczania wartości skutecznych, utwo-
rzono funkcje wzorcowe o znanych przebiegach war-
tości skutecznych, odwzorowujące poszczególne 
kategorie odkształceń.

Funkcja 1

Zmiany amplitudy harmonicznej podstawowej od-
wzorowano, wykorzystując funkcję o następującej 
postaci:

   

(1)

gdzie:
a1 –  stała czasowa zmniejszania się prądu,
b1 –  planowany czas rozruchu,
a1 –  wartość początkowa amplitudy składowej zmien-

nej,
b1 –  wartość ustalona amplitudy składowej zmiennej,
w –  pulsacja przebiegu.

Stosunek amplitudy przebiegu sinusoidalnego do 
jego wartości skutecznej (czyli współczynnik szczytu) 
wynosi 2 . Wartość skuteczna funkcji g1(t) jest rów-
na 1. Wobec tego wartość skuteczna funkcji f1(t) 
w chwili t jest równa wartości funkcji A1(t) w tej 

Rys. 1. Symulowany przebiegu prądu rozruchowego jednej z faz 
stojana silnika
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wemu z sumy kwadratów składo-
wej stałej i wartości skutecznych 
poszczególnych harmonicznych, 
bez względu na ich fazy początkowe
[1, 5]:

(3)

Zatem wartości skuteczne funkcji 
f2(t) można obliczyć ze wzoru:

(4)

Przebieg funkcji  f2  przedstawia rys. 3a, zaś jej warto-
ści skutecznych – rys. 3b. Założono następujące war-
tości współczynników liczbowych:  a2 = –3;  b2 = 0,03;  
a2 = 0,2;  w = 4p;  k = 25.

Funkcja 3

Kolejnym zadaniem jest zbadanie wpływu niewielkich 
zmian częstotliwości przebiegu na dokładność wyzna-
czenia wartości skutecznych obu rozpatrywanymi me-
todami. Częstotliwość chwilowa prądu stojana w silni-
ku indukcyjnym jest zmienna [3]. Występują chwilowe 
wahania okresu związane m.in. ze zmianą kąta fazo-
wego. Zmiany częstotliwości w rozpatrywanym prze-
biegu wahają się w przedziale ±3 Hz. Do odwzorowa-
nia tych zmian utworzono funkcję o postaci:

(5)

Częstotliwość funkcji  f3 zmienia się liniowo w prze-
dziale czasu od 0,5 s do 2,5 s z prędkością a  Hz/s. Po 
upływie 2,5 s częstotliwość ustala się na osiągnię-
tym poziomie (rys. 4). Przebieg zmian częstotliwo-
ści funkcji  f3 przedstawiono na rys. 4. Wartość sku-
teczna tej funkcji w każdej chwili równa się 1, dlatego 
wykresu przebiegu F3 nie zamieszczono. Badania 
wykonano dla wartości współczynników funkcji:  
a3 = –5;  w = 110p.

 

samej chwili. Wartości współczynników dobrano 
tak, aby przebieg przypominał odwzorowywane skła-
dowe prądu z rys. 1: a1 = –0,4;  b1 = 3;  a1 = 1;  b1 = 0,2;  
w = 100p. Tę samą zasadę stosowano przy doborze 
wartości współczynników następnych funkcji testu-
jących.

Ponieważ wartość skuteczna jest wyznaczana z opóź-
nieniem (tzn. na końcu okresu, a nie w jego połowie), 
przebieg funkcji wzorcowej opóźniono względem A1(t) 
o pół okresu funkcji g1(t), czyli o 0,01 s dla podanych 
współczynników. Uwaga ta dotyczy także kolejnych 
funkcji.
Jak widać na rys. 2a, sygnał testujący ma kształt zbli-
żony do przebiegu prądu silnika. Jednak przebieg  f1 
nie zawiera składowej przejściowej, a jego okres jest 
stały. Wartości skuteczne funkcji  f1, oznaczone F1, 
przedstawiono na rys. 2b.

Funkcja 2

Drugi sygnał próbny służy do określenia wpływu skła-
dowej przejściowej na dokładność wyznaczania warto-
ści skutecznych. Funkcja testująca ma postać:

(2)

Wartości skuteczne pierwszego składnika sumy 
wchodzącej w skład funkcji f2(t) można obliczać iden-
tycznie jak dla funkcji 1. Natomiast cała funkcja f2 jest 
przebiegiem odkształconym. Wartość skuteczna prądu 
odkształconego jest równa pierwiastkowi kwadrato-

Rys. 2. Przebieg: a) funkcji testującej f1(t);  b) wartości skutecznych tej funkcji

a)                                                                                 b)
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Rys. 4. Zmiany częstotliwości funkcji 
testującej f3(t)Rys. 3. Przebieg: a) funkcji testującej  f2(t); b) wartości skutecznych tej funkcji
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wyznaczania wartości skutecznych badanymi meto-
dami w odniesieniu do przebiegu prądu otrzymanego 
z symulacji. Przebieg wartości skutecznych sygnału  f4 
przedstawiono na rys. 6b.

Wyniki testów
We wszystkich testach zastosowano krok obliczeń 
Tp = 4×10–4 s. Błąd względny wyznaczania wartości sku-
tecznych obliczano z zależności:

(8)

gdzie: F(t) – wartości skuteczne wyznaczone metodą 
I lub II,

 Frz(t) – wartości skuteczne obliczone dla funk-
cji uznanej za wzorcową.

Na kolejnych rysun-
kach przedstawiono 
wyniki badań. 

Rys. 7 przedstawia 
błąd względny obli-
czeń wartości skutecz-
nych funkcji  f1(t) me-
todą I i II. 

Rys. 8 dotyczy funk-
cji f2, rys. 9 – funkcji f3, 
a rys. 10 – funkcji f4. 

Przy zmianach am-
plitudy funkcji me-
toda I generuje błąd 
oscylujący wokół war-
tości rzecz y wistej , 
o amplitudzie propor-
cjonalnej do szybkości 
zmian przebiegu. War-
tość tego błędu osiąga 
prawie 0,8 % (rys. 7a). 
W przypadku metody 
II (z w ykr y waniem 
długości okresu) błąd 
ma stały znak (rys. 7b). 
Widoczny jest wzrost wartości błędu wraz ze zwięk-
szaniem się szybkości zmian funkcji badanej, ale jego 
wartość maksymalna nie przekroczyła 0,14 %.

Kolejne testy obrazują wpływ składowej przejścio-
wej na dokładność obliczeń (rys. 8). Błędy są podob-
nego rzędu, choć dla metody II minimalnie mniejsze. 

Wartość błędu jest proporcjonalna do 
stosunku amplitud składowej przej-
ściowej do ustalonej, a jego przebieg 
odpowiada w przybliżeniu przebie-
gowi funkcji symulującej składową 
przejściową.

Wyniki uzyskane w teście trzecim 
(rys. 9) wyraźnie wskazują metodę II 
jako bardziej dokładną. Na rys. 9a wi-
doczny jest duży wpływ założenia 
o stałości częstotliwości przebiegu 

Funkcja 4, sumaryczna

Ostatnia z funkcji zawiera wszystkie rodzaje odkształ-
ceń charakterystyczne dla przebiegu prądu stojana. 
Funkcja ta ma postać:

Funkcja jest złożona z trzech harmonicznych, któ-
rych przebiegi wartości skutecznych są opisane za po-
mocą odpowiednich członów A4i(t). Zatem wartości 
skuteczne funkcji testującej można obliczyć z zależ-
ności:

(7)

Dodatkowo faza funkcji g41(t) jest zmieniana przez 
y4(t) (rys. 5), co symuluje zmiany kąta przesunięcia fa-
zowego w czasie rozruchu silnika. Badania wykonano, 
przyjmując współczynniki:  a1 = 155;  a1 = –0,4;  b1 = 
3,1;  b1 = 0,2a1;   k1 = 50;  a4 = 2p×10–3;  a4 = 8;  b4 = 
–1,20×10–8;  b4 = p/0,88; c4 = 4,78×10–9;  a2 = 0,3a1;  a2 
= –3;  k2 = 2;  b2 = 0,15;  a3 = 3a2;  a3 = –12;  b3 = –0,05;  
w = 2p. 

Kształt funkcji f4 (rys. 6a) dość ściśle odwzorowuje 
przebieg prądu z rys. 1. Zastosowanie tej funkcji po-
zwala zatem ocenić jaki będzie poziom dokładności 

(6)
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Rys. 6. Przebieg: a) funkcji testującej f4(t); b) wartości skutecznych tej funkcji

Rys. 5. Przebieg zmian częstotliwości funkcji g41(t)
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skutecznych prądów. Z badań wynika, że obie 
metody nadają się do współpracy z obwodowym 
modelem silnika indukcyjnego. Zaletą metody 
I jest prostsza postać algorytmu obliczeniowego. 
Jednak przy występowaniu szybkich i dużych 
zmian prądu – np. przy analizowaniu rozruchu 
nieobciążonego silnika na biegu jałowym – uza-
sadnione wydaje się stosowanie metody II, która 
powinna zapewnić większą dokładność wyzna-
czania wartości skutecznych prądu. 

Błędy występujące w chwili rozpoczynania 
obliczeń można ograniczyć, przyjmując odpo-
wiednie wartości wstępne przewidywanego 
prądu. A zatem błędy wyznaczania wartości 
skutecznych przebiegu prądu z rys. 1 dla obu 
metod nie powinny przekroczyć 2 %. Bliższe 
określenie wartości spodziewanych błędów 
wymaga kontynuowania badań dla różnych 
przypadków pracy i mocy silników.

Do wyznaczania wartości skutecznych napię-
cia zasilającego silnik można z powodzeniem 
zastosować obie metody, ponieważ przebieg 
napięcia charakteryzuje się o wiele mniejszą 
zmiennością amplitudy i praktycznie stałą czę-
stotliwością.

Przy stosowaniu metody I ważne jest, aby na 
okres przebiegu przypadała całkowita liczba 
próbek. Należy zatem pamiętać o dobraniu od-
powiedniego kroku obliczeń. Na przykład, ob-
liczenia wartości skutecznych przebiegu o sta-
łej częstotliwości i amplitudzie metodą I przy 
kroku Tp = 6×10–4 s są obarczone błędem o prze-
biegu oscylującym wokół wartości poprawnej 
z amplitudą około 0,5 %. Powodem tak dużego 
błędu jest niecałkowita liczba próbek przypa-
dająca na okres przebiegu. II metoda wykazuje 
pod tym względem o wiele większą odporność 
(błąd nie przekroczył 0,01 %).
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na wyniki uzyskiwane metodą I. Zmiany częstotliwości powo-
dują generowanie znaczącego błędu, który osiąga 5 % i oscyluje 
wokół wartości poprawnej. Błąd dla metody II jest o trzy rzędy 
mniejszy (rys. 9b).

Przy okazji przeprowadzono wstępne testy sprawdzające 
możliwość wykorzystania metody II do wyznaczania wartości 
skutecznych przebiegu prądu wirnika, którego częstotliwość 
zmienia się w dużym zakresie. Metoda zachowuje zadowalającą 
dokładność w zakresie częstotliwości od 50 do 10 Hz.

Ostatnia porcja testów pozwala na określenie błędu obu 
metod w odniesieniu do przykładowego przebiegu symulu-
jącego zmiany prądu rozruchowego silnika. Uzyskane błędy 
przedstawiono na rys. 10. W początkowej fazie przebiegu f4  
oba algorytmy dają podobne wyniki, błędy krótkotrwale prze-
kraczają 2 %. Kiedy amplituda przebiegu zaczyna się szybciej 
zmieniać błąd metody I rośnie pod wpływem występujących 
wtedy wahań częstotliwości. Jednak wbrew oczekiwaniom jego 
wartość nadal nie przekracza 2 %.

Podsumowanie

Przeprowadzone testy pozwalają ocenić wpływ założeń uprasz-
czających na dokładność badanych metod wyznaczania wartości 

Rys. 8. Przebiegi błędu względnego obliczania wartości skutecznych 
wyznaczone dla funkcji f2(t): a) metodą I, b) metodą II

a)                                                                        b)

Rys. 9. Przebiegi błędu względnego obliczania wartości skutecznych 
wyznaczone dla funkcji f3(t): a) metodą I, b) metodą II

a)                                                                         b)

a)                                                                        b)

Rys. 10. Przebiegi błędu względnego obliczania wartości skutecznych 
wyznaczone dla funkcji f4(t): a) metodą I, b) metodą II


