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Propozycje rozszerzenia metod wyznaczania
niepewnosci wyniku pomiaréw

wg Przewodnika GUM"

(2)

Uscislenie metod obliczen niepewnosci typu B

W czesci 2, jako propozycje rozszerzenia metody obliczania niepewnosci

Mykhaylo Dorozhovets
Zygmunt L. Warsza

typu B, rozwazono tgczne uwzglednienie rozktadow prawdopodobieristwa
wielkosci wptywajacych i ich wspotczynnikow wptywu, wirtualng randomi-

zacje wartosci wielkosci wptywajacej, model ,,najgorszego” rozktadu oraz wptyw
korelacji pomigdzy sktadowymi niepewnosci. Zamieszczono wnioski dotyczace
tej czesci pracy oraz jako ciekawostke — historie omytki Laplaca w ocenie
wiarygodnos$ci wyniku pomiaréw stosunku mas Stonca i Jowisza.

W czesci 1 tej publikacji (PAR 1/2007) om6éwiono
podstawowe definicje i wzory do wyznaczania
parametrow niepewnosci wg przewodnika GUM [1, 2]
oraz zakres i ograniczenia w ich stosowaniu. Zapropo-
nowano rozszerzenie metody obliczania niepewnosci
typu A na pomiary wymagajace uwzgledniania korelacji
pomiedzy wartoSciami obserwacji oraz analizowano
wplyw przyjecia nieadekwatnego ich rozkladu praw-
dopodobienstwa. Zamieszczono tez podstawowa bi-
bliografie.

Uwzglednienie rozktadow
prawdopodobienstwa wielkosci
wplywajacych oraz ich
wspotczynnikéw wplywu

Podstawowe roOwnanie pomiaru zapisuje si¢ nastepu-
jaco:
Y=f(X7 le Q27Qn)
gdzie: X - wielkoS¢ mierzona,
01, O7,..0,, - wielkosci wptywajace.

Przy stalej wartoSci wielkoSci mierzonej X, na pod-
stawie rozniczki zupelnej otrzymuje si¢ dla przyrostow
chwilowych:

AY = aiql + of g+ ... o

an aQZ aQn

91,92, --- 4, - chwilowe odchylenia od wartoSci
odniesienia wielkoSci Q;.
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W dalszej czeSci tekstu wykorzysta si¢ wzory stoso-
wane do oceny sktadowej niepewnosci wyniku pomia-
row ug(x), tj. wyznaczanej metoda typu B. Otrzymuje si¢
je z przeksztalcenia powyzszej podstawowej zalezno-
Sci. Ich argumentami sa odchylenia wartosci Srednich
standardowych czynnikow wplywajacych na wynik po-
miarow, nazywane tu niepewnosSciami tych czynnikow.
Niepewnosci te wynikaja z niekontrolowanych zmian
zewnetrznych wielkoSci wptywajacych, zmian para-
metrow wewnetrznych systemu pomiarowego oraz za-
kiocen zewnetrznych i wewnetrznych. Oddziatywania
wyraza si¢ przez zaleznosci funkcyjne i ich wspotczyn-
niki w ujeciu probabilistycznym. Spodziewane skutki
oddziatywania poszczegolnych czynnikow wplywa-
jacych ocenia si¢ jako sktadowe niepewnosci B, ktora
nastepnie uwzglednia sie w procedurze odtwarzania do
opisu zbioru mozliwych wartoSci wielkoSci mierzonej
odpowiadajacych danemu wynikowi pomiaru - patrz
rys. 1 w czesci 1.

Do obliczenia sktadowej niepewnosci standardowej
ug[x(Q)] pochodzacej od okreslonego czynnika Q 2 nie-
zbedna jest znajomosc¢ rozktadu prawdopodobienstwa
P(q@) wartosci g tego czynnika, gdyz:

u[%(Q)]= \/J (q=m,)* paiq

gdzie: m, - wartosc oczekiwana g

D Publikacja ISO Guide to the Expression of Uncertainty in
Measurement, w literaturze nazywana w skrocie - Guide,
a ostatnio - akronimem GUM [1, 2].

2 W czesci 2 tej publikaciji litera g oznacza si¢ wartos¢ wielkosci
O wplywajacej na niepewnos¢ B liczona jako przyrost od war-
toSci odniesienia tej wielkoSci, np. dla temperatury od 20 °C
(w czesci 1 oznaczenia q; uzywano wg GUM dla obserwacji
pomiarowych wartos$ci x wielkosci mierzonej X).

45



46

Pomiary Automatyka Robotyka 2/2007

Tabela 1. Rozklady gestosci prawdopodobienstwa sktadowych niepewnosci i do metody typu B

2-delty Diraca Arcus sinus Réwnomierny Tréjkatny Normalny g, = 30
1 1 p(@ )
Rozktad PRI P@ P(@) p(@) /
@
q a q q q
~Agr | +qg | ~Agr 0 Qg | Qg 0 +qgr ~Ggr 0 Fqg . [ ~Gy=-30 0 Qg=+30
Odchylenie
stanerddowe Ay el £l Ay £
1 22 NG J6 Jo
up(q)
w % od Gor 100 71 58 41 33

Przy obliczaniu standardowej niepewnoSci typu B
niezmiernie istotne jest przyjecie wlasciwych rozkta-
dow prawdopodobienstwa dla wielkoSci wptywajacych
i dla wartoSci ich wspotczynnikow wpltywu. Rozktady
te, a takze ich parametry moga byc¢ znane z:

- poprzednio przeprowadzanych doswiadczen

- literatury naukowo-technicznej

- podrecznikow

- dokumentacji dostarczonej przez producenta itp.

Na ogot dysponuje sie pewna czastkowa wiedza
o wielkoSci wplywajacej O, np. znane sa jej niektore
parametry, zwykle - jej wartosci graniczne +g,,. Nato-
miast cz¢sto brakuje w pelni wiarygodnej informacji
o rozkladzie zmian tej wielkoSci i jej wspolczynnika
wplywu. Wowczas do rozwazan najbezpieczniej
jest przyjac rozktad, ktéry mozna uzna¢ w danych
warunkach pomiaru jako najbardziej niekorzystny
z mozliwych. Przy zadanych wartoSciach granicznych
wielkoSci wptywajacej, lecz nieznanym a priori jej roz-
kladzie, niepewnos¢ standardowa moze si¢ zmieniac
w szerokim zakresie (tabela 1), tj. od g, dla rozkladu
w postaci dwu rozsunietych funkcji delta Diraca, do
qgr/\/ 6 dla rozkladu tréjkatnego i ={g4/3 dla rozkladu
normalnego.

Rekomendacje do przyjecia a priori modelu rozktadu
prawdopodobienstwa:

« histereza - funkcja o postaci dwu delt Diraca
« zaklOcenia regularne typu meandr (bang-bang)
- funkcja: dwie delty
» regularne zaklocenia sinusoidalne - arcus sinus
« kwantowanie (jednostronne) - jednostajny
o kwantowanie dwustronne niezalezne - trojkatny
« dobowe zmiany wartoSci napiecia sieciowego
- w przyblizeniu tréjkatny
« odchylenia temperatury od wartoSci normalne;j

w pomieszczeniu - w przyblizeniu trojkatny
» zaklOocenia szumowe - normalny
» state fizyczne oraz chemiczne - poradniki (tablice).

Zalezno$¢ niepewnos$ci standardowej
od przyjetego modelu rozktadu

Zakladany model rozktadu jest zwykle tylko pewnym
przyblizeniem rozktadu rzeczywistego. Dotyczy to tez

parametrow tego rozkladu. Wskutek tego, przy wyzna-
czaniu parametrow rozkladu powstaje tzw. niepewnosc
wyznaczenia niepewnosci [2] wartosci g

Auy(q)
ugz(q)
Jest to wartoS¢ wzgledna i moze wynosic¢ od kilku do
50 %, a nawet i wiece;j.

Przy obliczaniu zlozonej niepewnosci standardowe;j
i nastepnie na jej podstawie niepewnosci rozszerzone;j,
wplyw tej dodatkowej niepewnoSci uwzglednia si¢ przy
obliczaniu wg Przewodnika [1, 2] wypadkowej tzw. efek-
tywnej liczby stopni swobody v g, jako rowne;j:

s @]
aE2 uz(q)

Na przyktad, jezeli niepewnoS¢ zadanego a priori
rozkladu wynosi ok. 30 %, to efektywna liczba stopni
swobody skladowej niepewnosci typu B

1 2 _
Vor.s =5[03] 7 =5,56~5

Przy obliczeniu niepewnosci rozszerzonej
Up(x) =R, (Vo p)- 14, (X)

wartoS¢ wspolczynnika rozszerzenia przyjmuje si¢
w oparciu o aproksymacje¢ rozktadu prawdopodobien-
stwa wyniku pomiaru odpowiednim rozkladem Stu-
denta [2]

kp(veﬂﬂ):tp(veﬁﬁ)

Przy duzej wartoSci niepewnoSci parametrow roz-
ktadu, liczba stopni swobody bedzie mata. Wzrasta
wowczas wynikajaca stad skladowa niepewnosci rozsze-
rzonej, poniewaz zmniejsza si¢ liczba stopni swobody
obliczana wg wzoru Welcha-Satterthwaite’a [1, 2]

(uf(x))z _(;”ﬁ[-x(%)])

i Verri i Verr.i

Veff,B =
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Wplyw niepewnosci wielkosci
wplywajacej na niepewnos$¢ wyniku
pomiaru

Odchylenie ¢ [x(Q)] wyniku pomiaru spowodowane
zmiana q wielkoSci wptywajacej Q opisuje si¢ zalezno-
Scig

Mx(Q)l=aq
gdzie: g - wartos¢ wielkosci Q rowna q - ¢, z niepew-

noscia u(q), a - wspotczynnik wpltywu o warto-
Scirownej a = a, z niepewnoscia u(a).

Sktadowa standardowej niepewnosci wyniku po-
miaru (zalezna od wptywu wielkoSci Q) opisuje wzor:

us[x(Q)]= [ @+ @) | g3 + (@]

Poniewaz wartoSci a, oraz ¢, sa znane, wynik mozna
skorygowac, wprowadzajac p = aq,. Wtedy nieskorygo-
wana cze¢S¢ wyniku ma niepewnosc:

ug[x(Q)] . =\ (@ + qu* (@) + w*(@u*(q)

Mozliwe przypadKki:
Day =0 (a - tag), wtedy:

g [x(Q]=ula)/qs +u*(q)

2)qo =0(g = tqyg), wtedy:

uy[x(Q)]=\ag +u’(a) ul(q)

3) ay =0 (a > +a,) orazq, =0 (q > tq,,), wtedy:

g [x(Q)]=u(a)-u(q)
Przyktad 4>

Wiadomo jest, ze temperaturowy wspolczynnik dziel-
nika napieciowego charakteryzuje si¢ wartoSciami gra-
nicznymi &g, = £50 ppm/°C, a graniczne odchylenie
temperatury w pomieszczeniu od normalnej wynosi
qiygr= 8 °C. Zakladajac trojkatne rozklady prawdopo-
dobienstwa dla wartoSci wspolczynnika temperatu-
rowego oraz odchylefl temperatury nalezy oszacowac
sktadowa standardowej niepewnosci wyniku pomiaru
z zastosowaniem tego dzielnika, zalezna od wptywu
temperatury.

Rozwigzanie:
Przy zalozeniu trojkatnych rozktadow prawdopodobien-
stwa wartoSci wspotczynnika temperaturowego oraz
odchylen temperatury, ich standardowe niepewnosci
Wynosza
u(ﬁ ):ﬁ u(gg):—SOppm/ ¢
N J6

» Przyklady numerowane sa kolejno w catej tresci czesci 11 2.

Po skorzystaniu z ostatniego wzoru, otrzymuje si¢
wzgledna standardowa niepewnos¢ wyniku od wptywu
temperatury:

5| ()
i ) I
[
_50 ppm/°C 8°C _
= 7c 75 67 ppm
Przyktad 5

W celu zmniejszenia niepewnoSci pomiaru wyzna-
czonej w przyktadzie 4 zmierzono temperature w po-
mieszczeniu. Z wyniku tego pomiaru wyznaczono
jej odchylenie od wartoSci normalnej, ktore wynosi
050 =7 °C ze standardowa niepewnoscia u(6y) = 0,5 °C.
Oznacza to, ze odchylenie temperatury od normalnej
miesci sie¢ w zadanych a priori granicach +8 °C. Przy tych
samych jak poprzednio zatozeniach nalezy oszacowac
standardowa niepewnos¢ wyniku wywotana wpltywem
temperatury.

Rozwigzanie:

Wzgledna standardowa niepewnoS¢ wyniku od wptywu
temperatury wyznacza si¢ w tym przypadku z innego
wZzoru, tj.:

Uy x(3,)
%:u(ee)mz
:%.(W)"CzMSPI’m

Z porOwnania wynikow wynika, ze po uwzglednie-
niu dodatkowej informacji o temperaturze niepewnosc
wyniku pomiaru zwigkszyla si¢ ponad dwukrotnie!

Wirtualna randomizacja wartosci
wielkosci wptywajacych oraz
ich wspétczynnikow

Pojawia si¢ pytanie, dlaczego po wyznaczeniu biezacej
wartoSci jednego z parametrow procesu pomiarowego,
oszacowana niepewnoS¢ pomiaru nieoczekiwanie
zwickszyla sie? Wyglada to na paradoks i wymaga bliz-
szego wyjasnienia. Przyczyna jest zalecane powszechnie
przyjecie niepoprawnego zalozenia o wirtualnej rando-
mizacji wartosci wielkoSci wplywajacej i jej wspolczyn-
nikow wplywu w catym zakresie ich zmian. Przy takiej
randomizacji zaktada si¢ okreSlony (nawet ,najgorszy”
zmozliwych) rozktad prawdopodobiefistwa dla wszyst-
kich wartoSci tej wielkoSci, zdarzajacych si¢ w prakty-
ce. W wiekszoSci przypadkow jest to jednak nieupraw-
nione, gdyz taka randomizacja w rzeczywistoSci nie
zachodzi. W kazdym cyklu zadania pomiarowego war-
tosS¢ jednej, lub nawet kilku wielkoSci wptywajacych,
moze by¢ nieznana, lecz jest stata.

Przy niekontrolowanej temperaturze eksperymentow
pomiarowych, w czeSci z nich rzeczywista wartoSc skta-
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dowej temperaturowej w niepewnosci standardowe;j
wyniku pomiaru bedzie wigksza niz Srednia, aw innych
bedzie od niej mniejsza. Zalezy to od tego, czy odchyle-
nie temperatury jest odpowiednio wigksze lub mniej-
sze od jej wartoSci normalnej. Do nieznanych wahan
wartoSci wielkoSci wptywajacych mozna zastosowac
randomizacje wowczas, gdy realizuje si¢ nie tylko poje-
dynczy krotki cykl pomiarowy, ale prowadzi si¢ pomiary
ciagte w Srodowisku zewnetrznym lub w laboratorium
bez klimatyzacji. Dotyczy to np. dodatkowego wzrostu
niepewnosci pomiaréw wykonanych przyrzadami po-
miarowymi, uzywanymi w takich warunkach do ba-
dania w sposOb ciagly parametrow roznych obiektow,
produktow, materiatow itp.

Wystepuja tez takie wielkoSci wptywajace oraz wspol-
czynniki, ktore przy powtarzanych seriach pomiarow
zachowuja zawsze stala (ale nieznana) wartoS¢ w calym
cyklu zbierania obserwacji pomiarowych, nawet w bar-
dzo dhugim czasie. Na przyktad w uktadzie do pomiaru
pradu wykorzystuje si¢ bocznik - rezystor o podanej
przez producenta wartoSci nominalnej rezystancji
R,=1,000 Q oraz tolerancji 0R,, = 0,1 %. Z informacji od
producenta wiadomo, ze podczas produkgcji rezystory
klasyfikowano (sortowano do roznych przedzialow war-
toSciiklas doktadnosci) w taki sposob, ze mozna przyjec
jednostajny rozktad prawdopodobiefistwa wartoSci no-
minalnej rezystancji miedzy wartoSciami granicznymi
przedzialu g, jak narys. 1b. Wystepuje tu rzeczywista
randomizacja wartoSci rezystancji, poniewaz producent
przy wyznaczeniu rozkladu prawdopodobienstwa tych
wartoS$ci bazowat nie na jednym rezystorze, a na duzej
ich grupie z produkgji. Z takiej randomizacji wynika, ze
warto$¢ oczekiwana wzglednej standardowej niepew-
nosci rezystancji rezystora wynosi

ug(R) Ore  0,1%

= = =0,0577 %
R B B
p(q)
Ry =1,000 Q
+0,1%

Rys. 1. Symbol rezystora (a) i rozklad rozrzutu jego wartosci (b)

W uktadzie pomiarowym stosuje si¢ egzemplarz re-
zystora przypadkowo wybierany z danego przedziatu
wartosci rezystancji, o nieznanej wartosSci rzeczywi-
stej R, statej w czasie trwania danego cyklu pomiarow.
W kolejnych eksperymentach pomiarowych wartosc ta
pozostaje bez zmian! (Przy krotkim czasie zbierania ob-
serwacji pomiarowych mozna w rozwazaniach nie bra¢
pod uwage dlugoczasowej oraz temperaturowej niesta-
bilnosci rezystancji i jej wptyw pominac). Wskutek tego,
odchylenie wartoSci rezystancji od jej wartoSci znamio-
nowej R, i sktadowa niepewnosci wyniku pomiaru tym
odchyleniem spowodowana, nie zmienia si¢. Z duzym
prawdopodobienstwem bedzie si¢ ona rozni¢ od war-

tosci oczekiwanej 0 0,0577 %. Moze by¢ zarowno mniej-
sza od tej wartosci, co na ogot nie szkodzi, jak i wieksza
od niej, co powoduje pewne skutki negatywne. Powstaje
pytanie: czy uzasadnione jest uznanie wartosci ocze-
kiwanej niepewnosci standardowej dotyczqcej catej
partii rezystorow za reprezentatywnq dla pojedyn-
czego egzemplarza?

Przyjecie takiego zalozenia nalezy traktowac jako wir-
tualna randomizacje odchylen rezystancji od jej warto-
Sci nominalnej. Poglady producenta partii rezystorow
orazuzytkownika pojedynczego rezystora z tej partii na
skutki wptywu rozktadu prawdopodobiefistwa odchy-
len nominalnej wartoSci rezystancji roznia si¢ zdecydo-
wanie. Jest to ilustracja ogolniejszego problemu:

- czy probka zawierajqgca tylko pojedynczy element
odwzoruje reprezentatywnie wtasciwosci catej po-
pulacji,lub

- jakjest uzasadnione przenoszenie a priorizadanych
wtasciwosci populacji na wtasciwosci pojedynczego
elementu. Innymi stowy: jak dalece uzasadniona jest
wirtualna randomizacja.

Podobna sytuacja istnieje tez w innych dziedzinach:

o poglad ministra zdrowia o zdrowiu pacjentow jest
w pelni uzasadniony jako randomizowany - staty-
styczny, oparty na istniejacym rozktadzie prawdo-
podobienstwa wystepowania okreslonej choroby
u danej kategorii ludzi

« poglad okreSlonego pacjenta - nie moze by¢ randomi-
zowany - bo on albo choruje na dana chorobeg, albo
nie.

Randomizacja przestaje by¢ catkowicie wirtualna,
gdy podczas analizy mamy nie jeden element, a kilka,
niekoniecznie z tej samej populacji, przy tym im wick-
sza liczba elementéw wptywa na wynik pomiaru, tym
w wickszym stopniu przyjecie zasady randomizacji ma
sens zarOwno teoretyczny, jak i praktyczny.

Model ,,najgorszego rozktadu”

Eksperymentator bedzie mogt podczas analizy nie-
pewnosci uwzgledni¢ randomizacje dowolnej liczby
sktadowych, jesli najpierw przyjmie dla kazdej z nich
odpowiedni (tj. poprawny) model tzw. ,najgorszego”
rozktadu prawdopodobienstwa. Rozktad ten powinien
spetniac nastepujace ogolne warunki:

1) Jego parametry beda oparte na znanych a priori pa-
rametrach (np. od producenta).

2) Ksztalt bedzie zalezny od liczby elementéw wykorzy-
stywanych w danym eksperymencie pomiarowym.
Przy nieograniczonym zwigkszeniu liczby elemen-
tow sktadowych rozktad powinien dazy¢ do rozktadu
calej populaciji.

3) Kazda dodatkowa wiedza, uzyskana na przyktad z po-
miaru rzeczywistej wartoSci parametru elementu, nie
moze powodowac zwigkszenia niepewnosci wyniku
pomiaru, a odwrotnie - ja poprawiac.



Przyktad dwu modeli najgorszego
rozktadu

Jednym z modeli odpowiadajacych warunkom ekspery-
mentalnym jest rownomiernie dyskretyzowany rozklad
prawdopodobienstwa populacji. Liczba dyskretnych
wartosci g, rowna si¢ podwojnej liczbie elementow
wykorzystywanych w danym zadaniu pomiarowym
(rys. 2).

a) A r(q b) A
\ n=3 pi=1/8 n=4

Ps ':;g::-a:-r’ =Tw£i“' P3 »q q

—Agr 0 +dg *Agr

Rys. 2. Dyskretyzowane rozktady prawdopodobiefistwa:
a) dowolny (n = 3), b) jednostajny (n = 4)

W przypadku rozktadu jednostajnego z n elementow
(rys. 2b) standardowa niepewnos¢ wartoSci ¢ wynosi

[16]
_ e 2
u[Q(n)]= 5 L+ —

Dla dowolnego przyjetego a priori rozktadu prawdo-
podobiefnstwa i przy wykorzystywaniu tylko jednego
elementu, model najgorszego rozktadu prawdopo-
dobienstwa p(Q|,-;) ma posta¢ dwoch rozsunigtych
funkgcji delta Diraca (20), znajdujacych si¢ w punktach
o wartoSciach granicznych parametru (rys. 3).

A
p(q)

p=1/2 p=1/2

q

(.

+agr

~Agr

Rys. 3. Model ,najgorszego” rozktadu prawdopodobiefistwa
w postaci dwoch funkgji delta Diraca dla przypadku po-
jedynczego elementu lub jednej wielkoSci (n = 1)

Przy takim modelu standardowa niepewnos¢ warto-
Sci wielkoSci zawsze rowna si¢ jej wartoSci granicznej

qgr' u(Q|n=1) = qgr

Przy zatozeniu takiego modelu rozktadu wielkoSci
wplywajacej, dodatkowy pomiar tej wielkoSci (przy
wyniku pomiaru g, < g, 0raz jego niepewnosci #(qo),

takiej, ze
V qg +u2(q0) < qgr

praktycznie zawsze bedzie powodowac zmniejszenie
niepewnoSci wyniku pomiaru (co najwyzej zmiana nie
wystapi)

uy [x(Q)] = u(a)qs +u*(q) <ua)q,,
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montazowa jest ograniczona
lub przewazajg ruchome
czesci maszyny.
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Przyktad 6

Jezeli dla odchylenia temperatury w pomieszczeniu
(takiego, jak w przykladzie 4) zalozy¢ model rozktadu
Z rys. 3, to jej standardowa niepewnoSc¢ na podstawie
zadanych a priori wartoSci granicznych +8 °C wynosi
u(0y) =8 °C, a wzgledna standardowa niepewnosS¢ wy-
niku spowodowana przez wplyw temperatury rowna
si¢:

Ug [.x(f)e)]
x|

= u(ge)u(ﬁe) =
_ 50 ppm/°C

NG

Po pomiarze temperatury (przyktad 5) wzgledna stan-
dardowa niepewnoS¢ wyniku spowodowana wplywem
temperatury wynosi:

0
W:u(s(,)‘mz
2%_(\/%)0(::14@@1

Tak wiec, przy zatozeniu takiego modelu rozktadu
wartosci temperatury, wzgledna standardowa niepew-
nos$¢ wynikajaca z jej wplywu po zmierzeniu tempera-
tury jest mniejsza od standardowej niepewnosci wyzna-
czonej na podstawie tylko a priori zadanych wartosci. To
samo, nawet w wiekszym jeszcze stopniu, stosuje sie do
przyjecia najgorszego rozktadu prawdopodobienstwa
dla wspotczynnika wptywu wielkoSci oddziatujacej na
wynik pomiaréw, na przyktad temperaturowego wspol-
czynnika rezystora, o ktorym juz pisano powyze;j.

Przy kilku sktadowych, sumaryczny rozktad niepew-
nosci otrzymuje si¢ jako splot rozktadow dyskretnych.

.8°C =163 ppm

Uwzglednienie korelacji pomiedzy
sktadowymi niepewnosci

W praktyce pomiarowej, gdy niepewnoS¢ wyniku po-
miaru wielkosci x ma kilka sktadowych, charakteryzo-
wanych przez ich standardowe niepewnosci, to ztozona
niepewnosc¢ standardowa oblicza si¢ wedtug wzoru:

m m-1 m
uc(x)=\/2u§[X(Qi)]+22 $ ryua[x(0) o[ (9]
i=1 i=1 j+i=1
gdzie: r;; - wspolczynniki korelacji pomiedzy sktado-
wymi niepewnosci pochodzacymi od wielkoSci
wplywajacych.

Na podstawie posiadanejwiedzy czesto zaklada sie, ze
sktadowe nie sa ze soba skorelowane (r; = 0) i wowczas
wzOr do obliczenia zlozonej niepewnosci standardowej
upraszcza sig.

u,(x)= \/uf; [x(Ql)]+u§ [x(Qz)]+...+u§ [x(Qm)]

Natomiast, jeSli przyjmie si¢ najgorsze przypadki
wszystkich wspolczynnikow korelacji £1, to:

u (x)=u, [x(Ql)]+uB [x(Qz)]+...+uB [x(Qm)]

Nalezy odpowiedzieC na dwa pytania:

1) czy przyjmowanie braku korelacji wzajemnej jest
zawsze prawidtowe?

2) w jakich przypadkach takie zatozenie moze powo-
dowac nieprawidtowe obliczenie wartosci ztozZonej
niepewnosci standardowej?

Z definicji korelacji wynika, ze jesli dwie wielkoSci
xorazy sarzeczywiscie ze soba nieskorelowane, to przy
nieskofnczonej liczbie n par (x; ;) wynikOw pomiaru
obliczona wartoS¢ wspolczynnika korelacji zdaza do

zera [M1, M2]
1 E = =
Ei:o Vi=Vp || Xi —Xn

Jednak z teorii statystyki matematycznej wiadomo, ze
w razie skoficzonej liczby n <co par wynikOw pomiaru
istnieje rozne od zera prawdopodobienstwo, ze obli-
czona na podstawie tych par wartoS¢ wspotczynnika
korelacji jest nie mniejsza od dowolnej wartosci |ry|<1
lub w innej formie

P(|r,|2|r|)=0

Prawdopodobienstwo to mozna obliczy¢ ze wzoru
[M1]
2T|(n-1)/2 ! nd

Jr T|(n-2)/2 J(1-r) > ar

Irol

P(|rn| 2|ro|):

Jego wartosci podaje tabela 2 zaczerpnieta z [M1, Do-
datek C].

Obliczajac ztozona niepewnos¢ standardowa trzeba
zaktadac, ze nalezy uwzglednia¢ mozliwos¢ korelacji

Tabela 2. Wartos¢ (%) prawdopodobiefistwa, ze wyniki 7 par po-
miaréw dwoch wielkosci sa nieskorelowane P(‘r,,‘ > ‘n,‘) >0 [M1]

fo
n (0 01 102 (03 |04 |05 |06 |07 |08 (09 |1
3 1100 | 936 |87,2 806 738 |66,7 |59 |506 |41 287 |0
4 1100 |90 [80 |70 |60 |50 |40 |30 |20 |10 |O
5 1100 |873 |747 |62,4 |50,5 (39,1285 |188 (104 3,7 |0
6 | 100 |851 704 |564 |432 (313208 |121 |56 |14 |0
7 | 100 |831|667 [51,3 [37,4 253|154 |8 31 106 |0
8 | 100 | 814|635 |47 |326 (20,7 |11,6 |53 |17 |02 |0
9 | 100 |798 |606 [433 (286 |17 |88 |36 |1 01 |0
10100 |783 |58 |40 |252 |141 |67 |24 |05 |00 |0




pomiedzy okreslonymi realizacjami sktadowych, nawet

jezeli zaklada si¢ a priori, Ze nie sa one ze soba skorelo-
wane, tj.:

uc(x)=\/gu§[x(g,-)]+2mf 1y (m)uy[ (0, s [*(2))]

i=1 j+i=1

Wartos$ci wspotczynnikow korelacji beda zalezne od
liczby m sumowanych sktadowych niepewnosci

ry=1;;(0)

Przy zwickszeniu liczby sktadnikow niepewnosci,
wartoSci poszczegolnych wspotczynnikow korelacji
(jezeli sktadowe nie sa a priori nieskorelowane) beda
si¢ zmniejszac. W tym celu nalezy przeprowadzi¢ dodat-
kowe badania statystyczne dla uzasadnienia zaleznoSci
r;=r;(n) oraz wyjasnienia, jaka warto$¢ wspotczynnika
korelacji jest istotna.

Splot rozktadow prawdopodobienstwa

Warto jest rozwazyc¢ jeszcze sposob obliczania wspot-
czynnika rozszerzenia przy obliczaniu niepewnosci
rozszerzonej, gdy ztozona niepewnosc¢ standardowa
ma kilka sktadnikow. Teoretyczne rozwiazanie tego
problemu polega na wyznaczaniu rozktadu prawdopo-
dobienstwa p[x(Zg,)] dlatacznego wptywu sktadnikow
pochodzacych od wszystkich wielko$ci wptywajacych.
Czesto w tym celu zaklada si¢ statystyczna niezaleznos¢
sktadnikow i poszukiwany rozktad prawdopodobien-
stwa p[x(Zq,)] oblicza si¢ jako splot rozktadow tych
sktadnikow [71], tj.:

p[x(ZQ)]=p[x(@)] o[ x(0)] [ *(;)]-

Nastepnie na podstawie obliczonego splotu dla za-
danego poziomu ufnosci p oblicza si¢ wspotczynnik
rozszerzenia k,. Metode te zaleca si¢ do stosowania
w przypadku, kiedy liczba sktadowych jest stosunkowo
mata, np. tylko 2 - 4 i gdy brakuje uzasadnienia dla przy-
jecia rozktadu normalnego na podstawie twierdzenia
granicznego [7]. Przy dowolnych rodzajach rozktadow
prawdopodobienstwa dla poszczegolnych wielkosci
lub parametrow wplywajacych na wynik, do oblicze-
nia splotu rozktadéw oraz wartos$ci wspotczynnika roz-
szerzenia niezbedne sa zmudne obliczenia. Poniewaz
rzeczywiste rozktady prawdopodobiefistwa wielkoSci
wptywajacych (oraz ich parametry) sa znane w duzym
przyblizeniu (czesto z niepewnoscia nawet do 30-50 %,
jak podawano to juz powyzej), to sposob ten jest mato
uzyteczny w praktyce. Znaczenie tej metody jest ra-
czej teoretyczne. Uwzglednienie niepewnosci rzeczy-
wistych rozktadéow prawdopodobieistwa wielkosci
wplywajacych uzyskuje si¢ przez obliczenie efektyw-
nejliczby stopni swobody oraz uwzglednienie korelacji
pomiedzy sktadowymi niepewnoSci i mozna wyznaczac
wspolczynnik rozszerzenia traktujac rozktad wypad-
kowy jako normalny. -
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-+ Whnioski do czesci 2

1. Podstawowym zadaniem w oszacowaniu niepewno-
Sci metoda typu B jest zalozenie a priori rozkladow
prawdopodobienstwa wartosSci wielkoSci wptywaja-
cych oraz wspotczynnikow ich wptywu. Z pomiaro-
wego punktu widzenia, jezeli brakuje przekonujacych
danych o rozktadzie gestoSci prawdopodobienstwa,
a sa znane tylko wartoSci graniczne wielkosci wply-
wajacej, to tzw. ,najgorszy” z mozliwych model tego
rozktadu ma posta¢ dwu funkgji delta Diraca usytu-
owanych w punktach o tych wartoSciach granicz-
nych. Przy zalozeniu takiego modelu, we wszystkich
przypadkach, gdy zmierzy si¢ wartoS¢ wielkoSci
wplywajacej, niepewnos¢ wyniku bedzie mniejsza
od wartoSci niepewnosci bez przeprowadzenia ta-
kiego pomiaru.

2. Wirtualna randomizacja wartoSci wielkoSci wpty-
wajacej jest uzasadniona wtedy, gdy realizuje si¢ nie
jeden, a wiele eksperymentow pomiarowych i wiel-
koS¢ wptywajaca w tych eksperymentach zmienia
swoje wartoSci. Przy pojedynczym eksperymencie
przyjecie modelu wirtualnej randomizacji wartosci
wielkoSci wptywajacej prowadzi do zbyt optymi-
stycznej oceny niepewnosci wyniku pomiaru.

3. Rzeczywista randomizacja w pojedynczym ekspery-
mencie pomiarowym wystepuje pomiedzy warto-
Sciami wielkoSci wptywajacych, jesli jednoczeSnie
oddziatuja one na wynik pomiaru. Przy malejliczbie
oddziatywan (sktadowych niepewnosci) koniecznie
nalezy uwzglednia¢ mozliwoSc statystycznej korelacji
pomiedzy tymi oddziatywaniami, nawet wtedy, gdy
uzasadnione jest przekonanie o niezaleznosci wiel-
kosSci wplywajacych.

4. Rzeczywiste rozktady prawdopodobienstwa wiel-
koSci wplywajacych (oraz ich parametry) sa na ogot
znane z duzym przyblizeniem, nawet cz¢sto z nie-
pewnoscia do 30 - 50 % i nie jest celowe, aby do
wyznaczania wartosci wspolczynnika rozszerzenia
niepewnosci oblicza¢ model sumarycznego rozktadu
prawdopodobienstwa np. poprzez splot. Uwzglednie-
nie niepewnoSci rzeczywistych rozktadow prawdo-
podobienstwa wielkoSci wplywajacych uzyskuje sie
przez obliczenie efektywnej liczby stopni swobody
oraz uwzglednienie korelacji pomiedzy sktadowymi
niepewnosci.

Historyczny przykiad omyiki
w ocenie wiarygodnosSci
wyniku pomiaru

Jeden z najwybitniejszych tworcow teorii probabilistyki
Laplace, po doktadnej analizie wynikow obserwacji do-
tyczacych parametrow ruchu Jowisza (Jupitera), wyzna-
czyl, ze stosunek masy Jowisza do masy Stofica rowna
si¢ 1:1071 (<|£1,0 %|), z bledem wzglednym, ktory nie
przekroczy wartoSci granicznej +1,0%. Proponowat on
zaktad bukmacherski w stosunku 1000000:1, ze btad
wzgledny nie przekroczy +1,0 %.

Jak sie pozniej okazalo, na podstawie obserwacji

o wiekszej doktadnosci, oraz uwzglednieniu innych
czynnikow (ktore wczesniej nie zostaly zauwazone),
stosunek tych mas r6zni si¢ od wyznaczonego przez
Laplace’a o ponad 2 %!

Niewatpliwie Laplace przegralby zaktad, jednak spre-

cyzowano nowy wynik po jego Smierci.
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Errata czesci 1

PAR 1/2007 str. 23 kolumna lewa, ,,3. Ocena wartosci
standardowego...” podano niewlasciwy wzor warto-
Sci Sredniej, zamiast:

1

6
67=i2q,. =1,240075
161’:1
powinno byc¢

_ 1 Lo

=—>Y ¢,=7,53113=7,531
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