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Konfiguracje osobliwe manipulatora są to takie konfiguracje, w których manip-
ulator traci jeden lub kilka stopni swobody. Jak wiadomo, istnienie konfiguracji 
osobliwych utrudnia w sposób istotny sterowanie manipulatorem w przestrzeni 
zewnętrznej. W celu lepszego zrozumienia zachowania manipulatora w otocze-
niu konfiguracji osobliwych proponujemy sprowadzenie odwzorowania opisującego 
kinematykę manipulatora do pewnej prostej postaci, zwanej postacią normalną, za-
chowującej jakościowe własności kinematyki oryginalnej. W referacie zostały przed-
stawione postacie normalne wybranych klas osobliwych kinematyk manipulatorów 
i przeanalizowane ich znaczenie dla zadania odwrotnego kinematyki. 

Stawa kluczowe: kinematyka, jakobian, konfiguracja osobliwa, postać nor-
malna, zadanie odwrotne. 

1 Wprowadzenie 

Rozważmy sztywny manipulator o n stopniach swobody posiadający m przegubów obro-
towych oraz is — m przegubów przesuwnych. Kinematykę manipulatora definiujemy 
jako odwzorowanie przyporządkowujące każdej konfiguracji wewnętrznej manipulatora 
określone położenie i orientację jego efektora. 

Oznaczmy symbolem X przestrzeń wewnętrzną manipulatora. Zakładając. że prze-
guby manipulatora są nieograniczone. możemy napisać 

X --24 7"n x R'. 

gdzie rn oznacza m—wymiarowy torus. Przestrzeń zewnętrzna Y manipulatora jest 
zwykle utożsamiana z grupą euklidesową S E(3) lub pewną jej podgrupą (R', SO(3), 
.SE(2)). Przy przyjętych założeniach zarówno przestrzeń wewnętrzna jak i zewnętrzna 
manipulatora są analitycznymi rozmaitościami, a kinematyka manipulatora 

: X Y (2) 

o* Rozszerzona wersja referatu wygłoszonego podczas seminarium Projekty badawcze. granty w 
dziedzinie robotyki finansowane przez Komitet Badań Naukowych, PIAP Warszawa, 7-8 grud-
nia 1993, przedstawiającego wyniki uzyskane w ramach projektu badawczego Metody topologiczno-
różniczkowe w robotyce, grant KBN Nr 3 3204 9203. 



Una* mechaniczne robotów 107 

jest odwzorowaniem analitycznym zależnym w sposób analityczny od parametrów geo-
metrycznych manipulatora. Standardową postać odwzorowania (2) otrzymuje się dzięki 
zastosowaniu algorytmu Denavita-Hartenberga [1], [9]. 

Mając określoną kinematykę (2) możemy zdefiniować w sposób kanoniczny jako.)ian 
manipulatora [9] 

ak(x) 
J(x) — 

ax ( 3 ) 

rozumiany jako przekształcenie prędkości w przegubach manipulatora w prędkość lin ową 
i kątową efektora w konfiguracji x. Wprowadźmy teraz następującą definicję. 

Definicja 1 Konfigurację x E X nazywamy regularng, jeżeli 

rank J (x) = min(dim X dim Y), (4) 

gdzie dim X = n, dim Y = p (p = 3,6). Konfigurację, która nie jest regularna nazywamy 
osobliwg. 

Konfiguracje osobliwe są to zatem takie konfiguracje, w których jakobian manipula-
tora traci rząd. Oznacza to, że jeżeli manipulator znajduje się w konfiguracji osobliwej, 
pewne niezerowe prędkości w przegubach nie powodują (z dokładnością do małych rzędu 
2) ruchu efektora. Istnieje także dualna interpretacja konfiguracji osobliwych jako takich 
konfiguracji, w których zrównoważenie pewnych niezerowych sil działających na efektor 
nie wymaga (również w pierwszym przybliżeniu) wywierania żadnych sil ani momentów 
w przegubach manipulatora [5]. 

Z uwagi na odmienną geometrię przestrzeni wewnętrznej i zewnętrznej manipulatora, 
wystąpienie konfiguracji osobliwych jest nieuniknione. Kwestę isnienia konfiguracji os-
obliwych rozstrzyga następujące twierdzenie [3], odkrywane w literaturze robotycznej 
niejednokrotnie. 

Twierdzenie 1 Każdy manipulator: nieograniczonymi przegubami obrotowymi, którego 
liczba stopni swobody spełnia warunek n > p posiada konfiguracje osobliwe. 

Jest rzeczą dobrze znaną, że z punktu widzenia typowych zadań sterowania mani-
pulatorem (śledzenia) w przestrzeni zewnętrznej występowanie konfiguracji osobliwych 
stanowi istotną przeszkodę przy stosowaniu klasycznych strategii sterowania [13]. W ra-
mach strategii zastąpienia śledzenia w przestrzeni zewnętrznej śledzeniem w przestrzeni 
wewnętrznej trudności pojawiają się przy rozwiązywaniu odwrotnego zadania kinematyki 
W pobliżu konfiguracji osobliwych. Przy strategii bezpośredniego śledzenia w przestrzeni 
zewnętrznej z zastosowaniem linearyzacji i odsprzęgania (algorytm preunda [2]), w kon-
figuracjach osobliwych natrafiamy na osobliwość macierzy odsprzęgania. 

Problem opracowania algorytmów sterowania manipulatorem skutecznych w otocze-
niu konfiguracji osobliwych i zdolnych do przeprowadzenia manipulatora przez konfigu-
racje osobliwe w sposób gładki należy wciąż do otwartych problemów robotyki. Częściej 
Przy tym ten problem jest przez robotyków omijany przy pomocy różnych forteli, niż 
Podejmowany w całej złożoności. Problem śledzenia przy osobliwościach kinematyki ma-
nipulatora, [12], stal się jednym z motywów do podjęcia badań nad zachowaniem manipu-
latorów w pobliżu konfiguracji osobliwych, których wyniki są omawiane w niniejszej pracy. 
Celem badań było opracowanie modeli matematycznych kinematyk osobliwych. Modele 
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takie noszą nazwę postaci normalnych kinematyki. Zastosowane metody wywodzą się 

z teorii osobliwości [10]. W literaturze na temat robotyki podobny sposób podejścia 

reprezentują pozycje [6], [8]. 

Układ niniejszej pracy jest następujący. W rozdziale 2 omawiamy modele tzw. struk-
turalnie stabilnych osobliwości kinematycznych. W rozdziale 3 podajemy klasyfikację 

osobliwości kinematyk planarnych. Ro2dzial 4 jest poświęcony osobliwościom pewnej 
klasy kinematyk przestrzennych. Rozdział 5 podaje warunki sprowadzalności kinematyki 
do tzw. kwadratowej postaci normalnej. W rozdziale 6 analizujemy szczególne własności 

odwrotnego zadania kinematyki dla kin matyk posiadających kwadratową postać nor-
malną. Rozdział 7 zawiera konkluzje. Ze względu na szczupłość miejsca ograniczamy się 

tutaj wyłącznie do przedstawienia wyników i ich zwięzłej interpretacji odsyłając Czytel-
nika zainteresowanego dowodami do cytowanej literatury. 

2 Osobliwości kinematyk strukturalnie stabilnych 

Model kinematyki i dynamiki sztywnego manipulatora traktowanego jako układ sterowa-
nia z funkcją wyjścia może być przedstawiony w następującej standardowej postaci [4]: 

{X = Ę 

= F(x,Ę)+G(x)u (5) 
y =

gdzie x,Ę, u E R" oznaczają, odpowiednio, współrzędne położenia i prędkości w prze-
gubach oraz sib, i momenty sterujące, y E RP określa położenie i orientację efektora 
manipulatora. G(x) jest nieosobliwą macierzą n x n, k(x) - oznacza kinematykę ma-
nipulatora. Postać (5) jest wygodna przy rozważaniu zadania śledzenia trajektorii w 
przestrzeni zewnętrznej. Wiadomo jednak, że model (5), chociaż możliwy do uzyskania 
w postaci symbolicznej dla dowolnego manipulatora, jest zazwyczaj tak skomplikowany, 
że nieprzydatny do jakiejkolwiek analizy. W takiej sytuacji celowe jest poszukiwanie 
przekształceń modelu (5), które, zachowując jego własności, nadawałyby mu możliwie 

prostą postać. 

Biorąc pod uwagę naturalną klasę przekształceń obejmującą: 

• lokalną zmianę współrzędnych x i Ę postaci 

ap 
(x.ć) ax 

• lokalną zmianę współrzędnych y 

• sprzężenie zwrotne od stanu 

Y

u a(x,Ę)-f- 0(x,Ou 

otrzymujemy następujący rezultat [13]. 

(6) 
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Twierdzenie 2 Pod dzialaniem przeksztalcen (6) model lokalnie redukuje się do 
postaci 

{ :r Ę 

= u 
y=Woko (p-1 (x). 

(7) 

Wyrażenie (7) wskazuje na to, że po przekształceniach (6) dynamika modelu (5) została 
zastąpiona równoległym układem n podwójnych integratorów. Odwzorowania cp i 1,1) 
występujące w (7) noszą nazwę lokalnych dyfeomorfizmów i mają własność zachowania 
"kształtu wykresu" kinematyki k. Przez odpowiedni dobór tych odwzorowań możemy 
starać się sprowadzić kinematykę k, a zarazem cały model (7), do prostej postaci nor-
malnej. Takie zadanie redukcji modelu (7) posiada ogólne rozwiązanie w przypadku, gdy 
kinematyka ma własność strukturalne. stabilności. Intuicyjnie, strukturalna stabilność 
polega na tym, że mimo poddania kinematyki małym zaburzeniom, jej "kształt" nie 
ulega zmianie. Dla przypadku kinematyk strukturalnie stabilnych, w pracy [10] zostało 
sformułowane następujące 

Twierdzenie 3 Każda kinematyka strukturalnie stabilna o n 8 stopniach swobody 
może być sprowadzona do postaci normalnej. 

Palną listę postaci normalnych kinematyk strukturalnie stabilnych można znaleźć w [10]. 
Mają one postać wielomianów wektorowych, nietrywialnych na jednej lub, co najwyżej, 
na dwóch współrzędnych. W przypadku n = 8 postaci normalnych jest nieskończenie 
wiele. 

Niestety, pomimo atrakcyjnej matematycznie treści, przydatność powyższego twier-
dzenia jest raczej ograniczona. Nie wiemy bowiem czy kinematyki manipulatorów mają 
własność strukturalnej stabilności, nie mamy także podstaw, by oczekiwać struktural-
nej stabilności kinematyki. W takiej sytuacji, w celu znalezienia postaci normalnych 
niezbędne są bezpośrednie badania poszczególnych klas kinematyk manipulatorów. Roz-
poczynamy je od kinematyk Iplanarnych. 

3 Osobliwości kinematyki planarnej 

Manipulator planarny sklada się z pionowej, obrotowej kolumny i z n ramion połączonych 

przegubami obrotowymi o osiach prostopadłych do płaszczyzny przechodzącej przez oś 
obrotu kolumny, Rys. 1. Pozycję efektora manipulatora wyrażoną we współrzędnych wal-
cowych, w funkcji położeń przegubów, przedstawia wyrażenie [11]: 

n 

k(x) = ((p(x), p(x), z(x)) = (ro, E i; cos( E .,), + E ii sin(E x,)), (8) 
i.1 r.1 i=1 r 1 

gdzie /0 oznacza wysokość kolumny, li , i = 1,2, , n długości poszczególnych ramion 
manipulatora. Konfiguracje osobliwe manipulatora planarnego odpowiadają ramionom 
całkowicie wyprostowanym lub całkowicie zgiętym (kąty xi = O lub ±7r, ż = 2, . . . , n). 
Postacie normalne kinematyki planarnej charakteryzuje następujące twierdzenie [11]. 

Twierdzenie 4 Zaióimy, że kinematyka planarna spania warunek 

± 12 ± 1„ O. 
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Rys.1: Manipulator planarny 

Wówczas, w otoczeniu konfiguracji osobliwych, kinematyka (8) przyjmuje jedng z po-
danych niżej postaci normalnych 

(xo, x? — 4 — • • • — + xp+2 + • • - + x2„_,, xn), 

gdzie p jest liczbg calkowitg spelniajgcg warunek 

O < p < (n — 1)/2. 

(9) 

W szczególnym przypadku manipulatora typu podwójne wahadło, którego ramiona mają 
różne długości, 11 12, otrzymujemy postać normalną 

(22 t X2) i

natomiast w przypadku 11 = /7, wokół konfiguracji "ramię drugie całkowicie zgięte- . 
kinematyka podwójnego wahadla przyjmuje postać, [13], 

(X1X2i x2). 

4 Osobliwości kinematyki przstrzennej typu 3R 

Z kolei przeanalizujemy szczególną klasę kinematyk przestrzennych o 3 stopniach swo-
body, zdefiniowaną przy pomocy tabeli parametrów Denavita-Hartenberga [14]: 

kąt w przegubie d a a 
xi d1 al al
x2 d2 a2 O 
X3 d3 a3 al 
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Xi 

Rys.2: Przykładowy manipulator typu 3R (d2 = c13 = 0). 

Zakiadamy, że parametry a2, 02 0, podobnie sin cel 0, jak również d2 d3 O lub 
,oscti O. Przykładowy egzemplarz manipulatora spelniają.cego te założenia przedstwaia 
Itys.2. Nietrudno wykazać, że konfiguracje osobliwe 1eż4 na dwóch powierzchniach 

= {z E T3 łza = O, ±r), 

53 = {x E T3 I ai ł a2 cos x2 ł a3 cos(x2 + x3) = 0). 

(10) 

(11) 

'Postacie normalne rozważanej kinematyki charakteryzuje następuj4ce twierdzenie [141. 

Twierdzenie 5 1. W każdej konfiguracji osobliwej x E S1 U S2 rank J(x) = 2. 

2. Jeżeli a ± a2 0, to kinematyka przyjmuje postacie: 
N 

• p?za Si n s2: 
• 

o- na Si n S2 

(4, x2, x3), 

(xl + a(x2, x3)x? + /3(x2, x3)xi, z3, x3), 

gdzie a, sg pewnymi funkcjami. 

(12) 

(13) 
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S. Jeżeli al ± a2 = 0, to postać normalna kinematyki jest 

(xix3 + X27 (X), X2) X3) 

dla pewnej funkcji i. 

5 Kwadratowa postać normalna 

inanseaft 
PIIMIN. 

(14) 

W reprezentacjach kinematyki manipulatora, jakie rozważaliśmy w rozdziałach 3 i 4, 
ograniczaliśmy uwagę wyłącznie do współrzędnych położenia efektora. Uwzględnienie 

wspólrzędnych orientacji przy poszukiwaniu postaci normalnych jest teoretycznie mc żliwe, 

aczkolwiek nieproste obliczeniowo ze względu na konieczność wyrażenia części rotacyjnej 
kinematyki w odpowiednich współrzędnych, na, przykład przy pomocy kątów Eulera, 
współrzędnych oś-kąt, etc. Okazuje się jednak, że w pewnym szczególnym przypadku 
wyprowadzenie postaci normalnej można oprzeć na jakobianie manipulatora, ściślej - na 
jego wyznaczniku - bez odwoływania się do wspólrzędnych kinematyki. Do tego ważnego 

przypadku odnosi się następujący wynik (16] 

Twierdzenie 6 Niech .1(x) oznacza jakobian kinematyki k : X --k Y przy dim X = 
dim Y = n. Zahjimy, że w konfiguracji osobliwej x E X istnieje wektor v E Ker 8I1V 
taki, że 

Wówczas kinematyka k przyjmuje w otoczeniu konfiguracji x postać 

(x?, x2, . 

zwang kwadratowg postaci g normalna. 

(15) 

(16) 

6 Algorytm Newtona vs. uogólniony algorytm New-
tona 

Jednym z najbardziej podstawowych zadań kinematyki manipulatorów jest tzw. odwrot-
ne zadanie kinematyki polegające na znalezieniu konfiguracji manipulatora realizującej 

zadane położenie i orientację jego efektora [1]. Wiadomo, że przy przejściu przez konfigu-
racje osobliwe liczba rozwiązań zadania odwrotnego ulega zmianie oraz, że stosowany do 
rozwiązania tego zadania algorytm Newtona staje się źle uwarunkowany. Przeanalizujmy 
bliżej to ostatnie stwierdzenie w kontekście postaci normalnych kinematyki. 

Dla kinematyki (2) załóżmy dim X = dim Y = n i przedstawmy ją w pewnych 
współrzędnych w przestrzeni wewnętrznej i zewnętrznej jako odwzorowanie 

k: R" fr. (17) 

Odwrotne zadanie kinematyki można wyartykułować w następujący sposób.. Dla danych: 
polożenia i orientacji y E R" oraz konfiguracji poczgtkowej zo kinematyki (17), znaleźć 
konfigurację x E Rn, dla której 

k(x) = Y. (18) 

111111 mik 
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Stosowany do rozwiązania tego zadania algorytm Newtona prowadzi do wyznaczenia 
szukanej konfiguracji x jako granicy w nieskończoności rozwiązania układu równań róż-
niczkowych 

. (ak 
Ox 

x = —(x(t))) (Y - k(x(t))), = xo, 

lub różnicowych, z krokiem obliczeń h, 

xn+1 = z,, ))-1 ( - k( ))h a, n - 
przy czym 

(19) 

(20) 

x = lim x(t) (x = lim ze). (21) t-.+00

Formalnie formuły (21),(22) tracą sens w konfiguracjach osobliwych. Jeżeli jednak przyj-
miemy, że mamy do czynienia z konfiguracją osobliwą, w której kinematyka przyjmuje 
kwadratową postać normalną 

k(x) = (x?, x„), 

to nietrudno sprawdzić, że układ (21) w stanie początkowym xo = (xoi • • • xon) ma 
rozwiązanie 

x1(t) = ±(y(1 - exp(-t))+ xg, exp(-0)1/2 , 
(22) 

xi(t) = y,(1 - exp(-t)) xo; exp(-t), i = 2...
które jest dobrze określone nawet w przypadku, gdy rozwiązaniem zadania odwrotnego 
jest konfiguracja osobliwa x = 0. Z faktu, że przekształcenia (,o, prowadzcace do postaci 
normalnej (7) zachowują ciągłość i zbieżność wynika następujące twierdzenie [7]. 

Twierdzenie 7 Algorytm Newtona jest dobrze uwarunkowany w otoczeniu tych osobli-
wości, w których kinematyka przyjmuje kwadratowg postać normalng 

W sytuacji. kiedy nie stosuje się twierdzenie o kwadratowej postaci normalnej, do rozwią-
zania zadania odwrotnego kinematyki można zastosować, zamiast algorytmu Newtona. 
tzw. uogólniony algorytm Newtona [15]. Stosownie do tego algorytmu układy (21),(22) 
należy zastąpić odpowiednio przez 

a = adj ( k5-; (x(t))) (y - k(x(t))), x(0) = xo (23) 

oraz 

xn+i = xn adi ( —(x.)) (Y - k(xn))11, 
ak 

gdzie dla macierzy A rozmiaru n x n adj(A) oznacza macierz dołączoną spełniającą 
zależność 

A adj(A) = adj(A) A = J,,det A. 

Warunkiem poprawnego działania uogólnionego algorytmu Newtona jest spełnienie tzw. 
warunku transwersalności, który można zapisać w postaci 

rank [—
ak

(x), y - k(x0)1= n. 
Ox 

Analiza osobliwości kinematyki manipulatora typu PUMA, przeprowadzona w pracy [7], 
pozwoliła na wyciągnięcie następujących wniosków. 

(24) 
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Wniosek 1 
ciami: 

ring. 

1: Konfiguracje osobliwe manipulatora typu PUMA sg opisane zależnaś-

• OSI: sinx5 = O 

• 0S2: a3 cos(x2 -I- x3) + d4 sin(x2 + x3) -I- a2 cos x2 = O 
• OSS: a3 sin x3 — c14 cos x3 = 0, 

gdzie ai - przesunięcie wzdłuż osi x ukladu t —tego, di - przesunięcie wzdłuż osi z 
układu i—tego. 

2. W otoczeniu konfiguracji 0S2, OSS kinematlika przyjmuje kwadratowg postać nor-
maliig. Algorytm Newtona jest dobrze uwarunkowany. 

3. W konfiguracji OSI warunki wystgpienia kwadratowej postaci normalnej (Twierdze-
nie 6) nie sg spełnione. Algorytm Newtona jest źle uwarunkowany. Uogólniony 
algorytm Newtona działa poprawnie. 

7 Zakończenie 

Celem niniejszej pracy było przedstawienie próbki wyników uzyskanych metodami topo-
logiczno-różniczkowymi w dziedzinie modelowania kinematyki i dynamiki manipulatorów 
w pobliżu konfiguracji osobliwych. 'Wyniki uzyskane dotychczas, chociaż niekompletne, 
powiększają zasób naszej wiedzy o zachowaniu manipulatorów i otwierają nowe, intere-
sujące perspektywy badawcze. Postęp uzyskany dotąd i oczekiwany w przyszłości odnosi 
się w szczególny sposób do następujących zagadnień: 

• analiza zachowania różnych typów manipulatorów w otoczeniu konfiguracji osobli-
wych (bifurkacje rozwiązań zadania odwrotnego kinematyki) 

• określenie typów konfiguracji osobliwych, które są możliwe do uniknięcia 

• wyznaczenie zakresu stosowalności różnych algorytmów odwracania kinematyki 

• opracowanie efektywnych algorytmów śledzenia w otoczeniu i "przez" konfiguracje 
. osobliwe. 
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