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O osobliwosciach kinematyki manipulatoréw*

Krzysztof Tchon
Instytut Cybernetyki Technicznej
Politechniki Wroclawskiej
ul.Janiszewskiego 11/17
50-372 Wroclaw

Konfiguracje osobliwe manipulatora sa to takie konfiguracje, w ktérych manip-
ulator traci jeden lub kilka stopni swobody. Jak wiadomo, istnienie konfiguracii
osobliwych utrudnia w sposéb istotny sterowanie manipulatorem w przestrzeni
zewnetrznej. W celu lepszego zrozumienia zachowania manipulatora w otocze-
niu konfiguracji osobliwych proponujemy sprowadzenie odwzorowania opisujacego
kinematyke manipulatora do pewnej prostej postaci, zwanej postacia normalng, za-
chowujgcej jakosciowe wlasnosdci kinematyki oryginalnej. W referacie zostaly przed-
stawione postacie normalne wybranych klas osobliwych kinematyk manipulatorow
i przeanalizowane ich znaczenie dla zadania odwrotnego kinematyki.

Stowa kiuczowe: kinematyka, jakobian, konfiguracja osobliwa, postaé nor-
malna, zadanie odwrotne.

1 Wprowadzenie

Rozwazmy sztywny manipulator o n stopniach swobody posiadajacy m przegubéw obro-

. towych oraz n — m przegubéw przesuwnych. Kinematyke manipulatora definiujemy

jako odwzorowanie przyporzadkowujgce kazdej konfiguracji wewnetrznej manipulatora
okreslone polozenie i orientacje jego efektora.

Oznaczmy symbolem .Y przestrzen wewnetrzng manipulatora. Zakladajgc. ze prze-
guby manipulatora s nieograniczone, mozemy napisaé

X=T" x B, (1)

gdzie T™ oznacza m—wymiarowy torus. Przestrzes zewnetrzna Y manipulatora jest
zwykle utozsamiana z grupa euklidesowg SE(3) lub pewns jej podgrupa (RS, S0(3),
SE(2)). Prazy prayjetych zalozeniach zaréwno przestrzen wewnetrzna jak i zewnetrzna
manipulatora s3 analitycznymi rozmaitosciami, a kinematyka manipulatora

ki X—-Y (2)

0* Rozszerzona wersja referatu wygloszonego podczas seminarium Projekty badawecze - granty w
dziedzinie robotyki finansowane przez Komitet Badan Naukowych, PIAP Warszawa, 7-8 grud-
nia 1993, przedstawiajacego wyniki uzyskane w ramach projektu badawczego Metody topologiczno-
réiniczkowe w robotyce, grant KBN Nr 3 3204 9203.
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jest odwzorowaniem analitycznym zaleznym w sposéb analityczny od parametréw geo-
metrycznych manipulatora. Standardows postaé odwzorowania (2) otrzymuje sie dzieki
zastosowaniu algorytmu Denavita-Hartenberga {1], [9].
Majac okreslong kinematyke (2) mozemy zdefiniowaé w sposéb kanoniczny jakoian
manipulatora [9]
: Ok(z)
or @)
z

rozumiany jako przeksztalcenie predkosci w przegubach manipulatora w predkosé lin owa
i katowg efektora w konfiguracji z. Wprowadzmy teraz nastepujaca definicje.

J(z) =

Definicja 1 Konfiguracje z € X nazywamy regularng, jezeli
rank J(z) = min(dim X.dimY), (4)

gdziedim X =n, &imY = p (p = 3,6). Konfiguracje, ktdra nie jest regularna nezywemy
osobliwg. .

Konfiguracje osobliwe sg to zatem takie konfiguracje, w ktérych jakobian manipula-
tora traci rzgd. Oznacza to, ze jezeli manipulator znajduje si¢ w konfiguracji osobliwe;j,
pewne niezerowe predkosci w przegubach nie powodujg (z dokladnoécig do malych rzedu
2) ruchu efektora. Istnieje takze dualna interpretacja konfiguracji osobliwych jako takich
konfiguracji, w ktérych zréwnowazenie pewnych niezerowych sit dzialajacych na efektor
nie wymaga (réwniez w pierwszym przyblizeniu) wywierania zadnych sil ani momeatéw
w przegubach manipulatora [5)].

Z uwagi na odmienng geometrig przestrzeni wewnetrznej i zewnetrznej manipulatora,
wystgpienie konfiguracii osobliwych jest nieuniknione. Kweste isnienia konfiguracji os-
obliwych rozstrzyga nastepujace twierdzenie [3], odkrywane w literaturze robotycznej
niejednokrotnie.

Twierdzenie 1 Kazdy manipulclztor = nieograniczonymi przegubami obrotowymsi, ktdrego
liczba stopni swobody spelnia warunek n > p posiada konfiguracje osobliwe.

Jest rzecza dobrze znana, ze z punktu widzenia typowych zadan sterowania mani-
pulatorem (sledzenia) w przestrzeni zewnetrznej wystepowanie konfiguracji osobliwych
stanowi istotna przeszkodg przy stosowaniu klasycznych strategii sterowania [13]. W ra-
mach strategii zastgpienia sledzenia w przestrzeni zewnetrznej sledzeniem w przestrzeni
wewngtrznej trudnosci pojawiaja sig przy rozwigzywaniu odwrotnego zadania kinematyki
W poblizu konfiguracji osobliwych. Przy strategii bezposredniego $ledzenia w przestrzeni
zewngtrznej z zastosowaniem linearyzacji i odsprzegania (algorytm Freunda (2]), w kon-
figuracjach osobliwych natrafiamy na osobliwosé macierzy odsprzegania.

Problem opracowania algorytméw sterowania manipulatorem skutecznych w otocze-
niu konfiguracji osobliwych i zdolnych do przeprowadzenia manipulatora przez konfigu-
racje osobliwe w sposéb gladki nalezy wciaz do otwartych probleméw robotyki. Czesciej
Przy tym ten problem jest przez robotykéw omijany przy pomocy réznych forteli, niz
podejmowany w calej zlozonosci. Problem éledzenia przy osobliwosciach kinematyki ma-
nipulatora, [12], stal sig jednym z motywéw do podjecia badar nad zachowaniem manipu-
latoréw w poblizu konfiguracji osobliwych, ktérych wyniki s3 omawiane w niniejszej pracy.
Celem badan bylo opracowanie modeli matematycznych kinematyk osobliwych., Modele
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‘ “ takie nosza nazwe postaci normalnych kinematyki. Zastosowane metody wywodzg sig
Y‘H” “ z teorii osobliwosci [10]. W literaturze na temat robotyki podobny sposéb podejscia
reprezentujg pozycje [6], [8].

ul | Uklad niniejszej pracy jest nastgpujacy. W rozdziale 2 omawiamy modele tzw. struk-
i turalnie stabilnych osobliwosci kinematycznych. W rozdziale 3 podajemy klasyfikacje
) osobliwosci kinematyk planarnych. Rozdzial 4 jest poswigcony osobliwosciom pewnej
MTH‘”“ klasy kinematyk przestrzennych. Rozdzial 5 podaje warunki sprowadzalnoéci kinematyki
‘ do tzw. kwadratowej postaci normalnej. W rozdziale 6 analizujemy szczegélne wlasnosci
| odwrotnego zadania kinematyki dla kin:matyk posiadajgcych kwadratowa postac nor-
il malna. Rozdzial 7 zawiera konkluzje. Ze wzgigdu na szczuplosé miejsca ograniczamy sig
tutaj wylacznie do przedstawienia wynikéw i ich zwigzlej interpretacji odsylajac Czytel-
: nika zainteresowanego dowodami do cytowanej literatury. '

2 Osobliwosci kinematyk strukturalnie stabilnych

Model kinematyki i dynamiki sztywnego manipulatora traktowanego jako uklad sterowa-
nia z funkcja wyjscia moze byé przedstawiony w nastgpujacej standardowej postaci [4}:

P=¢
{ £ = F(z,8) + G(z)u (5)
y = k(z),

gdzie z,£,u € R™ oznaczaj3, odpowiednio, wspolrzedne polozenia i predkosci w prze-
I gubach oraz sily i momenty sterujgce, y € RP okreila polozenie i orientacjg efektora
‘ “‘H‘W”{j{ manipulatora. G(z) jest nieosobliwa macierzg n x n, k(z) - oznacza kinematyke ma-

: nipulatora. Postaé (5) jest wygodna przy rozwazaniu zadania Sledzenia trajektorii w
i przestrzeni zewnegtrznej. Wiadomo jednak. ze model (5), chociaz mozliwy do uzyskania
h“ﬂ;\”!}‘ w postaci symbolicznej dla dowolnego manipulatora, jest zazwyczaj tak skomplikowany,

ze nieprzydatny do jakiejkolwiek analizy. W takiej sytuacji celowe jest poszukiwanie
i przeksztalcen modelu (5), ktére, zachowujac jego wlasnosci, nadawalyby mu mozliwie
: ‘j‘{hm prostg postac.

Biorac pod uwage naturalng klase przeksztalcen obejmujaca:

o lokalng zmiane¢ wspolrzednych r i € postaci

s (2.6) = (), S2(2)6),

e lokalng zmiane wspdlrzednych y

‘ y — ¥(y), (6)
J '. e sprzezemnie zwrotne od stanu

! ur— ofz,§) + Az, {)u

otrzymujemy nastepujacy rezuitat {13].
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Twierdzenie 2 Pod dzialaniem przeksztalcer (6) model (5) lokalnie redukuje sie do
postaci
_i. = E
f=u (7)
y=yokopTl(z).

Wyrazenie (7) wskazuje na to, ze po przeksztalceniach (6) dynamika modelu (5) zostala
zastapiona réwnoleglym ukladem n podwéjnych integratoréw. Odwzorowania ¢ i ¥
wystepujace w (7) nosza nazwe lokalnych dyfeomorfizméw i maja wlasnosé zachowania
"ksztaltu wykresu” kinematyki k. Pr:zez odpowiedni dobér tych odwzorowan mozemy
starad si¢ sprowadzi¢ kinematyke k, a zarazem caly model (7), do prostej postaci nor-
malnej. Takie zadanie redukcji modelu (7) posiada ogélne rozwiazanie w przypadku, gdy
kinematyka ma wlasnosé strukturalne’ stabilnosci. Intuicyjnie, strukturalna stabilnosé
polega na tym, ze mimo poddania kinematyki malym zaburzeniom, jej "ksztalt” nie
ulega zmianie. Dla przypadku kinematyk strukturalnie stabilnych, w pracy [10] zostalo
sformulowane nastepujace

Twierdzenie 3 Kaida kinematyka strukturalnie stabilna o n # 8 stopniach swobody

moze by¢ sprowadzona do postaci normalne;. ,

Pelng listg postaci normalnych kinematyk strukturalnie stabilnych mozna znalezé w [10].
Majz one postac wielomianéw wektorowych, nietrywialnych na jednej lub, co najwyzej,
na dwoch wspodlrzednych. W przypadku n = 8 postaci normalnych jest nieskoriczenie
wiele.

Niestety, pomimo atrakcyjnej matematycznie tresci, przydatno$é powyzszego twier-
dzenia jest raczej ograniczona. Nie wiemy bowiem czy kinematyki manipulatoréw maja
wlasnos¢ strukturalnej stabilnosci, nie mamy takze podstaw, by oczekiwaé struktural-
nej stabilnosci kinematyki. W takiej sytuacji, w celu znalezienia postaci normalnych
niezbedne sa bezposrednie badania poszczegélnych klas kinematyk manipulatoréw. Roz-
poczynamy je od kinematyk ‘planarnych.

3 Osobliwosci kinematyki planarnej

Manipulator planarny sklada sig z pionowej, obrotowej kolumny i z n ramion polaczonych
przegubami obrotowymi o osiach prostopadlych do plaszczyzny przechodzacej przez os
obrotu kolumny, Rys.1. Pozycje efektora manipulatora wyrazong we wspdlrzednych wal-
cowych, w funkcji polozen przegubéw, przedstawia wyrazenie {11]:

Kz) = (o), pla), 2(2)) = (20, 32 & cos(gm,lo + ks z), (8)

i=1 =1 r=1

gdzie ly oznacza wysokos¢ kolummy, /;, 1 = 1,2,...,n dlugoéci poszczegélnych ramion
manipulatora. Konfiguracje osobliwe manipulatora planarnego odpowiadaja ramionom
calkowicie wyprostowanym lub calkowicie zgigtym (katy z; = 0 lub £,z = 2,...,n).
Postacie normalne kinematyki planarnej charakteryzuje nastepujace twierdzenie [11].

Twierdzenie 4 Zalézmy, ze kinematyke planarna spelnia warunek

Ltlt-tl, #0.
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Rys.l: Manipulator planaray

Woéwczas, w otoczeniu konfiguracji osobliwych, kinematyka (8) przyjmuje jedng = po-

danych nizej postaci normalnych

2 2 2 2 2
(zOvzl—z'z""'_Ip-H +zt o+ T ZTn)s

gdzie p jest liczbg calkowitq speiniajgcg warunek

0<p<(n—1)/2

9

W szczegdlnym przypadku manipulatora typu podwdjne wahadlo. ktérego ramiona maja
rézne dlugosci. [y # l3, otrzymujemy postaé normalna

(:ﬁv ‘r'l)v

natomiast w przypadku I, = [, wokdl konfiguracji "ramie drugie calkowicie zgigte™.

kinematyka podwoéjnego wahadla przyjmuje postaé, [13],

(z123, L2).

4 Osobliwosci kinematyki przstrzennej typu 3R

Z kolei przeanalizujemy szczegdlng klase kinematyk przestrzennych o 3 stopniach swo-

body, zdefiniowang przy pomocy tabeli parametréw Denavita-Hartenberga (14]:

kat w przegubie { d | a | a
Zy d] a) | ay
P 1] dg az 0
z3 d3jas|




B e

A nampderte S sur e, R

)

B s

L

_[_x

‘|

Rys.2: Przykladowy manipulator typu 3R (d; = d3 = 0).

g’Zalda.da.my, Ze parametry ay,a; # 0, podobnie sinay # 0, jak réwniez d; + d3 # 0 lub
08y # 0. Przykladowy egzemplarz manipulatora spelniajacego te zalozenia przedstwaia
Rys 2. Nietrudno wykazaé, ze konfiguracje osobliwe lez3 na dwéch powxetzchmach

TR R, e revs

={z€T®|z3=0,%x}, (10)

T

S; = {z € T® | 4y + a; cos z; + azcos(z, + x3) = 0}. (11)

Postacxe normalne rozwazanej kinematyki charakteryzuje nastgpujace twierdzenie [14].
TWlerdzeme 8 1. W kazdej konfiguracji osoblivej z € S, U Sy rank J(z) =
2. Jezeli ay £ a; # 0, to kinemalyka przyjmuje postacie:

® poza 5y N Sy:
(zf, 32,13), (12)
o: na S; N Sg..'
(zf + d(-'!z, 1‘3)2? + B(z2, 23)z1, 23, 23), (13)
gdzie a, B sg pewnymi funkcjami.

o PTERITTR - e PSR b R Pnls | el e 5o,

[
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3. Jezeli a; £ a; = 0, lo postaé normalna kinematyki jest
(2123 + 227(2), 22, 23) (14) I

dla pewnej funkcji 7.

5 Kwadratowa posta¢ normalna

W reprezentacjach kinematyki manipulatora, jakie rozwazalismy w rozdzialach 3 i 4,
ograniczaliémy uwage wylacznie do wspélrzgdnych polozenia efektora. Uwzgledaienie
wspdlrzednych orientacji przy poszukiwaniu postaci normalnych jest teoretycznie mczliwe,
aczkolwiek nieproste obliczeniowo ze wzgledu na koniecznodé wyrazenia czesci rotacyjnej
kinematyki w odpowiednich wspélrzednych, na przyklad przy pomocy katéw Eulera,
wspélrzgdnych oé-kat, etc. Qkazuje sig jednak, Ze w pewnym szczegbloym przypadku
wyprowadzenie postaci normalnej mozna oprzeé na jakobianie manipulatora, cislej - na
jego wyznaczniku - bez odwolywania si¢ do wspélrzednych kinematyki. Do tego waznego
przypadku odnosi sig nastepujacy wynik [16]

Twierdzenie 6 Niech J(z) oznacza jakobian kinematyki k : X — Y przy dim X =
dim Y = n. Zaldzmy, ze w konfiguracji osoblivej z € X istnieje wektor v € K era—"f,(fl
taki, ze s

- lnl‘ - ofd (‘2’;(7”2> #0. (15)

g Woéwczas kinematyka k przyjmuje w otoczeniu konfiguracji z postac

y (2}, 73,...7,) (16)

zwang kwadratowg postacig normalng.

6 Algorytm Newtona vs. uogdlniony algorytm New-
" tona

ARE .ﬁ"% Jednym z najbardziej podstawowych zadan kinematyki manipulatoréw jest tzw. odwrot-

" ne zadanie kinematyki polegajace na znalezieniu konfiguracji manipulatora realizujace;j

iy zadane polozenie i orientacjg jego efektora [1]. Wiadomo, e przy przejSciu przez konfigu-

"i:ﬁ\]‘ racje osobliwe liczba rozwigzan zadania odwrotnego ulega zmianie oraz, ze stosowany do

I rozwiazania tego zadania algorytm Newtona staje sig Zle uwarunkowany. Przeanalizujmy
blizej to ostatnie stwierdzenie w kontekscie postaci normalnych kinematyki.

“q Dla kinematyki (2) zalézmy dim X = dimY = n i przedstawmy j3 w pewnych
' wspolrzednych w przestrzeni wewnetrznej i zewnetrznej jako odwzorowanie
-ii* ) k:R* — R". (17)

, Odwrotne zadanie kinematyki mozna wyartykulowaé w nastgpujacy sposéb. Dla danych:
\ polozenia i orientacji y € R* oraz konfiguracji poczgtkowej zo kinematyki (17), znaleié
[ konfiguracje xz € R*, dla kidrej

k(z) =v (18)

A )
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Stosowany do rozwigzania tego zadania algorytm Newtona prowadzi do wyznaczenia
szukanej konfiguracii z jako granicy w nieskoriczonosci rozwiazania ukladu réwnar réz-
niczkowych

Ak -
= (a—z(t(f))) (y = k(z(2))), z(0) = =, (19)
lub réznicowych, z krokiem obliczen A,
ak, \7!
Zntl = Tn + g(ﬂ:u) (vy- k_(zu))hq (20)
przy czym
L= e_liTQ z(t) (z = REI‘& Tp). (21)

Formalnie formuly (21),(22) traca sens w konfiguracjach osobliwych. Jezeli jednak przyj-
miemy, e mamy do czynienia z konfiguracjy osobliwa, w ktorej kinematyka przyjmuje
kwadratowa postaé normalng

k(z) = (23,22...2,),

to nietrudno sprawdzi¢, ze uklad (21) w stanie poczatkowym zo = (zo;...Zgs) ma
rozwigzanie !
zy(t) = (3 (1 — exp(—t)) + 23, exp(~1))'/?,
(22)
z;(t) = yi(1 — exp(—1)) + zoiexp(—t), i =2...n,
ktére jest dobrze okreslone nawet w przypadku, gdy rozwigzaniem zadania odwrotnego
jest konfiguracja osobliwa z = 0. Z faktu, ze przeksztalcenia ¢, ¥ prowadzcace do postaci
normalnej (7) zachowuja ciagloéé i zbieznosé wynika nastepujace twierdzenie [7).

Twierdzenie 7 Algorytm Newtona jest dobrze vwarunkowany w otoczeniu tych osobli-
wosct, w ktorych kinematyka przyjmuje kwadratowg postac normaing

W sytuacji. kiedy nie stosuje sig twierdzenie o kwadratowej postaci normalnej, do rozwia-
zania zadania odwrotnego kinematyki mozna zastosowaé, zamiast algorytmu Newtona.
tzw. uogélniony algorytm Newtona [15]. Stosownie do tego aigorytmu uklady (21),(22)
nalezy zastapié¢ odpowiednio przez

I =adj (g@(z(t))) (y — k(z(2))), £(0) = xo (23)
9
oraz ak
Ingl = Tq + adj (5;(1:“)) (y = k(zx))h, (24)

gdzie dla macierzy A rozmiaru n x n adj(A) oznacza macierz dolgczona spelniajaca
zaleznosé

Aadj(A) = adj(A) A = [, det A.
Warunkiem poprawnego dzialania uogélnionego algorytmu Newtona jest spelnienie tzw.
warunku transwersalnosci, ktéry mozna zapisaé w postaci

ok
rank [E(z),y - k(:x:g)] =n.
Analiza osobliwosci kinematyki manipulatora typu PUMA, przeprowadzona w pracy [7],

pozwolila na wyciagniecie nastepujacych wnioskéw.
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: :‘l Whniosek 1 [ Konfiguracje osobliwve manipulatora typu PUMA sg opisane zaleznos-
A ciami:
. “‘!'[[ihwjl“u.

¢ OSI: sinzs =0

!!‘.Wl o OS2 agcos(zz + z3) + dysin(z; + z3) + azcosz2 = 0

L ir‘ﬂ"‘;\!‘,

“‘\

e 0S3: a3sinz; —dycosz3 =0,

\
" | gdzie a; - przesunigcie wzdlui osi z ukladu 1—tego, d; - przesunigcie wzdhus osi z
' i"‘ﬂli!’l,r ukladu i—tego.

:‘,“yh 2. W otoczeniu konfiguracji OS2, 0S3 kinematyka przyjmuje kwadratowg postaé nor-
o ‘\M maliig. Algorytm Newtona jest dobrze uwarunkowany.

y 8. W konfiguracji OS1 warunki wystgpienia kwadratowej postaci normainej (Twierdze-
hl%"[;“ nie §) nie sg spelnione. Algorytm Newtona jest :le uwarunkowany. Uogdlniony
"l algorytm Newtona dziale poprawnie.

7 Zakonczenie

Al Celem niniejszej pracy bylo przedstawienie prébki wynikéw uzyskanych metodami topo-
i logiczno-rézniczkowymi w dziedzinie modelowania kinematyki i dynamiki manipulatorow
w poblizu konfiguracji osobliwych. “Wyniki uzyskane dotychczas, chociaz niekompletne,
powigkszajg zasb naszej wiedzy o zachowaniu manipulatoréw i otwierajg nowe, intere-
sujgce perspektywy badawcze. Postgp uzyskany dotad i oczekiwany w przyszlosci odnosi
.(L\E\M sig w szczegdlny sposéb do nastepujgcych zagadnien:

® analiza zachowania réznych typéw manipulatoréw w otoczeniu konfiguracji osobli-
.'.,,,-1;'\'(‘ wych (bifurkacje rozwizzan zadania odwrotnego kinematyki)
il

o okreslenie typéw konfiguracji osobliwych, ktére s3 mozliwe do unikniecia

L J

wyznaczenie zakresu stosowalnosci réznych algorytméw odwracania kinematyki

o opracowanie efektywnych algorytmoéw $ledzenia w otoczeniu i "przez” konfiguracje
‘ Pl . oscbliwe.

|
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