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(grant nr 3 11879101, kierownik: A. Morecki)

Opracowanie metod i programéw narzedziowych do komputerowego wspomagania
projektowania mechanizméw i robotéw

Streszczenie
W pracy oméwiono podstawowe metody komputerowej analizy kinematyczne;j i dyna-
micznej ukladéw mechanicznych, opracowane w trakcie realizacji grantu.
Przedstawiono podstawy budowy algorytméw modelowania ukladéw wielo-

czlonowych, sposéb rozwiazywania zagadnien numerycznych oraz przykiad
zastosowania.

1. Wstep. .

Podczas analizy kinematycznej i dynamicznej ukiadéw mechanicznych (roboty,
maszyny robocze, uklady biomechaniczne), rozwazany ukiad jest czesto modelowany
W postaci faficucha kinematycznego sztywnych czlonéw, potaczonych w pary
kinematyczne roznych klas i postaci. Dla ziozonych ukltadéw prowadzi to do duzych,
wieloczionowych modeli o zlozonej strukturze, praktycznie niemozliwych do analizy
bez wspomagania komputerowego.

Przedmiotem pracy jest opracowanie algorytméw i metod oraz programéw
komputerowych pozwalajacych na analize kinematyczna i dynamiczng takich ukiadow
W spos6b automatyczny. Znaczy to, ze najwazniejsze i najbardziej narazone na bledy
etapy analizy - budowa réwnan kinematyki i dynamiki, oraz ich rozwiazanie, sa
dokonywane przez komputer automatycznie, na podstawie ogdlnych danych,
okreslajacych strukturg mechanizmu, rozmiary i rozklad masy czlonéw, a takze
dziatajace sily zewnetrzne, Zatozono, Ze wspomaganie realizowane bedzie na
komputerach klasy PC i powinno dotyczyé wszelkich praktycznie analizowanych
uktadéw maszyn, dla ktérych mozna przyjmowaé modele w postaci ukadéw czlondw
sztywnych, z nalozonymi dwustronnymi wiezami holonomicznymi klasy C2. W parach
kinematycznych moze wystgpowaé tarcie suche. Z uwagi na zwigzloé niniejszego
opracowania, algorytmy dotyczace tarcia nie beda omawiane.

Efektywnos¢ metod analizy (gtéwnie szybkos¢ obliczeni) oraz rodzaj
formalizmu uzytego do budowy réwnan ruchu i kinematyki , zalezs silnie od wyboru
wspotrzgdnych opisujacych potozenie cztondw w przestrzeni [1]. Zwykle przy analizie
ukiadow tworzacych otwarte fancuchy kinematyczne s stosowane uktady
wspotrzednych wzglednych, natomiast przy analizie ukladéw wieloczionowych o
dowolnej strukturze, takze inne uktady.

W zwigzku z ogélnoscia zastosowan, i takze dla uproszczenia etapu
formutowania oraz fozwigzywania réwnan, przeprowadzono badania nad dwiema
metodami opisu - w ukladzie wspolrzednych globalnych i wzglednych. Przyjete
metody modelowania s3 w obydwu przypadkach rozne i dlatego opracowanie mozna
podzieli¢ na dwie czgéci - pierwsza (p.2, 3) obejmujacy zagadnienia zwigzane z analiza
ukiadow we wspélrzednych globalnych i druga (p.4) we wspélrzednych wzglednych.
W pierwszym przypadku szerzej s3 omowione zagadnienia Zwijzane z numerycznym
rozwigzywaniem rownan, natomiast w drugim wigcej uwagi poswieca sie metodzie
modelowania mechanizmu.
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2, Analiza kinematyczna ukiadéw wieloczlonowych.
2.1 Wspélrzedne uogblnione.

W pracy poddano analizie trzy sposoby opisu potozenia cztonu k w przestrzeni
prowadzace do ukiadow:

« Uklad zlozony ze wspoirzgdnych kartezjanskich srodka masy cztonu
r= [)& Y & JT oraz trzech katow Eulera 0p &k, Ck

q =[x % %9 56T m

e Ukiad wspolrzednych naturalnych [2] , ktérymi sg wspdlrzedne kartezjanskie
punktéw oraz ukiady wersoréw u, zwigzanych z czlonem. Liczba punktow Ip i
liczba wersorow fw moze byé rozna w zaleznosci od rodzaju par kinematycznych
w jakie wchodzi czion £.

q =[x %, 2 %, 2%, ¥, B u T vy 7T @
o Uklad wspotrzednych kartez;ansknch srodka masy r =[x y, 7 i czworkq

parametrow Eulera p, = [°k ® Sx “}

=0 TPTI=0x Y, 4 e e, 60, T ®3)

Dwa ostatnie rodzaje wspolrzednych pozwalaja na ominigcie problemu
niejednoznacznosci jaki wystgpuje przy opisie orientacji w katach Eulera a ponadto
liczba dzialah przy transformacji wielkosci kinematycznych do rozaych ukladow jest
mniejsza {3].

Dla opisu w parametrach Eulera wektor wspéirzednych uogélnionych catego
uktadu przestrzennego ¢ czlondw sztywnych swobodnych ma # skiadowych (n = 7xc):

T T T.T
g=[q, q, .. 9.] 4)
2.2 Réwnania wigzéw.

Wiezy jakim podlegaja czlony wynikaja ze wzajemnych zaleznosci geo-
metrycznych pomigdzy wspolrzgdnymi  opisujacymi czlony tworzace pary
kinematyczne. Dla przykiadu, polaczenie w postaci przegubu kulistego (para sferyczna
Klasy II1, 1ys. (1)) mozna opisa¢ za pomoca réwnania wektorowego:

T +A,0, P —(f,+A,0,P)=0 )

Roéwnania wigzow natozonych na uklad ¢ cztonéw sztywnych moga byé
zapisane w postaci macierzowej jako:

F (@)=1(F (@) (K (@)’ .. (F(a)']'=0 ©
Jezeli liczba niezaleznych rownan w (6) jest L to liczba stopnt swobody jest
réwna [=n-L.
Dla przeprowadzenia pelnej analizy kinematycznej jest konieczne zdefiniowanie
wiezoéw reonomicznych w postaci / dodatkowych réwnan - tzw. wigzéw kierujacych:

F (@) =IF° () (F(a) .. (F(at)1'=0 )
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Rownania te wynikajq z zaleinoici okreslajacych zadanie kinematyki (proste Iub
odwrotne). Réwnania (6) i (7) tworza petny uklad wigzow.

2.3 Zadania kinematyki.

Rozwiazanie zadania na polozenie dokonuje sie poprzez  rozwigzanie
numeryczne ukiadu réwnan nieliniowych postaci:

F =F(q)=0
‘ o @®
FP=F(q1)=0

Ukdad ten jest uktadem n nieliniowych réwnan algebraicznych. Roézniczkujac réwnania
(8) jedno- i dwukrotnie wzglgdem czasu, otrzymuje si¢ réwnania dla predkosci i

przyspieszef:
F: . |0 '
[FS}“‘[—FP] ®

Rl | -®aa ] ’
[F:’]q‘[—w:’mqq—zF:d-Fr] 4o

Uklad réwnan (8) rozwiazuje si¢ z wykorzystaniem klasycznego algorytmu
Newtona. Uktady réwnan (9) i (10) s ukladami rownah liniowych (ze wzgledu odp.
na predkosci § i przyspieszenia § ). Dla realizacji numerycznej algorytmu
rozwigzywania powyzszych ukladéw réwnan, wazne jest spostrzezenie, ze macierz
jakobianowa réwnan wigzow (8) jest macierza rzadkq Fakt ten pozwala na
zastosowanie wydajnych procedur numerycznych.

Podczas rozwigzywania zadania na polozenie metoda rekurencyjna, jest
konieczny wybér dobrego przyblizenia startowego q,. W wielu sytuacjach taki wybér
jest trudny. W implementacji komputerowej podanego algorytmu przewidziano dobor

przyblizenia startowego z wykorzystaniem algorytmu optymalizacyjnego Fletchera -
Powella. Funkcjg celu zdefiniowano w postaci :

¥(a.t,.n)=[a-9,1"[a-6, ]+kF" (q.t,)F(a.t,) an
gdzie pjest mnoznikiem wagowym, !

Dobor mnoznika odbywa sig krokowo. Poczatkowo jest poszukiwane
minimum funkgji celu dla pewnej przyjetej arbitralnie wartodci mnoznika |, nastgpnie
wartos¢ p jest zwigkszana np. o rzad i nastepuje ponowne poszukiwanie minimum.
Proces koficzy sig, gdy spelnione s3 z zadang doktadnoscia réwnania wigzéw (8).

Podczas rozwigzywania rownan (8), czesto zdarza sie, ¢ macierz Jacobiego
ukladu jest osobliwa. Przypadek taki wymaga szczegblowej dyskusji. Istniejg
conajmniej cztery rézne jakosciowo sytuacje, w ktorych jest osobliwa:

1-wW u!(lac!zie (8) wystepuja réwnania zalezne wynikajace z istnienia w
mechaniZmie wigzow kinematycznych nadmiarowych (biernych) [4][5].
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2 - W uktadzie wystgpuja nadmiarowe wigzy kierujace.

3 - Zalezno$¢ réwnan (8) wynika z faktu, Ze mechanizm zajat potozenie, w
torym dalszy jego ruch spowodowalby "rozerwanie" wigzéw kmematycznych.
4 - Mechanizm zaja} potozenie osobhwe (tzw. punkt bifurkacji rozwiazan
uktadu [6])

Opracowano sposob dalszcgo postgpowania w kazdym z wyszczegolmonych
przypadkow. Analize istnienia wiezow redundantnych przeprowadza si¢ z wyko-
rzystaniem algorytmu Gaussa z czgscxowym i pelnym wyborem elementu
podstawowego. Polozenia rozrywama wigzOw przez uklad wieloczionowy
rozpatruje sie bada_;qc predkosci i przyspieszenia mechanizmu, a w potozeniach
osobliwych rezygnuje si¢ z algorytmu Newtona na korzysé metody optymalizacyjnej
(11).

3. Analiza dynamiczna ukladu czlonéw sztywnych - zadanie proste dynamiki.

¢

3.1 Rownania ruchu.

Rownania ruchu czionéw w przyjetych wspotrzednych mozna wyprowadzié |,
np. z rownan Newtona - Eulera. Ich zapis mozna przedstawié w postaci:

Mi=g-(F ) A (2
gdzie:
M - dodatnio okreslona macierz opisujaca rozklad masy mechanizmu ,
g - wektor sit zewnetrznych,
qu - macierz Jacobiego rownan wigzow dla polaczeft
A - wektor mnoznikéw Lagrange'a.
Do dalszych rozwazan przyjmuje sig, ze rzad F.? jest petny.

3.2 Calkowanie réwnai ruchu.

Rownanie (12) jest rownaniem rézniczkowo - algebraicznym o indeksie
rownym 3 [7] (istnieje macierz odwrocona (qu))'1. Catkowanie takich rownan jest
znacznie mniej zbadane niz catkowanie réwnat rézniczkowych zwyczajnych (ODE).

Ze wzgledu na fakt, ze efektywno$c numerycznego catkowania ukfadu (12) ma
podstawowe znaczenie dla rozwiazywania zadania, opracowano 4 metody catkowania
oparte na wynikach studiéw aktualnych prac poswigconych temu zagadnieniu (np.

[8D.

3.2‘.1»Parametryzacja lokalna - metoda predyktor-korektor.

»

" Uktad réwnan (12) mozna sprowadzi¢ lokalnie do ukladu réwnan ODE [9]
wprowadzajac przeksztalcenie @ , takie ze

q = ), ueUcR" (3)

Jedna z najbardziej prostych i efektywnych metod jest dobor parametru u w
drodze podziatu wektora q.

. Podziatu wspétrzednych dokonuje si¢ przez sprowadzenie macierzy Jacobiego

F.? do postaci LU, z wykorzystaniem algorytmu Gaussa (podwéjny wybér elementu
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F 1]
w

podstawowego). Kolejnos¢ eliminacji kolumn wskazuje na wybér wspdirzednych
niezaleznych.

Mozna dobra¢ taka macierz D (wektory bazowe przestrzeni styczinej do
rozmaitosci wigzow), ze:

q=Dad ‘ (14)
Rownanie (13) przyjmuje wtedy postaé (dla wigzow skleronomicznych)
D"MDii = D"g-D'MDu (15)

Uktad ten moze byé rozwigzany np. z wykorzystaniem metody predyktor-
korektor [10]. W programie komputerowym wykorzystano algorytm Krough'a w
zestawie procedur Shampine'a - Gordona [10].

3.2.2 Parametryzacja lokalna - metoda réznic wstecznych (BDF).

Catkowanie przebiega tutaj podobnie jak w punkcie poprzednim. Réznica
polega na tym, ze stosuje si¢’catkowanie z wykorzystaniem roznic wstecznych (BDF)
[y :

Koniecznos$é stosowania tej metody wynika z faktu, ze uklad (15) staje sie
czesto ukladem sztywnym [12]. W konsekwencji, do jego calkowania numerycznego,
jest pozadana metoda z duzym obszarem stabilno$ci absolutnej .

3.2.3 Metoda calkowania bezposredniego.

Uklad (13) mozna przepisa¢ w rownowaznej matematycznie (ale nie
numerycznie) postaci: '

Mo @) 4] [o (16)'
()Y 0o Al T

gdzie:
= —((F:Q)qq + Fqu + Fn )

Z uktadu (16) mozna obliczyé¢ wektor d A T, a nastg¢pnie ,scz;ikowaé

otrzymane rownanie jako ODE. Metoda ta, szybka i prosta ( macierz lewych stron jest
macierza rzadkg ), prowadzi czesto do niedopuszczalnego bledu rozwigzania réwnan
wigzow. D
W efekcie jej stosowanie jest ograniczone. Korzyscia jest natomiast jednoczesne obli-
czenie mnoznikow Lagrange'a A , okrestajacych sity reakcji wigzow [8].

,3.2.4 Calkowanie metodg redukeji indeksu.

Jest to metoda ktéra stuzy do catkowania rownan typu DAE w dwéch etapach:

+ redukcja indeksu ukladu (najczesciej poprzez dwukrotne rézniczkowanie rownan
wiezow,

¢ otrzymany w etapie pierwszym ukiad rownan catkuje si¢ procedura do réwnaa o

indeksie réwnym 1.

Z prac teoretycznych wynika, ze efektywnosé¢ obliczen zalezy od metody redukeji
indeksu. W testowym oprogramowaniu wykorzystano procedur¢ DASSL (public
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domain) zaczerpnigta z servera sieci INTERNET. Metoda przedstawiona w p. 3.2.1
byla najczgdciej wykorzystywana w testach numerycznych.

4. Analiza ukladéw wieloczlonowych we wspblrzednych wzglgdnych,

W kolejnych rozdziatach przedstawiono rekurencyjny algorytm rozwiazywania
zadania prostego dynamiki dla ukladu wieloczlonowego o dowolnej strukturze,
Algorytm jest odmienny od poprzedniego co wynika z opisu mechanizmu we
wspoirzednych wzglednych.

4.1 Analiza struktury ukladu. Wybér wspélrzednych uogétnionych.

Zakiada si¢, ze jest znany ruch jednego z czlonéw (podstawy) ukiadu
wielocztonowego wzgledem przyjgtego inercjalnego ukladu wspéirzednych I1. Jezeli
w rozpatrywanym ukiadzie :nie wystepuja petle kinematyczne (uktad ma strukture
drzewa), to wspolrzedne opisuja wzgledne polozenie kolejnych czlonéw w gatezi
drzewa. W takim przypadku liczba wspoltrzenych niezaleznych opisujacych caly uklad
jest rowna jego liczbie stopni swobody. Wynika stad, ze konieczna jest wstepna analiza
strukturalna mechanizmu. Jezeli uklad posiada petle kinematyczne, to niektore sposrod
par kinematycznych myslowo rozlacza sig, uzyskujac struktur¢ drzewa, ktérego
korzeniem jest podstawa uktadu. Uklad opisywany jest przez wzgledne wspotrzedne w
nie rozlaczonych parach kinematycznych. Liczba wspolrzgdnych opisujacych uklad
jest w takim przypadku wigksza niz liczba jego stopni swobody. Kazdej rozigczonej
parze kinematycznej odpowiada petla kinematyczna.

W uktadzie o strukturze drzewa dla kazdego czionu i mozna jednoznacznie
wskaza¢ jego poprzednik ip, w kierunku korzenia drzewa.

4.2 Kinematyka.

Jezeli czton ioraz ip tworza parg kinematyczng klasy (6-f) , to polozenie
czlonu i wzledem ip mozna opisaé za pomoca f-elementowego wektora
wspotrzednych uogolnionych q;. Przyspieszenie cztonu i wzgledem ip jest liniowg
funkcja przyspieszen uogdlnionych:

T

a = @(q,.04, +£(4.9,1) (17)

gdzie: N
a; - szescioelementowy wektor przyspieszefi wzglednych (trzy sktadowe
przyspieszenia katowego i trzy liniowego),

®,(q,,t)- macierz (6 x f),

g;- wektor przyspieszen Coriolisa i dosrodkowych.
Macierz @, ma rzad f. Do jej kolumn mozna dolaczy¢ (6-f)-kolumnowa macierz @,
tak aby powstata macierz (@, ®°] (6 x 6) byla nieosobliwa. Skonstruowa¢ mozna
takze nieosobliwa macierz [¥; ¥°], 1aka ze spetnione bedzie rownanie:

(¥, ¥ 7 = [0, &7 (18)

Kolumny macierzy [¥; ¥{] stanowizi baze w przestrzeni 6-wymiarowe;.
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Jezeli znane jest przyspieszenie @&, czlonu ip wzgledem ukiadu I, to
przyspieszenie @ cztonu i wzgledem tego uktadu dane jest wzorem:

a, = C(q.ta, +n(q.q,1) (19)

gdzie:
C.(q,,t) - macierz transformujaca wielkosci z uktadu ip do /,
1n,(4,,49,,t) - szeScioelementowy wektor przyspieszen Coriolisa i
dosrodkowych.

Jezeli czlony / oraz j tworza k-t3 myslowo rozlaczong pare kinematyczng klasy
(6-f), to na ich przyspieszenia wzledem ukladu IT natozone sa wigzy, ktore zapisaé

"'mozna w postaci:

(xf,k)Ta. +(x;,k)Ta, =&, (20)

gdzie:

X}, - macierz (6 x (6-f)),

C, - wektor (6-f)-elementowy.
4.3 Dynamika.

Sitg F; z jaka oddziatuje czlon ip-ty na i-ty zapisa¢ mozna w bazie [¥; ¥J:

F =WA, +¥°A @)
gdzie:
A;- f-elementowy wektor reprezentujacy §Aiy napcdgwe_w parze kinematycznej,
A - (6-f)-elementowy wektor reprezentujacy reakcje wigzdw.

Jesli czlon i wchodzi w skiad X-tej rozlaczonej pary kinematycznej, to
pochodzaca od tej pary silg dzialajaca na czlon i zapisa¢ mozna nastepujaco:

Foo = XA + XA (22)
gdzie: '
X, macierz (6 x f).
Wypadkowa sita dzialajaca na czlon / dana jest wzorem:

T =F+G - CTF+Y (X, A, +X,A%) (23)
t k

gdzie:
1 przebiega numery czlonéw, ktérych poprzednikiem jest czlon i,
k przebiega numery roziaczonych par kinematycznych ukiadu,
G; - wypadkowa sit zewnetrznych dziatajgcych na czion i,

Wykorzystujac rownania Newtona-Eulera mozna ulozy¢ rownanie ruchu dla
kazdego cztonu uktadu:
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La; =F ‘ZC;rFl +Z(xi.kl'k + XA +B, . 24)
1 k

gdzie:
I; - macierz (6 x 6) reprezentujaca rozklad mas czlonu,
B; - wektor sit zewngtrznych, Coriolisa i dosrodkowych.

4.4 Zadanie proste dynamiki.

Zadanie proste dynamiki rozwigzywane jest metods rekurencyjna,
Rozpoczynajac od czlonu potozonego najdalej od korzenia drzewa dokonywany jest
proces eliminacji cztondéw i petli z ukfadu (rekursia w tyl), a nastepnie proces
odbudowania uktadu (rekursja w przéd).

Proces eliminacji cztonu 7 polega na dokonaniu takich zmian w réwnaniach
ruchu (24) i réwnaniach wigzéw (21) dla pozostalych czlonéw ukladu, aby usuniete
zostaty z nich wielkosci zwigzane z cztonem 1.

Proces eliminagji petli polega na dokonaniu takich zmian w réwnaniach ruchu i
réw-naniach wigzow dla cztonéw ukladu, aby usuniete zostaly z nich wielkosci
zZwiazane Z petla, i

Proces odbudowania uktadu polega na obliczeniu poszukiwanych przyspieszef
uogdlnionych.

4.4.1 Eliminacja czlonéw.

Niech czlon i nie bedzie poprzednikiem zadnego czionu. Jezeli do réwnania
ruchu dla cztonu 7 wstawione zostanie przyspieszenie dane wzorem (19) i sita dana
wzorem (20), a nastepnie rownanie zostanie lewostronnie pomnozone przez CDiT, to
(po uwzglednieniu (18)) wyeliminowane zostana nie znane reakcje wigzoéw, a z
otrzymanego réwnania wyznaczy¢ bedzie mozna przyspieszenie uogoélnione:

q = Mi-1 [—(DiTli(Ciaip M) EA (DITBi + (DITZ(XUJ'I( +kal..i ):I (25)
X

gdzie:
M =01,
Po uwzglednieniu powyzszej zaleznosei w réwnaniu (19), otrzymuje sie:

a =Ca,+n+ oM [_¢i1.li(ciaip +1;)+ A, + OB, + ‘b:Z(XuM + XAy ):'
X

(26)
Wstawiajac otrzymany zwiazek do réwnania ruchu dla czlonu i uzyskuje sic
rownanie:
F =NCa,+y,~(E-LOM'O)Y (X, Ay +X{A5) @n
k
gdzie:
N, =1 -1 0 M*d]]

i
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[
=[]
W

Yi=Nmn; +Ii¢iMi_l(}"i +¢?ﬁi)— B,
E - macierz jednostkowa,

w ktérym nie wystepuje przyspieszenie a;.

Site dana wzorem (27) mozna wstawi¢ do réwnania ruchu dla poprzednika cztonu i,
eliminujac z réwnania wielkosci zwiazane z czionem i. Rownanie ruchu dla czlonu ip
zachowa nie zmieniona posta¢ po usunigciu wielkosci zwnqzanych z czlonem i, jesli
dokonane zostana podstawienia:

Lo=1 + C/N,C,
Blp:: lip —C.iryl

oraz dla wszystkich my$lowo roztaczonych par kinematycznych k:

xi k= x. " +C5T(E'|i¢iM;l¢iT)xi.k
X, + C?(E' qu)iMi-lq).ir)x:k

ipk”

= x:y k

Jezeli czton i wchodzi wraz z czionem j w sklad myslowo roztaczonej pary
kinematycznej k, to spetnione musi byé rownanie wigzéw (22), ktore przepisa¢ mozna
W postaci:

X, a, +X:,"a,+ YD, A, +B, ,A5) =C,

m przebiega numery roziaczonych par kinematycznych.
Macierze D, ,, i B,,, sa poczatkowo zerowe i ulegaja zmianie w trakcie procesu
eliminagji.
Jezeli do réwnania (28) wstawione zostanie przyspieszenie dane wzorem (26), to
wyeliminowane zostang wielko$ci zwiazane z czionem /. Posta¢ rownania wigzow nie
ulegnie zmianie po eliminacji wielkosci zwiazanych z cztonem i, jesli dokonane
zostana nastepujace podstawienia:
- dla wzystkich myslowo roztaczonych par kinematycznych &:

{4 T -
Ci=C - Xi; (; +OM; '+ O] (B, -L,)))
- dla wszystkich dwojek myslowo rozlaczonych par kinematycznych k i m:
Bk.m:= Bk.m - x:.kTq)lM:l¢Tx:m
D,ni=Dyn- xic.kT(biMi—ld);rme
Jezeli z ukiadu usunigty zostal czion i, to mozna wyeliminowac nastgpny,
ktéry nie jest poprzednikiem innego cztonu. Procedurg eliminacji prowadzi si¢ az do

czlonu, bedacego ostatnim, nie usunigtym czlonem nalezacym do petli kinematyczne;j.
Dokonuje si¢ wtedy eliminacji tej petli, a nastepnie powraca do eliminacji cztonow.
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4.4.2 Eliminacja petli.

Proces eliminacji petli prowadzi do obliczenia nie znanych wczesniej reakgji
wigzéw w myslowo roziaczonych parach kinematycznych. Niech L oznacza zbiér
wzystkich petli w ukladzie. Niech LR(i) oznacza zbiér petli kinematycznych, ktorych
ostatnim nie wyeliminowanym cztonem jest czlon i. Réwnania wigzéw dla myslowo
roztaczonych par kinematycznych .../ odpowiadajacych petlom ze zbioru LR(i)
mozna zapisaé facznie w postaci macierzowej:

X8, + DA+ BIAT + T (D[, + B, M) = (1
gdzie:
m przebiega numery roztaczonych par nalezacych do LR(¥),

X =[ X, X5 1

D; =[Du...o”] g <[ Bu-Bu
D,..D, | " | BB,
. T

D =[Dfm-.DL] B, =[Bl,. .BL] '
SRS P V) D VS (R L) I S [

Z powyiszego rownania mozna wyznaczy¢ A"
3 =76 -0 - T B 9

Jesli w ukladzie wystepuja wiezy nadmiarowe, to macierz B;"! jest osobliwa.
Sposob postepowania z ukladami zawierajacymi wigzy nadmiarowe zostal opisany w
pracy [13] i nie bgdzie tutaj dyskutowany.

Jezeli w rownaniu ruchu dla czlonu 7 uwzglgdniona zostanie zalezno$¢ (29), to
wyeliminowane zostana wielkosci zwigzane z petlami kinematycznymi ze zbioru LR(i).
Réwnanie ruchu czlonu i nie zmieni swojej postaci, jesli dokonane zostana
podstawienia:

T

;=1 +X"B X
B,:=B,+XB) ¢ +(X; - XIB] DA,

oraz dla rozlaczonych par kinematycznych m odpowiadajacych pegtlom ze zbioru

L\LR():

X .= X, - X{B D},
X,:=X:, - X{B; B;,
Jezeli zaleznosé (29) wstawimy do_réwnan wigzow dla petli ze zbioru LILR(3),
to usunigte z nich zostang wielkosci zwigzane z petlami ze zbioru LR(i). Réwnania

wiezéw zachowajg nie zmieniong postaé, jesli dokonane zostang podstawienia:
- dla myslowo rozlaczonych par kinematycznych m ze zbioru L\LR(i):
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Cei=C - Bi.,mTBi--lci' + Bi..mTBi.—|Di‘)".i - Z DA,

- dla mys$lowo roztaczonych par k i m ze zbioru L\LR(i}:
o T =l 0o
Dm.k:= Dm,k - Bi.m Bi.m Dm.k

e Toe -1 0
Bm.k:= Bm.l: -Bi.m Bi.m Bm.t
Po dokonaniu podstawien eliminujacych wielkosci zwiazane z petlami ze
zbioru LR(i) z réwnania ruchu czlonu i oraz z rdwnan wigzdw, zbior petli L
zmniejszany jest o zbior LR(i):
L = L\LR(i),
co konczy proces eliminacji petli.

4.4.3 Odbudowanie ukladu.

Proces eliminacji cztonow konczy sie po osiagnigciu podstawy ukladu. Jesli
istnieja petle kinematyczne, w ktorych sklad wchodzi podstawa, to nalezy je usunag,
obliczajac macierz By™! i nie znane wczesniej wielkosci A",

Aby obliczy¢ wgledne przyspieszenia uogolnione w parach kinematycznych
nalezy odbudowa¢ uktad w kolejnosci odwrotnej niz kolejno$é eliminacji cztonow.

Niech uktad bedzie odbudowany do czionu i wiacznie. Wszystkie wielkosci po
prawej stronie réwnania (25) sa znane, moina zatem obliczyé przyspieszenia
uogodlnione.

Mnozac réwnanie ruchu (24) czlonu i przez ©FT i wykorzystujac zwiazek
(18) otrzymuje si¢ po uporzadkowaniu:

A =0 [La, - T (XA +X5A5) -B,]
k
Korzystajac z powyiszego rownania obliczy¢ mozna reakcje wigzéw w parze
kinematycznej tworzonej przez czion i oraz jego poprzednik.

Jezeli podczas procesu eliminacji zbior LR(5) nie byl pusty, to korzystajac ze
wzoru (29) nalezy obliczy¢ reakcje wigzow w myslowo rozlaczonych parach
kinematycznych odopowiadajacych petlom ze zbioru LR(i).

Proces odbudowywania uktadu koriczy si¢ po osiagnigciu ostatniego czlonu

uktadu.

4.5 Rozwiazywanie rownan ruchu.

Otrzymany uklad réwnan jest ukladem rownan rozniczkowych zwyczajnych.
Do jego numerycznego scatkowania uzyto procedury Shampine'a - Gordona [10].

5. Programy numeryczne. Testy.

Na podstawie metod przedstawionych w punktach 2 i 3 oraz 4 zbudowane dwa
niezalezne programy numeryczne, zaimplementowane na komputerze typu PC. Dane
do programow whpisuje si¢ w jgzyku problemowo-zorientowanym.
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Dla sprawdzenia poprawno$ci dziatania algorytméw i programéw
przeprowadzono szereg testow na przyktadach, dla ktorych s znane rozwiazania
analityczne lub do$wiadczalne.

Jednym z bardziej wymagajacych testow jest analiza dynamiczna mechanizmu
modelu manipulatora typu spine (rys. 2) opracowanego w Zespole Robotyki i
Biomechaniki Technicznej PW [14]. Segment manipulatora i jego schemat
kinematyczny pokazano na rysunku 3. Sklada si¢ on z dziesigciu czlondw, dziesigciu
par kinematycznych V klasy i czterech II klasy. Laficuch kinematyczny jest zamknigty
a ruchliwo$¢ mechanizmu jest rowna 2. Mechanizm jest napedzany za pomocg dwoch
sitownikéw hydraulicznych  zaczepionych przegubowo w punktach Al i Bl -do
podstawy i odpowiednioc w punktach A i B do manipulatora. Przebiegi czasowe
rozwijanych sit pokazano na rys. 4. Zadanie polega na znalezieniu potozenia punktu C
(Srodka masy ostatniego czlonu) w funkcjji czasu. Rozwiazanie tego zadania z
zastosowaniem pakietu programéw polega na wezytaniu ogélnych danych i odczycie
rozwigzan w postaci wykresow ruchu lub tabel. Wykresy ruchu punktu C
przedstawiono na rys. 5.

Pi$miennictwo.

1. W Schiehlen (editor): "Multibody System Handbook". Springer Verlag . Berlin,
Heilderberg 1990.

2. Garcia de Jalon et all: "Real Time Simulation of Complex 3-D Multibody Systems
with Realistic Graphics” in "Real - Time Integration Methods for Mechanical System
Simulation" edited by Deyo C. NATO ASI Series., vol. 69. Springer Verlag 1991.

3. Nikravesh P.E: " Computer Aided Analysis of Mechanical Systems”. Prentice Hall
1988.

4. Fraczek J.: "Kinematic and Dynamic Analysis of Multilink Robots". 23 rd ISIR,
Proceedings, Barcelona 6-9 th October 1992,

5. Haug E.J: "Computer Aided Kinematics and Dynamics of Mechanical Systems".
Massachusetts, Allyn and Bacon, Needham Heights, 1989. ’
6. Birkholc A.: "Analiza matematyczna". Warszawa, PWN 1986.

7. Gear C.W., Petzold L.R.: "One Methods for the Solutions of DAE ". SIAM J. of
Numerical Analysis, 1984, vol.21, No.4, pp 716-728.

8. Brenan K.E. et al:"Numerical Solution of Initial - Value Problems in DAE". North
Holland , New York 1989.

9. Fraczek J: "Komputerowa metoda analizy dynamicznej fancuchow kinematycznych
manipulatorow. Praca Doktorska. Politechnika Warszawska 1989.

10. Shampine L.F., Gordon M.K.: " Computer Solution of ODE: The Initial Value
Problems". San Francisco, W.S.Freeman 1975.

11. Haug E.J, Jeng Y:"Implicit Numerical Integration of Constrained Equations of
Motion via Generalized Coordinate Partitioning”, ASME Journal of Mechanical
Design, 1992, vol.2, pp.296-304.

12. Fraczek J.: "Dynamics of Mechanical Systems with Coulomb Friction. Part I.
Theory". ABM , 1993, vol. XL, pp. 81-93.

13. Wojtyra M., Fraczek J. : "Zadanie proste dynamiki dla mechanizmow z wigzami
nadmiarowymi. Czes$é¢ I, 111 III". Materiaty IV Konferencji Robotyki. Wroctaw 1993.
14. Busko Z., Fraczek J, Morecki A.: "Structural Synthesis, Dynamical Analysis and
Experimental Investigations of Multilink Elastic Robot Systems (Spine Type)". Eight
CISM - IFToMM Symposium on Theory and Practice of Robots and Manipulators.
Cracow, 2-6 July, 1990.



128

y

il
I

V
A
L

Rys. 1. Para sferyczna.

Rys. 3. Segment i schemat kinematyczny manipulatora.
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