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1. Wstep

Praca ta dotyeczy odpowiedniego rozmieszczenia elementdw na
ptytce obwoddw drukowanych . Przedstawione w niej podejgcie rdézni
sie w sposdb zasadniczy od ogdlnie znanych i powszechnie
stosowanych produktédw firm zachodnich jak np. smARTWORK firmy
Wintek [7], Redboard firmy Racal-Redac [B] czy tez OrCAD firmy
OrCAD Systems Corporation [8]. W przed chwila wymienionych
pakietach projektant sam decyduje o© rozmieszeczeniu elementdw.
Ewentualnej automatyzacji podlega jedynie proces prowadzenia
Sciezek laczacych poszezegdlne wyprowadzenia., Frzyjmowanym przy
tym kryterium jJjest minimalizacja diugogci <Lciezek. Przy okazji
warto jeszcze nadmienidé¢, 12 wspomniana minimalizacja nie ma
charakteru globalnego. Przeprowadzone eksperymenty wskazujz, 2Ze
najpierw prowadzi sie jedny ze Sciezek (¢ wybrang w sposdbh
arbitralny jako pierwsza 2 po moZliwie najkrdéiszej drodze, potem
druga itd. Jest rzecza oczywists, Ze takie podejscie w wygodny dla
projektanta sposdbh moZe prowadzid do dobrego projektu ( w sensie
sumarycznej diugosci gcieZek 3, jednakZe trudno tu oczekiwad aby
sumaryczna diugosd ZcieZzek przy =z gdry narzuconym wzajemnym
usytuowaniu poszezegdlnych .elementdw osiagata w kazZdym projekcie
wartosd najmniejsza. ¥ytlumaczeniem dla Lwdrcdw omawi anych
pakietdw oprogramowania jest fakt, Ze podjete tu zagadnienie jest
niezwykle trudne i po dzif dzie’ nie doczekalo sie kompleksowego
rozwigazania teoretycznego.

Drugim, o wiele wazniéjszym zarzutem, ktéry moZzna sformutowad
w stosunku do wspomnianych wyzZzej pakietdw oprogramowania jest
Zupeine pominiecie aspektdw wzajemnego usytuowania elementdw
montowanych na piytce. Wage tego zagadnienia (¢ co prawda w od-
niesieniu do sieci o duzo prostrzej geometrii i strukturze, w ktd-
rej np. poszczegdlne polaczenia mogs sie wielokrotnie krzyzowad 3
omdédwione w [11. Mianowicie na umiejetnie dobranych przykiadach
wykazano, Ze dla jednego wzajemnege usytuowania elementdw sieci
optymalnie dobrana sumaryczna  diugosd potaczen moze nawet
kilkakrotnie przewyzszad wartosgd analogicznego parametru
obliczonege dla innego umiejscowienia tych samych elementdw sieci.

W sSwietle powyZszych uwag mozna stwierdzid¢, iz globalna
optymalizacja piytki obwoddw drukowanych musi uwzgledniad zardwno
wzajemne usytuowanie elementdw jak 1 sposdb prowadzenia potaczen
migdzy nimi. Ponadto =zastosowana metodyka rozwiazania omawianego
zagadnienia powinna by¢ podatna na wprowadzanie dodatkowych
ograniczen (¢ dotyczacych np. wzajemnych minimalnych odlegiosci
migdzy niektdrymi elementami lub $ciezkami D wynikajacych ze
specyfiki dziatania ukladdw elektronicznych ( wzajemne sprzeZzenia,
aspekty temperaturowe itp. 2. Niestety tak ogdlnie sformutowany
problem nie wydaje sige mozliwy do rozwigzania przy obecnym stanie
wiedzy. Dlatego teZz proponuje sie rozerwanie go na kilka kolejnych
podprobleméw. Plerwszym =z nich Jjest zagadnienie odpowliedniego
pogrupowania elementdw. Innymi stowy chodzi o stwierdzenie, ktdre
elementy powinny byd¢ lokowane blizZzej sieblie, a ktére mozna
uzytuowad w oddaleniu od tyech pilierwszych. Drugim podproblemen
byltoby rozmieszczenie na plytece odpowiednio juz pogrupowanych
elementcdw. Na koticu rozwigzywane byloby =zagadnienie odpowiedniego
prowadzenia sSciezek. Jak wiec widad proponowana metodyka moze byd
uznana za kontynuacje i rozszerzenlie omdwionego na wstepie
podej€cia firm zachodnich.
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W pracy zajeto sie pierwszym ze wspomnianych wyzZe
podproblemdw. W rozdziale 2 sformutowano i zinterpretowano pewne
pojecia matematyczne i przedstawiono wynikajace stad podstawowe
konsekwenc je. Rozdzialt 3 posSwiegcono wyjagsnieniu zwlazkdw
Zachodzacych miedzy abstrakecyinymi obiektami zdefiniowanymli w
rozdziale 2 a probl emem Csubdoptymal nego prytki obwoddw
drukowanych. W rozdzialach 4 i B przedstawiono aspekty teoretyczne
prowadzace do efektywnege rozwiazania zagadnienia grupowania
elementdw. W rozdziale & zamieszczono dodatkowe uwagi 1 wnioski
kohicowe.

2. Zespoly minimalne. Definicje 1 podstawowe wiadciwosci
RozwaZzamy skoticzony gbiér elementdw X, X1 > i funkcje

f: ({A,B>: A, Bc&} --=> [R U ¢0r, gdzie 4, B Jest parz nieupo-
rzadkowans, zag$ [R oznacza zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych.

. Odnognie funkcji Ff czynimy dodatkowe zatoZenia, iz fCA;0> = 0 dla
kazdego 4 < X, fC({x}, {(x}2> = O dla kazdego x € X, oraz ze

FCA,BY = z ZB FCCxr, (y3D, 2. 1)
xXEA4A v

dla kazdego niepustego 4, B < X, przy czym dla uproszczenia dal-
szych wzordw zamiast Ff({x}, {y?> bedziemy pisad wix, yJ.

Definicja 1. Niepusty =bidr S, $ < X, $§ = X, bedzie nazywany
zespolten minimalnym, Jesli dia Razdegeo Jego niepustego. podzbioru
wltagscivego spelniona jest nierdwnosd

FCR, X-52 <« FfCR, S-RO 22>

" Interpretacja wprowadzonyech wyzej pojed moze byé nastepujaca.
X jest zbiorem elementdw montowanych na piytce obwoddw drukowanych
Jak np. uklady scalone, tranzystory, kondensatory, rezystory itp.
Symbol wlx, y2 ckredla site wzajemnych powiazar miedzy elementami
x, v € X. W szczegdlnym, najprostrzym przypadku Cpatrz np. (21D
moze to byd liczba Sciezek taczacych na schemacie ideowym elementy
x oraz y. Jesli zag zaleZy nam nie tyle na minimalizacji diugogci
potaczerd na piytce, co na ograniczeniu materialtu zuzytego na
wspomniane potraczenia, to wlx, v nalezy wyznaczyd jako sume sze-—
rokosci sSclezek biegnacych miedzy x i1 y. Zatem zespd:t minimalny
moZzna uwazad za  taki podzbi dr zbioru wszystkich elementdw
montowanych na piytce, kidry Jest wewnetrznie silniej wzajemnie
powigzany (w sensie nadawanym wCX, Y2 niz z pozostat ymi
elementami.

Wprowadzimy teraz podstawowe wtasciwogcli zespoidw mini-

malnych, ktdre okaza sie przyvdatne w dalszych rozwazaniach.
Stosujac prawa de Morgana do definicji 1 otrzymujemy

¥niosek 1. {x} jest zespolem minimalnym dla kazdego x e X.

Lemat 1. Dwa roézne zespoly minimalne sq albo rozitgqczne, albo tez
Jeden =2 nich zawilera sie w druginm.

Dowod. Niech S 1 Q beds rdézZnymi zespotrami minimalnymi. Przypadki
S cQoraz Q € S s vczywiste, wiec mozZzna zatozyd 1z $§ N Q =7 # @,
P=Q-Tw¥ OGoraz R=5 -7 # @ Oznaczajac H = X - (S U Q> i ko-
rzystajac z definicji 1 a takZze ze wzoru (2.1 otrzymujemy



FCT, RO > fCT, X — &> F<T, HY + fCT, PO, 2.3

f<T, P> > FfCT, X — Q0 FCT, HO + §CT, RO, c2. 42
Dodajac stromami (2.30 i (2.43 uzyskujemy §FCT, H> < 0, co jest
niemozliwe, a zatem T # O, c.n.d.

in

Lemat 2. $§ jest zespolem minimalnym wtedy i tylko wtedy, gdy

FCR, X - R > fCS, X — &5 ) 2.5
dla kazdegce niepustego podsbiloru witasciwege R zbioru 3.
Dowod. Rozwazmy zbidr $ <« X, S = X i Jego niepusty podzbidr wias-—
ciwy R oznaczajac dla wygoedy P = S — R aoraz H = X - 5. P i M =sa

oczywidcie niepuste i wzajemnie rozigczne, a ponadto X - R = P U M.
Z C2.10 wynika zatem, iz

FCR, X — R = fCR, H> + fCR, PO, 2,682

FCS, X — 5D = fCR, H> + fCP, HO. Cce.72
Zatozenie, Ze S jest zespolrem minimalnym pociaga za sobsa

JCFP, X — 53 = fCP, H> < fCP, R>, e85

zgodnie z definicja 1. Dodajac FfCR, H> do ocbydwu stron (2.9 1
korzystajac z (2.8 1 (2.7) otrzymujemy (2.5, co kohczy pierwsza
czesd dowadu.

Przypusémy teraz, Zze dla kazdege niepustego podzbioru
wiagciwego R zbioru $ jest speiniona nierdwnogd (2.85). Wowezas po
podstawieniu (2.8) 1 (2.7> do (2.5) 1 po odjeciu stronami czynnika
FCR, HO otrzymujemy (2.8, c.n.d. .

Lemat 2 mozna uznawad zZa inne okreslenie zespotu
minimalnego, rdéwngwazne zreszts definicji 1. Jest on szezegdlnie
przydatny przy wyprowadzaniu dalszych wlasciwosgci potrzebnyech do
konstrukcji efektywnego algorytmu grupowania obiektdw.

3. Zwiazki miedzy zespotami minimalnymi a optymalnym problemem
projektowym

Niech d(x,y> oznacza diugosd <Sciezki dCbadz tez dgSrednia
diugosd dciezek) ifaczace] elementy x, v € X. Wowezas sumaryczny
Cuogdlniony? koszt polaczen miedzy wzajemnie roziacznymi i
niepustymi zbiorami A i B, A, B <« X mozna zapiszad w postaci

NCABY = z Z dix, yowdx, v, €3.12
x&4d  yeEB
zas ¢ sama wielkosd odnoszaca sie jednak do wewnetrznych
wzajemnych potaczéhA w zbiorze A4 mozna okreglié¢ jako 0,5/4, 4>,
gdzie NA,A4A> jest dane wzorem C3.1), w ktérym B zastapiono przez
A. Zaldzmy teraz, Ze zbidr X daje sie rozbid¢ na, powiedzmy, n

rozisacznych zespoldw minimalnych 51’52""'5n Cper. lemat 20,
¥Wtedy caltkowity Cuogdlniony? koszt, $ciezek wyniesie
n n n
XD = 2 Z ANes,,s .5 + L 2 ACS. S0 €3.2)
by ey L £ &y tJ

J&i
Frzypusgdmy, Ze elementy dowolnie wybranege, i-tego zespolu
minimal nego Si’ 12 {2 n, podzielono na dwa niepuste, wzajemnie roz-

taczne podzbiory Pi oraz Ri' Usytuowanie kazdego x Ri pozosta-



wiono przy tym bez zmian, zas wszystkie elementy tworzace Pi prze-—

sunigeto. W zwiazku =z tym oczywiscie ulegtiy zZmianie co najmniej
niektdre diugogci <ciezek, co odnotujemy piszac dlx,y> zamiast

dCx,y>, a nastepnie NA4,B> w miejsce /NA,BD oraz ¢CXD zamiast
&CX>. Po skorzystaniu ze wzordw C3.12 1 (3.8) otrzymamy

23S, = FCXD ~- BCXD =

n
2 E z [ dox,wo-dlx, v wix,y>
j=1 xePt yeSf
Je=t ~
+ 2 z [ @cx,vo-dcx, v>] wix, v €3.3>
xePi yeRi

+ % 2 E [ ECx,y)—d(x,y)] w X,y
xePi yePi

Poczymimy teraz nastepujace zaltozenia:

21. rozpatrywane rozsuniecie elementdw =zespoldw mintmalnych Sﬁ
nte  powveduje zmniejszenta 2adnef 2z dlugoscti gciezek
tgczgeych elementy x, y € Si;

Z 2 rozwazane przemieszczenie elementdw zespoiu minimalnego Si

nie pocigga =a sobg =zwiekszenia =zadnej =z diugosci sScleze)
tgezqeych elementy x & Si oraz y & X~Si.

Vprowadzone przed chwila zatoZenia mozZna zinterpretowad w
nastepujacy sposdb. Otz odpowiadajs one sytuacji, w ktdrej
elementy wybranego zespolu minimalnego Si leza blisko siebie, ‘zas

elementy pozostate tzn. wziete =z X—Si s3 od nich oddalone. Zapro-

ponowany rodzaj przesuniecia ~ nieco doktadniej sprecyzowany zato-
Zeniami 21 i Z2 — ma wiec na celu umoZzliwienie dania odpowiedzi na
pytanie czy optacalne (w sensie wartosci =zakladanej funkcjii
kryterialnej & > jest umieszczanie elementdw tego samege zespoiu
minimalnego mozliwie blisko siebie, a w zwiazku z tym - lokowanie
elementdw z rdzZznych zespoldw minimalnveh w pewnym oddaleniu.
Przypusdémy, ze

-

Aﬁsi < O 3. 4>
2 zatoZenia Z1 wynika, ze w dalszych rozwazaniach mozna pominad
ostatni czion stojscy po prawej stronie (3.3), a wiec Z1 1 C3.4D,
pociagaja za soba
o= E 2 [ECx, v ~dCax, y>] wx, v
xePi yeRi



n
< - z z 2 [dcsx, yo-dix, 3] wix,y> C3. 5
J=1 xeP, ves
. g™ t J
Z drugiej strony, poniewaz Si Jjest zespolem minimalnym, wiec

zachodzi warunek (2.2), ktdéry mozZna przepisad w postaci

e
z 2 WO, v > E 2 2 w, y> €3. 6

xePi yeRi Jj=z xePi yeSj
J&t

Z okreslenia funkcji f wynika, Ze prawa strona nierdwnos$ci (3.82
Jest nieujemna. Foza tLtym zerowanie sie prawej strony wzoru (3. 62
pociaga za soba warunek wix,y2? = 0 dla kazde] pary x & Pi’ Vo

X—Si’ czyli takze zerowanie sig skrajnie prawego czionu (3.5, co

w rezultacie prowadzi do sprzecznogci (interpretacja fizyczna
zerowania sie wszystkich wag wx, v, x Pi’ Yy = X—Si Jest zupeiny

brak potaczen miedzy Pi a X—Si » CO W oczywisty sposdbh implikuje
zwickszenie sie wartos$ci wskaZnika jakogci & wobec zatozZenia
C(3.423. Zatem moZemy zatozyd, zZze prawa strona nierdwnogci (3,82
Jest dodatnia. Dzielac stronami C3.53 przez (3.6) otrzymujemy
|adcp ., R O] < |adcP,, X-5 0], 3.7
1 { 2 {

gdzie

ZP Z [ @cx,vo-dcx,y>] wix,y>
X i Y] Ri

BACP, R >= 3.8

3T e

xePi yeRi

Jest usSrednionym przyrostem diugogcl <Sciezek wiaZacych ze soba
elementy tego samege zespoiu minimal nego Si’ zas
n

- z 2 E [ dcx,yo-dex, y>] wix,y>

J=f xeP_ B yes,

Gt * 7 3.9
AdCP ., X-S.> = - '

333 weew

j=1f xeFP., yes ,
Jj=i t J

Jest usrednionym ubytkiem diugodceci gZciezek wigzZzacych ze soba Pi

oraz X~Si » @ wiec lraczacych podzbidr rozwazanegoe zespolu mini-—

5

+



malnego ze wszystkimi pozostaltymi elementami montowanymi na
ptytce. .

Ostatnioc uzyskany rezultat pozwala przeprowadzid rozwazania
uzywajac aparatu geometrii. W przypadku pitytek obwoddw drukowanych
zazwyczaj dobre przyblizehie rzeczywistogci stanowi ptaszczyzna
kartezjariska = metryka typu Manhattan dtzn. odlegtosd dwdch
punktdw o wspdirzednych, odpowiednio, ij ,yi) i Cxa ,ye) Jjest

definiowana jako lxz— x21+|y1~ yel). Mozna takZze Cbiorac tym razem

pod uwage piytki, w kidrych zastosowano zwykie polaczenia drutowed
rozpatrywad plaszczyzne Euklidesows. Rozpatrzmy teraz trzy punkty
na jedne] ze wspomnianych plaszezyzn, a mianowicie (R, CFPD, X5
Codpowiadaja one, kolejno, " dgrodkowli ciezkogel * zbioru Ri’ Pi
oraz X;Sij.hatwo zauwazyed, 1z warlant opisany wzorem (3.7 od-
powiada niewspdtliniowemu utoZeniu punktdw (R, (P>, (X&), a wiec
ziemu wstepnemnu C tzn. odpowl ada jacemu BCXSD usytuowaniu
elementdw. Istotnie, w wyniku przesuniecia punktu (PJ w kierunku
prostej faczacel (R 1 CX$> uzyska sie zmniejszenie zardwno
odlegtodci miedzy (R 1 CPY jak i miedzy C(FPD oraz (X5, czyli
takze d4redniej odlegiogci miedzy elementami ze zbiordw Ri i Pi

oraz Pi i X_Si » CO przy zachowaniu wewnetrznych zwiazkdw
metrycznych w zbiorach Ri' Pi oraz X_Si spowoduje zZmalenie wartosci

wskaznika Jjakofci & (patrz wzory (€3.12 i (3.2)3. W przypadku zasg
wspdtliniowosci punktédw (R, (PO i (XS przyrost ocdlegiosci miedzy
(R 1 (P2 rdwna sie zmniejszeniu odlegtogci miedzy (P> i (XS), co
odpowiada warunkowi

IAd(Pi,Ri)l=lAd(Pi. X*Si[ C3.10

Korzystajac zatem z zasady kontrapozyciji mozna sformutowad wniosek
méwiacy, Ze spelniajaca zatoZenia Z1 i Z2 operacja rozsuwania
elementdw dowolnie wybranege zespolu minimalnego Si przy =zachowaniu

warunku wspdtliniowodci (parz wzdr €3.100 - odpowiada to prawl -
diowemu wstepnemu rozmieszcezeniu poszezegdlnych grup elementdw na
ptytcel pociaga za sobsy wzrost catkowitego (uogdlniconegol kosztu
ScieZzek.

Analogiczne rozumowanig mozna takze przeprowadzid w
przypadku, w ktdrym SI < S2 TP Si R Sn Cpatrz takze lemat
22, Otrzymuje sie podobne wzory, w ktdrych jednak zamiast sumé-
wania pove$S.,Jj=1%, &..., n, j=i, nalezy dodawad¢ po wszystkich
v e X-S.. J

1
Reasumujac, mozna stwierdzid, ze optacalne jest przepro-

wadzenie projektu pitytki w kilku etapach. Mianowicie po opra-
cowaniu schematu 'elektrx;znego nalezy wyznaczyd¢ poszczegdlne
zespoty minimalne elementdw’ montowanych na plytce. Nastepnie
nalezy staraé¢ sie, aby elementy wchodzace w skiad tego samego
zespotu minimalnego byty usytuowane mozliwie blisko siehbie.
Dopieroc potem powinno sig prowadzi¢ wzajemne potaczenia uzywajac
do tego celu np. tzw. automatycznege auteroutingu wchodzacego w
sktad wymienionych we wstepie firmowych pakietdw oprogramowania.
Wada, proponowanego rozwiagzania Jest koniecznosd manual nego
rozmieszczania poszeczegdlnych elementdw na piytce. Z drugiej
jednak strony stanowli to takZze o uniwersalnogci metody. Mianowicie



uwzglednia ona jedynie aspekty topologiczne schematu elektrycznego
Ctzn. fakt braku lub zaistnienia potaczenia miedzy poszeczegdlnymi
elementamid, a wiec mozZzna ja stosowad w zasadzie wszedzie bez
kiopotania sie o dodatkowe ograniczenia C(dotyczace np. wzajemnych
minimalnych odlegiosci miedzy niektdrymi elementami lub sSciez-
kamid.wynikajace =ze specyfiki dziatania ukiaddw elektronicznych
Jak np. sprzezZzenia wzajemne, wpiywy temperaturowe, itp. Speinienie
wspomnianych ograniczen pozostawione Jjest projektantowi 1 jest
realizowane w fazie ustalania rozmieszeczenia elementdw na piytce
przy uwzglednieniu ich zgrupowania zgodnie =z uprzednio wyzna-
czonymi zesporami minimalnymi. s

4. Zwiazki miedzy zbiorami zespoldw minimalnych i ich czesSciami

Definicja 1 podstawowe wlasgciwosci zespotdw minimalnych
przedstawione w rozdziale 1 nie moga stanowid podstawy do
skonstruowania efektywnego algorytmu stuZzacego do wyznaczania
zespotdw minimalnych. Istotnie, w przypadku préby postuzenia sie
sama definicja 1 lub teZz lematem 2 naleZzy rozwazyd wszystkie
podzbiory mnogosgci X zawierajace wiecej niz jeden element, a wiec
tacznie

21X Xy - g C4.1d
podzbi ordw. Dla ustalenia odpowi edni ego punktu adniesienia
wielkosci przedstawiocnej wzorem (4.13 sprdbujmy oszacowad od géry

liczbe zespoldw minimalnych zawartych w zbiorze X. Niech l;LJ
oznacza liczbe zespoidw minimalnych skitadajacych sie z dokiadnie §
elementdw 1 utworzonych jako suma mnogodciowa (patrz lemat 10
uprzednio JjuZz wyznaczonych zegspoidw minimalnych © mocy nie
wigkszej niz . 2Z lematu 1 wynika, Zze dwa zespoly minimalne moga
by¢ albo wzajemnie roziaeczne, albo tez jeden z nich zawiera sie w

drugim, a zatem \
IX{-Ci+1£2
s Cio
- .
IX] = z citkd 150 . 4.2
=1
dia ¢ =1, 2,..., |¥X|-2. Maksymalizujac wartosdé¢ sumy
[ X|—-Ci+i>
. cio —
Weid = z Lok C4.30
k=1
Cio .
wzgledem li+k » R =1, 2,..., |X|-2 przy ograniczeniu danym wzorem
(4.20 otrzymujemy nastepujace rozwigzanie
1+1 T+ 2
ci - _
li+k =20, dla kR =2, 3,..., 'X! 2



Wynika stad,Zze majorante dla ciagu [X]|. W1, WwWa>,... ,Wd|X|-2>
stanowi |X|-f pierwszych wyrazdéw ciagu harmonicznego, a wigc mamy
nie wiecej niz .

IX][ ¥ + InC|x]-1> +1 ] C4.4>

wszystkich zespoidw minimalnych w zbiorze X. Po;éwnanie liczb
przedstawionych we wzorach (4.1 1 (4.43 wybitnie d<$wiadczy na
niekorzyéd metody wyznaczania zespoirdw minimalnych postugujace]
sie wylacznie zaleZnoSciami przedstawionymi w rgzdziale 2. Nalezy
zatem zastanowlid sie nad skonstruowaniem algorytmu typu agre-
gacyjnego, tzn. takiego, kidry w kolejnych iteracjach wyko-—
rzystywatby wyniki ¢ w tym przypadku uprzednio juz wyznaczone
zespolty minimalne D uzyskane w poprzednich iteracjach. Podstawe do
przypuszczenia, ze taki algorytm da sie stworzyd stanowi tresd
lematu 1.

Dia uproszczenia 1 skrdécenia dalszych zaplsdw wprowadzimy
teraz oznaczenia obowiazujace do kofica tej pracy. Niech I bedzie
niepustym zbiorem indeksdw, Zag < Qi ;U € I ) indeksowansy rodzing

zbiordw, Qt e X, { € I. Oznaczymy
Q, =U a 4.5
I , ,
tel f
Na przvkiad ZT nalezy rozumied jJjake sume - mnogosSciowsa wszystkich
2]l ement dw Zi’ i &€ T odpowiednio okreglonej indeksowanej rodziny

zbiordw < Zi: 1el r.

Stwierdzenie 1. Niech I bedzie nilepustym skonczonym =zbiorem
indeksow, ¢ Si:_ief } — reod=zing indeksowang parami rozitgocznych
zespoldow minimalnych, € Ri: i &l } - rodzing indeksowang zbiordw

spelintajgeych warunek mowigcecy, 2e dia kazdego { € I zachod=zt Ric Si’
Ri = Si’ oraz niech K({Ri: 1T € 320 = <(j: j I , Ri = O > Niech
ponadto Q@ < X bedzie dowolnym zbilorem takim,ze SI na=01 SI u Q

= X. Jesli zachodzl co najmniej jedna = nastepujgeych nlerdwnosct
|QEIKCER - 2 & I3 >0 lub |[KC(R : L € I3 2 2, toe P =Q U RI nie

Jest zespoltem minimalnym. Poza tym warunek Q # @ implikuje relacje

fCP, X=P> > fCQ, X-Q C4.65
Dowed. Rozpatrzmy dowolny wstepujacy ciag CKCi2: © e KC{Ri:i e 1355
podzbiordw mnogosci Kf{Ri:i € I}0 okreslony przez XKJ(D = (u : u &
KC{Ri:i e I35, u = i?. Dowdd bedzie przebiegad przez indukcje
wzgledem |KCi{>].

Dla wygody dalej bedziemy pisad PlKCi)i i SIK(i3| zamiast
i = P
odpowiednio Q U RKCiJ oraz SKCi)' Ponadto oznaczymy RCi) Plxciog
- P]KCi)i~I i SCiJ = S]KCi)l - S[Kfi)]~f dla { L((Ri e I 20,
przyjmujac iz PO =@ i SO = &,
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Niech @ = @.

1. |KCio|=1. Mamy wigc fCP,, X-P > - fCQ, X-Q = fCR,, X - (R, U @

1
- fcQ, RI) = f(RI, Sf - Rf) - fca, Rf). Poniewaz Si Jjest zespotenm
minimalnym, wiec
t
- -5 D
fCRf, Sz R1) > f(Rz. X S, C4.7)

zgodnie z definicja 1. Odejmujac fCRi.QJ od obydwu stron (4.7
otrzymujemy fCRj, Sz— Rz) - f(EI,Q) > f(Rz, X = CS! U Qo5, gdzie
prawa strona ostatniej nierdwnosci jest nieujemna w mys$l definicji
funkcji £ .Oznacza to, ze f(Pf, X - PIJ > fCQ, X — Q, czyli zZe Pf

nie jest zespolem minimalnym, a ponadto iz zachodzi (4.6).

2. Frzypusémy teraz, ze Pi nie jest zespoitem minimalnym dla kazdego
1 speiniajacego nierdwnogd f < { = ]KC{Ri :t e 3> , a ponadto,

ze zachodzi zaleZnosd ,
fCPi, X - Pi) > faa, X - @, C4.8)

dla kazdego z wyzZzej ckredglonych indeksdw . MozZna napisad fCPi+
X - Pi+1) = f(Pi U R

I’
X “CPi U R 22 = f(Pi, X - PiJ + o,

Ci+id’ Ci+1D
R >+ fCR, X - CP.US. . 0>

gdzie o = SR, 15 Screr> Revwrs 1+1>°

fCPi, E%i+133' Poniewaz S%i+f) Jest zespoiem minimalnym, wiec
FCR ¥ -

cirrdr Scrrtd T Repugnr® 2 SRy Sci+t>

nicjs 1, gdyz 9 = RCi+1) < SCi+1) , &Ci+f) 7 SCi+fJ" Ponadto X -

SCi+1) > Pi + co wynika z okredlenia indeksowanej rodziny zbioréw
o . 3 = <<
{“i : 1 € ). Wobec tego fCPi, Rfi+f)) fCRC£+fJ, Pi) = f(R(i+I)’

X - S(£+1) 2 zgodnie =z definicja funkcji f. Wynika stad, zZe
FCR

< - i i e
Ci+1>" Sci+r> RCi+IJ) > f(Pi’ R(i+f))’ co poclaga za soba nie

.A —— — —
rowneosd a > G, tzn. fCPi+1, X P£+1J > f(Pi’ X Pi)' Po skorzy
staniu ™ C4.8) otrzymamy f(Pi+1’ X - P£+f) > fcQ, X - Q2, tzn. Pi+1

nie moze byd zespotem minimalnym, co konezy drugi krok indukeyjny
i zarazem caly dowdd dla przypadku Q = @

2 zgodnie z defi-

Jedli Q = 0, to przyjete zaloZenia implikuja nierdwnosd IK({Ri

L& X z 2. Z lematu 2 wynika, Ze P_ nie jest zesporem mini-

z
malnym. Oznaczymy teraz g = P, . ‘P—i = Poyg o L= 1, 2.,
[KC(Ri: i € I)0] - {. Widaé¢ teraz, Ze druga czesd dowodu dla
przypadku @ = O sprowadza sie do uprzednio rozpatrzonego wariantu,

w ktdrym zamiast @ 1 Pi nalezy uwzglednid, odpowiesdnio, @ i ﬁi' cnd.

©
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Stwierdzenie 2. Nlech I, {Si: 1 € I} oraz KC{Ri 1t e I majg to

same 2naczente co w stwilerdzeniu 1. Jeslt IKC{Ri U oe 120 = f,

to spelniona jest nastepujoca nierswnosdc:

fCRI, X - RI) > max{fCSi, X - Sib R A KC{Ri: i e Ixo) C4.95
Dowod. Dowdd zostanie przeprowadzony indukecyjnie. Jegli ]KC{Ri L S
e X = 1, to (4.9> wynika wprost z lematu 2. Przypusémy teraz, zZe
- - o . 4
f(RK(i)’ X RK(i)) > max(f(Si, X Si).L e KJior C4.10D

zachodzi dla kazdego ©, < lKC(Ri : L e I3D), przy czym KC(L2 jest

okredglone w ten sam sposdb Jjak w dowoedzie stwierdzenia 1.
{ a = = i i i -
Oznacza;ac Q RKCIJ’ Fi RKCi) 1 przeprowadzajac takzy sama kon
strukcje jak bezpodrednio ponizej wzoru C4.8) otrzymujemy fCFi+{.

X - P,, 2> fCP,, X~ PO, tzn,

FRycivr>r X 7 Recyrrd? 2 FRycisr X 7 Fyeid? 4110
; * * - B K ¥

Blo;ac terai Q = Ei+1 oraz Pi+t Pi+1 mamy fCPi+i’ X Pi+1> >
fC@ , X - @ > zgodnie ze stwierdzeniem 1, a wiec

FCRyiagyr X = Rypipgy? > FCR, 0 X = R D C4. 12D
Poniewaz Si+1 Jest zespoitem minimalnym, © # Ri+fc Si+1’ Ri+1¢ Si+1’
wiec z lematu 2 wynika, zZe f(Ri+f’ X - Ri+f) > fCSi+1, X - S£+I 2,
a wlec po skorzystaniu z (4.12) otrzymujemy

SRy vz X 7 Byerars? > ISy X 7 Sius”? C4.13D

Zatozenie indukcyine <4.100 1 nierdwnosd¢ (4.112 wraz z relacjs

: , , _ i ) ~
C4.132 implikujs fCRKCi+1)’ X RKCi+I)) > max{fCSi+f,.X St 2,
max{fCSi, X - Si) 2 e KOO = max{f(Si, X - Sf) 1L e KCi+for,

co konczy drugi krok indukcyjny, a zarazem caly dowdd.

Stwierdzenie 3. Niech I oraz {Si: 1 € I} majg to samo znaczenle co

w stwierdzeniu . Jeslti SJ nie Jjest =zespolem minimalnym dia
kazdego J < I, |J] 2 &, to zachodzi nierdwnosde
fCSI, X - SI) = min{fCSi, X - Si) 2 Le I C4.14D
Dowod. Poniewaz SJ nie jest zespolem minimalnym, wiec zgodnie =z
lematem 2 musi istnied niepusty zbidr R taki, Zze R < SJ oraz
- > - C

fCSj, X Sj) 2z fCR, X R C4.153
Niech I = J, [I]|] = 2. Jedli R < Sf, to

JER, X - RO 2 fCSI, X - Sz). , C4.163
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(réwnosdé zachodzi w przypadku R = Sfj w mysl lematu 2, a wiec po

skorzystaniu z (4.15) otrzymujemy C4.14>. Jedli za$ R nie stanowi
podzbioru SI’ to albo R < 32, albo tez R n 51 & @, W pierwszym =z
wymienionych przypadkdéw postepujemy analogicznie Jak wyzZzej.

Przypuddmy teraz, Ze R & Sz i1 R n S1r = . Wtedy mozna napisad R =

RI U Q, gdzie Rf = R M Sf, Q = R - RI * U, a wiec wtedy po

skorzystaniu ze stwierdzenia 1 otrzymujemy fCR, X — R> = fCRf U oa,

_ _ . ; . <
X (Rf U Q3O > fCq, X Q0. PoniewaZz R c 5{1,2}, wice Q <« S,

tzn. fCQ, X - @ = fCSE, X - SZJ zgodnie z lematem Z (rdwnosdé
zachodzi w przypadku Q = Se). Mamy =zatem fCR, X - R> = s, X -
52) i znowu po skorzystaniu z (4.15) uzyskujemy (4.14D> dla I = ¢1,
2}, co konczy pierwsza czedd dowodu.

Przypusémy teraz, 2e dla kazdege niepustego L, |L| < |I],
zachodzi

fCSL, X - SL) = min{fCSi, X - Si): i e L> C4.17)

Niech R € I - L. Oznaczymy J = L U (k}. Analogicznie jak przedtem
mozemy zatozyd istnienie niepustege zbioru B, R < SJ speiniajacego
C4.15>. Jesli istnieje taki indeks 7 € J, Ze R < Si’ to fCR, X -
R> 2 fCSi, X - SiJ zgodnie z lematem 2. a wiec po uwzglednieniu

C4.15> otrzymujemy C(4.14). W przeciwnym przypadku mozZna napisad
R=R, US_, gdzie 8 # A U B c JJ, AN B = 0. Jesli B = O, to mozna

4 B
zastosowad stwierdzenie 2 i po uwzglednieniu (4.15> mamy
— > : - - ¢ —
f(SJ, X SJ) > mln{fCSi, X _i). 1 e J¥ C4.18)
Jedli A4 = G,’to albo |B| = f C przypadek ten zostal juZz rozwaZony

w wariancie R < Si)’ albo tez [B] 2 2 i wdwczas z (4.150 1 (4.17)
wynika (€4.18), gdyz FfCR, X - R}=fCSL, X - SL 2 dla L = B oraz
ndn{ffsi, X - Si> L e Br 2 min{f(Si, X - Si) Tt e Jesli

tylko B < J.
Pozostat jeszcze do rozpatrzenia wariant, w ktérym 4, B = .
Oznaczajac = SB mozenmy zastosowad stwierdzenie 1, skad otrz2ymamy

FCR, ¥ - R> > fCSB, X - SB) i dalej skorzystad z argumentdw przy-—

toczonych podczas rozwazania przypadku 4 = €. cnd.

Po zastosowaniu prawa kontrapozycji do stwierdzenia 3 i po
uwzglegdnieniu tregci wniosku 1 otrzymujemy
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Twierdzenie 1. Dla kazdege x € X {(x} jest zespolem minimalnym.
Ponadtio, niech I bedzie nilepustym skorczonym zblorem indeksdw, «

{Si: i e I} - rodzing indeksowang parami rozigezanych z=Zespoldw
mintmalnych takich, #e dla kazdego J <« I, { < |J] <ii], sj nite
Jest zespolem mintmalnym. Nierswnosd

fCSI, X - SIJ < min{fCSi, X ~-S£J: i = 12 C4.19>

Jest spelniona wtedy L tylko wtedy, gay fi Jest zespolem
mininalnym.

Twierdzenie 1 pokazuje Jjak konstruowad zespoty minimalne
wykorzystujac znajomosd uprzednio Juz wyznaczonych zespoidw
minimalnych. Wage omawianego twierdzenia moZzna najlepiej pokazacd
na przyktadzie. Przypusdmy, 2Ze rozpatrujemy zagadnienie, w ktdrym
IX{ > 200 i znaleflidgmy Jjuz 4 zespoly minimalne Si o Jjednakowe j
nmocy ]Sii =80, ¢t = ¢, &, 3, 4. Dla zbadania czy 5 = Sf U SE U 53
(WO jest zespolem minimalnym w przypadku wykorzystania wprost

4 200 18]
lematu 2 nalezaloby przeprowadzid 2 - 2 = 1,807%10 testow,
Zzat twierdzenie 1 umoZliwia osiagniecie tego samegoe celu po

dokonaniu tylko 4 testdw.

5. Zwigzki miedzy zespotrami minimalnymi a przekrojami w grafie

Twierdzenie 1 i lemat 1 umezliwiajsy sukcesywnie (tzn. po
kazdorazowym znalezieniu zespolu minimal negod zmniejszacd
wymiarowodd zadania. Mianowicie kaZzdy wyszukany zespdt minimalny.
np. 5, jest zastepowany pojedynczym elementem nowego zbioru,

powiedzmy X', modyfikowane s3 dziedzina i wartosd funkcijli wagowej
f, powiedzmy f*:{({4, B} : A, B c X' —2>R U {0} 1 przystepuje sie
do poszukiwania zespolu minimalnege w zmodyfikowanym systemie
X’ ,f* =zamiast X, f. Ponliewaz |[|X’}| = |X| - |&] + {, wiec liczba
godnych rozpatrzenia warliantdw maleje asymptotycznie .Elsl—j

—krotnie (por. wzdr (4.123, pozostaje jednakze dalej w zwiazku
wyktadniczym z liczba dzielonych elementdw C(tzn. elementdw zbicoru
XD, Zachodzi pytanie c¢czy nle ma mozliwogci takiego usys-—
tematyzowania przegladu podzbiordw dzielonej mnogogei Cnajpierw X,
potem X°, X'’ itd.D aby po pierwszenie nie rozpatrywad niepotrzeb-
nie niektdrych podzbiordw (z pordwnania liczb przedstawionych w
€4.1> 1 (4.4 wynika, 2Ze takich podzbiordw jest znakomita
wigkszosdd, po wtdre zas azZzeby nie pomingd zZadnego zespotu
minimalnege. Odpowied?Z na to pytanie jest pozytywna 1 bedzie
przedstawiona doktadniej w tredgci biezZacego rozdziatu.

Wprowadzimy teraz nowy symbol umozliwiajacy wygodne zapi-—
sSywanie zaleznosci omawianych w bieZzacym rozdziale. Niech
mianowicie bedzie dane odwzorowanie

£ :Exxex___>2{{x, v} orox, ye X, x & y}u o,
o wartogciach ckreslonych dla kazdej pary niepustych podzbiordw Af,
AE mnogoscl X w nastepujacy sposdb:

EKAI. Az) = {{x, ¥ : x & AI’ Ve AE’ x # g}

iz
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{1

oraz .

ECa, AEJ = ECAI, a> = ECo, 95 = 9,

gdzie {x x ' xn} oznacza Jjak zZwykle n-ke nleuporzadkowana,

1’ e’ e
zag 2 jest zbiorem potegowym mnogosci X. Odwzorowanie £ jest
oczywiscie symetryczne Ctzn. ECA, B> = ECB, A>> i ponadto posiada
clekaws wiasciwosd N

E(Az, AEQ M ELD!, Dz) = ¢5.15

= E(Af m Di’ A2 M D2) U ECAi N DE’ AE N Df),

ktdra dowodzi sig w sposdh trywialny.

Przedstawiony w rozdziale 2 model wygodniej teraz bedzie
opisac w Jjezyku teorii grafdw. Bedziemy mianowicie rozpatrywad
niezorientowany waZony graf zupelny bez petli wiasnych (G,wd, G =
CX, ECX, X52 , gdzie X jest zbiorem wierzchotkdw grafu, ECX, X> -
zbiorem krawedzi grafu zupeitnego, zag wix, V2 = f({x}, {y}> (patrz
ponizej wzoru (2.1323 jest nieujemns waga rzeczywista przypisywana
{x, yw} € ECX, XO.

Macierz przepustowosci grafu waZonego (G,w> Ca terminal
capacity matrix [(3]3 jest macierza kwadratowa |[X|x|X|, ktdrej C(x,
v2-ty element, x.# y, Jest rdéwny wartodgci VICC(x; y>7 przekroju
minimalnego CCx; y> rozdzielajacego wierzchotki x i vy, x, v € X,
zag$ na gidwne] diagonali Celementy Cx, xJ-ted posiada ona element
neutralny. Kilka rdézZnych grafdw moZe mied taks sama macierz
przepustowosci. O kaZzdym z nich méwimy, Ze realizuje on dana ma-—

cierz przepustowogci. Przypusdmy teraz, ze M = [me}IXlxIX! Jjest
macierza kwadratowa z elementem neutralnym e na gidwnej przekatni.
Jesli sukcesywna 1 rdéwnoczesna zamiana wierszy i kolumn te]j

macierzy (rdwnoczesna, tzn. taka, w ktdérej zamianie x-tego wiersza
z y-tym towarzyszy =zaraz potem =zamiana x-tej kolumny =z y-tad
prowadzi do uzyskania nowej macierzy © nastepujacej postaci
bl okowe j

M o= S R . , 5.2

gdzie Mfa) i M(b) 3 znowu nmacierzami kwadratowymi zawierajacymi e

na gidwnych diagonalach, a ponadito kazdy element M 3 przybiera te

¢
sama wartbosd réwna min{mxy X, Yy e X, x & yr, to M nosi nazwe
podziatu gidwnego C principal partition [31 D macierzy M, =zag MCaJ
i be) nazywane sz gidwnymi podmacierzami macierzy M. 0O waznogci

pojgcia podzialu gidwnego macierzy przepustowosci grafu wazonego
swiadczy nastepujace twierdzenie Cpatrz np. Theorem 18-2-1 w [3] i
Jego dowdd na s.431-43234 tamzed:

13



Twierdzenie 2. Symetrycznrna mnacterz kRwadratowa [ X|x|X| Jest
nacierzsqg przepustowosgci grafu wazonego o zbilorze wierachotkow X
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje podzial gldwny wspomnianej-
macierzy, a takze podziaty gldéwne kazdej =z glidunych podmacierszy
macierzy wyigciowe), podzialy gitowne glounych podmacierzy macierzy
wyjsctowej itd. (podzialy gidwne przeprovadzone sg do momentu, w
kRtorym rozwvazona d(deielonad podmnacierz nie stante =ie macierzg
Jednoelenentowg skitadajocqg sie Jedynie z elementu neutralnege eJ
Ponadto Razda maclerz przepustowosct postada real izac je
drzewiastq.

Udowodnimy teraz nastepujacs wtasciwosd:

Stwierdzenie 4. Kaez2da naclerz prazepustowoscl nilezorientowanego
grafu wazonege posiada realizacje w postaci scilezek.
Dowod .« Niech Tk bedzie macierza kxk przepustowosgcli pewnego

niezorientowanege grafu wazonego o kR wierzchotkach., Z twierdzenia
2 wynika, iz Tk posiada realizacje drzewiasta o kR wierzchotkach.

Dowdd przebleda indukcyjnie z uwagi na wartosd przybierana przez
k. :

Dla k = 1 realizacje stanowi po  prostu pojedynczy
wierzchotek., Dia kR = 2 drzewem realizujacym T2 Jjest oczywigcie

Sciezka sktadajaca sie z dwu wierzchotkdw i taczacej je krawedzi.
Przypusdémy teraz, Zze teza jest speiniona dla kazdego. k, f = k
£ r, przy czym r Z £ 1 rozwazmy Tr+1' Twierdzenie 2 =zapewnia o

istnieniu takie] permutacji XD wierszy i, oczywiscie,

Jednoczedgnie kolumnd macierzyv Tr+1’ Ze po ustawieniu wediug niej

wierszy (i kolumn) macierzy wyjdciowej Tr+£ otrzymamy, powiedzmy
§ e p-g = i =
MP Jak w (5.23. Oznaczymy TP MCa} i Tq M{b)'

wynika, 2Ze TP i Tq 23 takze macierzami przepustowosci

niezorientowanego grafu waZonego C(CgdyZz sa one kwadratowe,
zawlierajs element neutralny e na gidwnej przekatni i istnieja ich
podziaty gldwne, podziaty gidwne ich podmacierzy gidwnych, itd.J.
Zatem do Tp 1 Tq odnosi sie tredd zaltoZenia indukecyinego, gdyz p +

Z twierdzenia 2

¢ = r + { oraz I = p, ¢ = r. Niech CPP, wp 3 i CPq . wq 5 beds,
niezorientowanymi dgcieZzkami wazonymi realizujacymi, odpowiednio, T
i Tq . katwo =zauwazyé, Ze potaczenie jednego =z wierzchotkdw
kohcowych <ciezki CPP, w2 z Jjednym =z wierzchotkodw koncowych

i
Sciezki CPq, wq 2 krawedzia o wadze rdwnej elementowl podmacierzy

MCc) stanowl szukana realizacje dla Tr+f.cnc:

v dalszych rozwazaniach bedzie przfdatna nastepujaca
wtagciwogd Cpatrz np. Theorem 2-2-1 i Theorem 5-1-1 w [3], ich
dowody tamZe araz definicja odwzorowania £E£ - w tym rozdzialed:

14
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Lemat 3. Niech A4 bedzie niepustym podzbiorem mnogosci X, A4 # X.
Wowczas ECA, X - AD jest przekrojem w niezorientowanym grafie
zupetnym bez petlil wlasnych G = (X, ECX, X322, Ponadto, dla kazdego
przekroju C w G istnieje niepusty podzbidr A mnogosci wierzcholtkdéw
X, A& X, takt, 2e C = ECA, X - AD.

Przeprowadzimy teraz nastepujaca konstrukcje. Niech $§ bedzie
zespotem minimalnym, |[S| > f. Rozpatrzmy dwa rdzne wierzcholki
wzigte z X powiedzmy x i s, zakltadajac, iZ x € S. Niech C = Clx;
s) bedzie przekrojem w G rozdzielajacym x oraz s. Lemat =2
implikuje istnienie niepustego B, B # X, dla kitdrego C = ECB, X -
B>. Bez straty ogdlnogci moZemy przyjad, iz x €« B oraz s € X - B.
A zatem

Az = B NS »¥ O (5.3D
Ckreslimy ponadto .
A2 =X - B>ns , A3 = CX - B>nNn X - 52, A4 = B N X - 5> (5.4>
Latwo zauwazyd, iz B = AI U A4 oraz X - B =A2 u AS y a wiec

-

wartogdé¢ VIC] przekroju € wyniesie

Vicr = fCAf U A4, A2 u A3J CB.SJ

Z definicji 1 wynika
- fCAf, Ae) > fCAl, A3 U A4) 5.82
f(AI’ AEJ > f(Aa, AB U Aé) 8. 7>
Zardzmy teraz, iz AE’ As i A4 sa niepuste i oznaczmy fij =fCAi, Aj),

i, J=f, 2, B, 4, i # j. ¥Woweczas (8.6) i (5.7) moZzemy przepisad w
postaci

ffa > f!B + f14 , {5.8>
=
ffz > f23 + f24 . (5.9
a wiec :
fio ¥ Fyg 2> Fiyq €5.100
(5.11>

Fr2 " foqg > foz >

. - . .
poni ewaz f13, f&é =z 0. Dodajac stronami f24+ f34 do C5.103 oraz ff3
+ f34 do (5.11> otrzymamy

Vict > max{;CAg, Af U AZ o A4J. fCA4, Af U AZ U Ag)} 5,120

Cten sam rezultat chod w inny sposdb uzyskat Nieminen, patrz [4]
s. 48). Ponadto po dodaniu stronami f23 + f?4 do (5.8 i fi3 + f14

do (5.9 uzyskamy
_1‘(.41 U A2’ A3u A4.>

€ min(fCA,, AY A U4 ), fCA

2 A Y A Y A i} C5.130

2

CNieminen [4] nie bral pod uwage tego przypadku, w zwiazku z czym
Jego dowdd jest niskompletnyd.
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Jesli albo A3 &, albo tez A4 = @, to wyzZze] przedstawiona

konstrukcja tez jest prawidiowa (w plerwszym przypadku mamy tylko
fIS = f23 = f34 = 0, w drugim za$, odpowiednio, f14 = f24 = f34

0d., Wariant AE U A4 = X ~- S nie jest mozliwy, gdyz przeczy on
definicji zespoiu minimalnego ¢ $ = X2,

Mozemy teraz przystapid do dowodu stwierdzenia 5:

Stwierdzenie B . Niech 5, |S] > { bedzie zespolem minimalnym, x,2
- Jego réznymi elementami, a ponadto v € X — 5. Wowezas =z=achodzi
nierdwnosd

Vfcmfx; 221 > V[Cm{x; z23 , (5.145
Pray Ccz2ym Cm{a; b2 eozZnacza przekrdé) minimalny  rozdzielajoey
wierzchotki a t b grafu G.
Dowod . Dla kazZzdego przekroju rozdzielajacege x, = € S, x # =2,
przyjecie, iz x & Af implikuje = & AZ' tzn. Ae # 0, gdzie Az i A2
83 dane przez (5.3) 1 (5.42. Wobec tego mozZemy sie odwoltad do
konstrukeji przedstawionej ponizej lematu 3. Cm Cx; =2 musi

przybrad jedna z nastepujacych postaci C(patrz lemat 32 ECAf u A4
A, U ABD, ECAz, AE U A3 U A4J, badz ECAE, A

4'
U AB u A4). 2 (5.13

2 1
oraz (5.12) i (B.8) wynika Jjednak, iz dla kazZzdege ze wspomnianych
wariantdw istnieje przekrdj rozdzielajacy x = ? iy EBA U % s

ktérego wartodé jest mniejsza .cnd.

ITwierdzenie 3 .Niech S bedzie zespolem minimalnym. Wowczas =
dowclnef Sclezk realizujgce) nmoctiers przepustowosct
nlezorienltowanegoe grafu wazonego (G, wo> bez petli wiasnvych mozna
wybrad podsciezkRe o zsbilorze wierzchotkow rownym 5.

Dowad . Rozwazmy przypadek |S5] > f Cwariant [§] = { jest trywial-
ny 3 i przypusdmy, e teza nie jest speiniona. Sciedce
realizujacej racierz przepustowosci odpowiadajsa dokiadnie dwie
permutacje jej wier=zchotkdw nICXE i ﬂ2§X3 okreglone w nastepujsacy

sposdh niC1D przybiera wartosd Jjednego (wybraneged z wierz-—

choikdw konhcowych Sciefki, ﬂiCED Jest wierzchotkiem polaczonym

krawedgzia z‘ru;l),.., niCk) Jest wierzchotkiem poigczonym kra-—

— —

wedzia =z ﬂiCk—ID, 2 < k= [X], t ={, 2. Rozwazmy dowolnie wybranﬁ

ze wspomnianyeh permutacji oznaczajac ja przez nlXD.

Poniewaz 5 < X, $ # @, wiec istnieje taki indeks k, i< k&
IX] — |8} + £, zZe nCk> & § 1L albo ¥ = @ dla R = {, albo tez H N
= @, gdzie H = {nCj> : F < k}. Przyjete w dowodzie =zaltozZeni
implikuje istnienie wskazZnika ¢ > k takiego, ze nig> € X - S i
nlg+l{> € S. Wobec tego V{Cm{x; 223 = PTCm Cx; w21, gdzie x

WA

nCqg+t>, v = nCqd, = = nCk>, co wynika wprost z wtadgciwodci gciezki
realizujace macierz przepustowosci niezorientowanego grafu
waZzonego 1 pozostaje w sprzécznosci ze stwierdzeniem 5. cond.

Twierdzenie 32 stanowi odpowiedZ na pytanie postawione we
wstepie do bieZacego rozdziatu. Mianowicie okazuje sie rzecza

zbedns rozwazanie wszystkich moZliwych podzbiordw mnogosci X w
celu wyznaczenia zespoldw minimalnych. Do rozwigzania zagadnienia
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wystarczy skonstruowad dowol na Sclezke realizujacs macierz
przepustowosci grafu 4G, w2, a nastepnie rozpatrywad Jjed
podgcieZzki czyli po koleli (Opatrz tez lemat 13 pary, trdjki,
czwdrki, itd. sasiadujacych ze soba na dScie?ce elementdw. Poniewaz
mamy dokiadnie |[X|] - {1 wspomnianych par, [X| - £ trdéjek 1,
ogdlnie, {X| - n + 1 n-ek, wiec w sumi@ w najgorszym przypadku
wystafczy rozpatrzed nie wiecej niz OC{¥X] 72 mozliwoscl, co stanowi
Znaczny postep w pordwnaniu z liczbs wariantdw przedstawions we
wzorze (4.123. Powracajac chociaZzby do przykiadu przedstawlonego
pod koniec rozdzialtu 4 mozZna stwierdzid, Ze stosujac twierdzenie 3

i nie uwzgledniajac twierdzenia 1 =zamiast 1,507*1060 testow

wystarczy teraz przeprowadzid ich tylke nie wiecej niz 40 000,
Cczywidcie prawidiowo skonstrucwany algorytm suZacy do
wyznaczania zespoidw minimalnyceh powinien uwzgledniad zardwno
mechanizmy implikowane przez twierdzenie 1 Jak i wnioski

)

wynikajasce z twierdzenia 3.

8. Uwagl i wnioski kolhcowe

. Pierwsza propozycije (i definicied zastosowania zespoldw
minimalnyech do Csubldoptymalizacji plytek obwoddw drukowanvehh mozna
znaleZd W [21. Zapr Opornowano tam takzZze pilierwszy algorytm
wyszZukiwania zespoidw minimalnveh, skonstruowany Jednak przede
wszyvstkim na podstawie odpowlednika lematu 2, a wiec Jak juz
uprzednio wykazano — niezwykle nieefektywny. Ponadto w pracy [2]
ograniczono przeciwdziedzine funkeji F do liczb naturalnych, co
utrudnito uwzglednienie szerokoscil Sciezek w trakcie
projektowania. Przetom w teorii zespoldw minimalnych stanowiity
dwie prace : Nieminena [4] 1 Staticzaka [(8]. Cdkrycie zwiazkdw
miedzy przekrojami minimalnymi i zespotamil minimal nymi ra41
unczliwito skonstruowanie plerwszego algorybimu wyznaczajacego
zespoly minimalne o wielomlanowe]j ziozonoscl obliczeniowej (patrz
{812. W prezentowane] pracy po raz plerwszy przedstawliono w jezyku
polskim rozumowanie (i nowe, zrewidowanre i skrdécone dowady znanych
Juz przedtem =zaleZnodci, a takzZze nowe =zZwiazki 2 prowadzace do
efektywnego algorytmu wyznaczania zespoldw minimalnych g}epszego
od algorytmu pokazanege w pracy [81). Sam algorytm zostanie
omdwlony w nastepnym opracowaniu.
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