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Sknnstruowanb‘méaei infraéirpitury'technicznej przedsigbior~
stwa z punktu widzenia przeviywu informacii Model vosiusyx.
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zujacy go program, przegna_czony do przetwarzania na komputerze
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1. UWstep

Analizujac prace przedsicbiorstwa nie;ednakrdtnie dochod=zimy
do wniosku, ze pewng j8go dziaty pracuja gorzej od innvych.
Nie zawsze j;est to wynikiem nizszych kwalifikacji pracownikdw
w nich zatrudnionych, badZz ich opieszatosci. Moze tez

srwankowad przepiyw informacji.
2. Model zagadnienia

Stosowane obecnie w przedsiebicrstwach wspdiczesne Srodki
przeptywa informaci;i sa 10 ZAaZWYCZa&j; urzadzenia teleko—
munikacyjne czestokroc sprzezone = komputerami 1 sprzetem
peryferyinym masZyn matematycznych. Zaliczyd do nich mozZna
sied¢ telefoniczna i sieci komputerowe jak np. wykorzystywany
w malych biurach lub do rastosowan w ksiegowosci Novell firmy
Netware, w bankowosci - systemy wielodostepne najczescie
oparte na wykorzystaniu systemu UNIX, wreszcie w biurach
kastrukcyjnych duzych koncerndw przemysiowych sieci Ethernet
zgodne ze standardem IEEE 802.3. W tym ostatnim przypadku
sied¢ obstuguje rdwniez inne wydziaty, a najczesciej cate

przedsiebiorstwo.

Graf niezorientowany {(dalej; nazywany krotko grafem) jest para
uporzadkowana &6 = <X, E», gdzie X nosi nazwe zbioru
wierzchotkdw, zas mnogosd krawedzi E stanowi podzbidr =zbioru
par niesuporzadkowanych utworzonych z elementdw X, czyli {{,

vy} z %, ¥ € X3-

W dalszych rozwazapiach ograniczymy sie do grafdw be=z petli
wtasnych, tzn. zalozymy, ze da E nie naleza elementy o
postaci {x, =} <€ ¥. Masuwa sie tu nastepujaca interpretacja:
poiedynczy wierzchotek grafu mozna utozsamiad¢ =z miejscem
udostepniania usiug przesyiu informacji {(aparat telefoniczny,
komputer wiaczony do sieci, koncowka komputerowa np. do
wprowadzania danych lub siuzaca celom projektanckim} jub =z
kwomdrka organizacyina przedsiebiorstwa dysponujaca wymie-

nionym wyzej sprzetem. Wybdr jedne; ze wspomnianych mozli-
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wosci zalezy od zaktadanego poziomu wnikliwosci tworzonego
modelu i nie, powinien mied wickszego wpiywu na wyniki
koncowe, poza oczywistym faktem, 2Ze proces obliczeniowy
zwiazany z modelem bardziej szczegdtowym bedzie trwad diuzej
i, by¢ moze, bedzie wymagat wiekszych rasobdw wykorzysty-—
wanego do rozwiazywania romputera. Krawedzie grafu odpowia-—
daja wzajemnym relaciom miedzy poszczegdlnymi obiektami
odwzorowanymi w postaci wierzchotkdw, dokladnie; zas: {x, v
e E, wtedy i tylko wtedy, gdy chiekty x oraz y, X, Y € X,
komunikuja sie =ze soba {wariant modelu zapotrzebowania)l albo
=za ze sobz potaczone bezposrednio siecia komputerowa,
swentualnie dysponuja aparatami telefonicznymi pracujacymi W
te; same; sieci wewnétrzzakiadawei {wariant modelu zasobdw

technicznychl.

Jesli dodatkowo przyimiemy. ze kazdej krawedzi e = {#, vy € E
jest przyporzadkowany element w ze zhioru W, czyli 2e
istnieje odwzorowanie w: E ——> W, to pare uporzadkowana Ly
G» nazwiemy grafem waZonynm krawedziowo, za$ poszozegolne wia}
= wix, y} — wagami krawedzi, ze wzgleddw historycznych spoty—
kamy sie rdwnisz z okresleniem przepustowosd krawedzi (edge

capacity).

W rozwijanym tu modelu zaktadamy, z2 W = R+ U {03, przy Cczvym
przypadek wig} = O utozsamiamy z brakiem krawedzi e. Takie
podejscie jest wygodne zarowng ze wzgleddw formalnych jak i1
niejednokrotnie obliczeniowych. Fozwala mianowicie =z jedne j
straony stosowad aparat czyste; teorii grafow, =z drugiej zas$
strony wykorzystywad metndy macisrzowe W rastosowaniu do
grafu peinego {(grafu Furatowskiego) K = (X, {{x, yviz o u Y,
X, ¥ € X}. W omawianym modelu wage krawedzi wix, vy} inter-
pretuje sie jako zapotrzebowanis na skomunikowanie sig
obiektu % z obiektem vy (wariant modelu zapotrzebowanial,
ewentualnie jako przepustowosd binarna $Srodkdw technicznych
tarzarych obiekty x oraz ¥y (wariant modelu zasobdw tech-
nicznych!. W tym ostatnim wariancie, w przypadku korzystania

z tarra typu magistalowego nalezy przvyimowac przepustowosd



przydzielona konkretnemu obiektowi, np. przepustowasd binarna
odniesiona do $Sredniego czasu dﬁsponawania uprawnieniem do

transmis;ji.

Graf G nazywamy grafem spdinym wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdej pary 3jego roznych wierzchoikdw X, ¥ € X moZna

skonstruowad ciag na przemian wystepujacych wierzchotkdw 1

krawedzi o postaci x, 0, VO}’ Yar {VD, vl}, Vs R SR
{Vr—l’ Vr}’ Vs {vr, v}, v (zwany Sciezka - path lub simple
path), przy czym i}, VD}, {vi, vi+1}, {Vr’ v} = E graz Vi e X

dla kazdego i = 0, 1, r — 1.

Odpowiada to istnieniu przejscia miedzy kazda para wierz-—
chotkdw grafu, przy czym wedrdwka odbywa sie wytacznie po
jego krawedziach, a w naszym przypadku - mozliwosci skomuni-
kowania sie, chociaz byd moze przy skorzystaniu =z podsred-
nictwa. Przy rozpatrywaniu wprowadzonego wyzZei wazZonego grafu
Kuratowskiego nalezy dodatkowo zrazadad, aby wagi przypisane

Yo wilv.,

krawedziom w Sciezce byty nieujemne, tzn zeby wix, Yo i

v ) w(vr, v) > ¢ dla kazdego 1 = 1. 2, r — 1.

i+l
Frzekrojem w grafie spdinym nazywamy taki minimalny podzbidr
C mnogosci jego krawedzi -E, ktdrego usuniecie spowoduje
utrate spdinasci. Inacze; méwiac, jesli graf &6 = <%, E» jest
spdiny, to C jest jego przekrojem wtedy 1 tylko wtedy, gdy
graf <X, E - C> nie jest spdiny, zZas kazdy graf o postaci Xy
E - (C - HY>», gdzie @ # H = C, H <« C (tzn. graf, = ktdrego
usunieto nie wszystkie krawedzie tworzace przekrdj) pozostaje

dale; grafem spdéjnym.

Ea

Usuniecie przekroju Cec E = grafu & = X, E>» powoduje
rozhicie zbioru jego wierzchotkdw X na dwa nispuste,
wzajemnie roztaczne podzbiory, powiedzamy na ¥ oraz Y. Jesli =
e¥ivy Y, to zgodnie z powyZzszymi uwagami w <%, E — C> nie
istnieje sSciezka tarzaca x Orazc y i dlatego C jest w tym
przypadku nazywany przekrojem rozdzielajacym X 0Oraz Y, co

podkresla sie piszac C = Cixz v). W rozwijanym modelu



przekrd; odpowiada technicznym $rodkom faczeniowym, ktdryech
usuniecie, badZ awaria spowodu je zanikniecie mozl iwosci

komuni kowania sie miedzy pewnymi grupami ocbhiektdw.

Frzyjecie w grafie wazonym krawedziowo <w, 6> = {w: E ——2> Wy

- . + ey s N . .
<¥, E»», ze W =R U I0Y umozliwia wprowadzenie pojecia wagl
(przepustowosci) przekroju C okreslane; j;ako suma wag krawe—

dzi tworzacych tenze przekrdj.

Jak wiec widadé =zagadnienie wyszukiwania waskich garde: w
infrastrukturze technicznej przepiywu informac ;i W
przedsiébiorstwie mozZna sprowadzid do pkreslania przekrojdw
minimalnych w odpowiednio skonstruowanym grafie wazonym

krawedziowo.

W konkretnym gratie wazonym krawedziowa zazwyczaj istnieje
wigle rdznych przekrojdw. Teoretycznie {i praktyczniel
najwicksze Znaczenie ma s, tzw. przekrojie minimalne
definiowane j;ako przekroje, ktérych waga w akreslonej klasie
przekro;jéw jest najmniejsza. I tak rozpatruje sie minimalny
przekrd; razézielajacy Ci{x: ¥} dana pare roznych wierzchoi—
kéw, sak i przekrd; minimalny dla calego grafu. Podczas
realizacji pracy skonstruowano program rozwiazujacy to
pierwsze zagadnienie. W uwagach koncowych zostanie pokazane,
ze otrzymanse narzedzie umozliwia réwniez znalezienie
przekroju minimalnego dla catego grafu.

-

I. Program WyYZnNnacZIajiafy przekroje minimalne

Algorytm wyznaczania przekroju minimalnego rozdzielajagego
dwa zadane wiesrzchotki grafu wazonego krawedziowo =zaostal po
riz pierwszy skonstruowany przez Forda i Fulkersona [33, a
nastepnie zweryfikowany, poprawlony i ulepszony prze:z
Cdmondsa i Karpa [21. Poniewaz klasa zagadnienien, do ktdrych
rozwiazywania situZzy omawiany algorytm jest istotna zardwna =z
punktu widzenia teorii jak i praktyki, wiec pomimo ze dyspo—

nowano juz sposocbem rozwiazywania problemu, czynionoc dalej



wysitki ukierunkowane na rwigkszenia efektywnosci metody,
czyli na skrdcenie czasu oblicren. Duzy wkiad w te driedzine
ma ja matematycy bytego Zwiazku Radzieckiego, a przede wszyst-
kim Dinic [13, Karzanow [51 i Czerkaski {oryginainy tekst
pracy Czerkaskiego nie jest autorowi znany, informacie ha
temat udziaiu Czerkaskiego zostaty zaczerpniete =z artykuiu
Galila [41). Edmonds i Karpa [21 zaproponowali odpowlednie
uporzadkowanie operac;i przegladania grafu, w ten sposdh  nie
tylko zwiekszajac efektywnosé oryginalnej metody Forda i
Fulkersona [31 ale zarazem doprowadzajac do skokczonasci
algorytmu (pierwotna WBrSsia v orzypadku specyficenie
skonstruowanych danych nie dawaka wynikdw w skonczonej licz—
hie krokdw!. Wkiad szkolry radzieckiej polegat na wprowadzeniu
pewnych dodatkowych konstrukcji (pomysi Dinica [11 rozwiniety
péZnie; przez Karzanowa fr531 i Crerkaskiego), w wyniku czego
nastapito dalsze uporzadkowanie gidwnej cresci aligorytmu, a w

rezultacie skrécenie czasu obliczen  (w przypadku algorytmu

Edmondsa i Karpa — OCE{<iXi), - Dinica - aciEnIXI D, -
Farzanowa - G(:X:E), —~ Crzerkaskiego 8(§x§?§E{1f2), gdzie O
oznacza “proporcjonalne do®, zas !.! — moc zbioru [nalezy tu
wspomnied, ze dla grafu peinego (El = 0,5 % THYQIXY - 13, a2
wiec OQ(IEI) = O(:X{z)l). W programie zastosowano metode
Galila [41 (oszacowanie D(:V:5f3§E:2/3)), stanowiaca ule-

pszenie podejiscia Czerkaskiego, a do konstrukcjii pomocniczych
uzyto szybkiej procedury Zaproponowane; przez Malhotre,

Yumara i Maheshwari [&1.

Frogram zostait napisany dla systemu operacyjinego DOS  (wersjia
srédiowa — w jezyku C, potem skompilowana 1 skonsol idowana
przy uzyciu pakietu Microsoft PDS C ver. &.00A). Przed
wywocltaniem programu nalezy w tym samym katalogu, w ktdrym
znajduje sie program umiesci¢ plik o nazwie DANE (bez
rozszerzenial., w ktdrym umieszcoczona jest symetryczna macierz
kwadratowa zawierajaca wagi poszczegdlnych krawedzi grafu.
FProgram sam roZIpoznajse wymi arowosd zagadnienia (tzn. liczbe
wierzchotkdwe — ohecna wesja dopuszcza grafy do 100

wierzchotkdw L[automatycznie ponumerowanych od 0 do F91).

: t



sprawdza prawidiowos< sporzadzenia danych {(m. in. symetrie
macierzy i czy ich liczba stanowi kwadrat pewnej liczby
naturalne;), po czym wysSwietla dane na ekranie monitora, & po

Lomendzie operatora przystepuje do obliczen.

W przypadku stwierdzenia biedu {(np. nisodpowiednie dane, graf
niespdjiny) program informuje o tym uzytkownika stosownym

komunikatem na ekranie, po czym konczy prace.

Gdy brak nieprawidiowos$ci — obliczenia prowadzone sa przy
zatozeniu, ze poszukiwany jest minimalny przekrd;
rozdzielajacy wierzchotki "O0" oraz "1". Fo zakonczeniu
przetwarzania na ekranie monitora ukazuje sie wartosd

przekroiu oraz informacja o rozbiciu mnogosci wszystkich
wierzchotkdw na dwie wzajemnie roziaczne klasy (por. tekst w

p. 2 ponize; definicji przekroju w grafie).

Flilk DANE mozna przyvgolowysad postugujac sie dowolnym
edytorem tekstowym, ktdry na wyisciu umozliwia otrzymanie
formatu ASCII. Poszocregdlne wagi krawedzi nalezy wprowadzad
jako liczby catkowite w zakresie od O do 327467. HNie dozwala
=ie stosowania zadnych dodatkowych znakdw wewnatrz poszcze—
gélnych liczb. Dwie kolejne dane mozna oddziela¢ od siebie
pajedynczym znakiem nie bedacym cyfra w systemie dziesietnym,
ktdory jednakze musi  wystepowad bezpodrednic po ostatniej;
cyfrze liczby. Po ostatniej liczbie tefz musi pojawiad sie
znak oddzielajacy. Kazda liczbe wolno poprzedzad dowolnie
wiele razy uzytym znakiem spacji, tabulacjii, powrotu karetlki,

badZ zmiany wiersza.

4. Uwagi konhcowe

Wbrew pozorom dla okreslenia wszystkich "waskich gardei™®

sieci iaczace; n obiektdw wcale nie trzeba stosowad 0,9

E w E

n{n ~ 1) razy oméwionego wyZzej Oprogramowania. Otoz

M

ksiazce [71 udowodniono (por. rozdziai 12.2 w {73y, 1z

pojeciem przekroju w grafie mozZna wiazad pewien rodzaj;



symetrycznych macierzy kwadratowych posiadajacych specyficzne
wiagciwogci (tzw. wiasciwosd sukcesywnego podziatu gidwnego —
principal partition). S5tad Mayeda wywnioskowai, Ze w grafie o
n wieézchmikach istnieje co najwyZe; n — 1 rdéznych wartosci
przekrojéw minimalnych rozdzielajacych poszczegdlne pary
réznych wierzchotkdw, co w oczywisty sposdh przedstawia

zlozanos¢ zagadnienia.

W przypadku poszukiwania minimalnego przekroju dla cakegé

grafu nalezy postapid¢ w nastepujacy sposch (dowdd prawid-

towosci metody mozZna znalezZé w [81 [Theorem 61):

i. wyznaczamy przekrdé; minimalny rozdzielajacy dwa dowolnise
wybrane wierzchotki, np. % oraz ysj;

Z. laczymy ze soba wierzchoiki x oraz y, usuwamy krawedZz {x,
¥}, wozystkie krawedzie {x, z¥ sklejamy z odpowiadajacymi
im krawedziami {y, 2}, %, ¥ # z dla kazdego z € X — {x,
vi. zaraZem Sumuiac przypisane im wagis

3. w tak zmienionym (i zarazem mniejszym} grafie znowu szuka-
my przekroiu minimalnego rozdzielajacego nowe x i dowolnie
wybrany wierzchotek, powiedzmy inne y;

4. powtarzamy kroki 2 i 3 aZz do wyczerpania sie wierzchotkdw
{a wiec n — 1 razyls;

S. znaleziony uprzednio minimalny przekrd; rozdzielajacy, dla
ktorego stwierdzono, ZzZe posiada warto$é nie wieksza od
wartosci okreslonych dla innych przekroidw stanowi prze—

kréd; minimalny dla calego grafu.
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