
Pomiary Automatyka Robotyka  2/2008

204

prof. dr hab. in�. Wiktor Taranenko 
mgr in�. Jakub Szabelski 
Politechnika Lubelska,  
doc. dr in�. Georgij Taranenko 
Narodowy Uniwersytet Techniczny w Sewastopolu 

PODSTAWY IDENTYFIKACJI UK�ADU DYNAMICZNEGO 
TOCZENIA WA�ÓW O MA�EJ SZTYWNO�CI

D��enie do osi�gni�cia wysokiej jako�ci obróbki cz��ci na obrabiarkach 
skrawaj�cych w warunkach dzia�ania na uk�ad technologiczny ró�nych zak�óce�
doprowadzi�o do powstania uk�adów sterowania adaptacyjnego. Opracowanie 
modelu matematycznego uk�adu dynamicznego adekwatnego do orygina�u, jest 
niezb�dn� przes�ank� odpowiedniego podej�cia do rozwi�zania zagadnienia 
analizy stabilno�ci uk�adu sterowania automatycznego i syntezy cz�onów
koryguj�cych wg wymaganych wska�ników jako�ci sterowania parametrami 
przej�ciowymi. Przedstawiono metodologi� opracowania modelu 
matematycznego uk�adu dynamicznego toczenia wa�ów w stanie spr��y�cie-
odkszta�calnym i sam model. Model zosta� opracowany na podstawie 
identyfikacji analitycznej. Przedstawiono uk�ad równa� i uogólniony schemat 
strukturalny modeli uk�adu dynamicznego toczenia wa�ów, który uwzgl�dnia
geometri� warstwy skrawanej i si�y skrawania przy toczeniu, w�a�ciwo�ci
spr��yste uk�adu technologicznego, proces formowania przekroju warstwy 
skrawanej. Proces formowania przekroju WS uwzgl�dnia zjawisko skrawania 
„po �ladzie”. Pokazano specyfik� identyfikacji uk�adu dynamicznego toczenia 
wa�ów o ma�ej sztywno�ci. Model matematyczny rozpatrywanego obiektu 
sterowania – UD ze sterowaniem stanem spr��y�cie – odkszta�calnym cz��ci
o ma�ej sztywno�ci budowany jest w oparciu o ogólne zasady budowy modeli 
uk�adów dynamicznych obróbki mechanicznej, przy tym specyfika procesu 
obróbki cz��ci o ma�ej sztywno�ci uwzgl�dniana jest przez wprowadzenie 
odpowiednich równa� wi�zów, odzwierciedlaj�cych dodatkowe odkszta�cenia
spr��yste w jednym z równa� opisuj�cych si�owe oddzia�ywania steruj�ce. 
Porównanie MM obiektu dla ró�nych oddzia�ywa� si�owych pokazuje, �e przy 
wprowadzeniu dodatkowych oddzia�ywa� si�owych, obiekt charakteryzuje si�
znacznie mniejsz� inercyjno�ci� w porównaniu do przypadku sterowania wed�ug
kana�u posuwu. 

THE BASIS OF IDENTIFYING DYNAMIC SYSTEMS OF MACHINING 
SMALL STIFFNESS SHAFTS

Pursuit of achieving the high quality of part processing using machines under 
conditions of operating various disturbances on the technological system (TS) 
resulted in introducing adaptive controlling systems (AC). Developing the 
mathematical model (MM) of the dynamic controlling object, adequate to the 
original object is the indispensable premise of choosing the suitable approach to 
the question of stability analysis for automatic controlling system as well as 
synthesis of devices correcting sets coefficients of controlling quality using 
transitory parameters. 
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The methodology of building the mathematical model of dynamic system of shafts 
turning under the condition of elastic strain and the model itself were introduced. 
The model was worked out basing on the analytic identification. The system of 
equations and general structural pattern of MM system of dynamic turning were 
introduced. Such prepared system of equations and structural pattern of MM 
takes into account the geometry of machined layer and forces of cutting during 
the turning, elastic properties of TS and the process of forming the section of the 
machined layer (ML). The process of forming the ML section takes into account 
the phenomenon of machining “after the trace”. The specification of DS 
identifying for turning the small stiffness shafts was shown. The mathematical 
model of controlling object CO-DS controlling the elastic strain state is built on 
the general principle of building models of the dynamic systems of machining 
small stiffness elements. The specification of processing small stiffness part is 
taken into account by introducing suitable equations of constrains reflecting 
additional elastic strain in one of equations describing controlling force. MM 
objects comparison for various force influences shows, that after introducing 
additional force influences, the object characterizes in smaller infertility in 
comparison to the case of steering according to the channel of feed. Higher 
coefficients of the quality of dynamic control and effective reducing the 
disturbances caused by changing of allowance and hardness of machined 
elements, can be achieved by changing their stiffness along the processing in ACS 
and AC of elastic strain condition of element.

WST�P
Zagadnienie zwi�kszenia dok�adno�ci i efektywno�ci obróbki mo�e by� rozwi�zane zarówno 
w wyniku zastosowania metod opartych na polepszeniu technologicznych charakterystyk 
obrabiarek i narz�dzi, projektowania procesów technologicznych z wymagan� dok�adno�ci�,
jak i w wyniku bezpo�redniego sterowania parametrami skrawania, uk�adem spr��ystym,
zak�óceniami wyst�puj�cymi w procesie obróbki. 
D��enie do uzyskania wysokiej jako�ci obróbki na obrabiarkach skrawaj�cych w warunkach 
oddzia�ywania na uk�ad technologiczny (UT) ró�nych zak�óce� doprowadzi�o do 
zastosowania w przemy�le maszynowym uk�adów sterowania adaptacyjnego (AC) [1, 2]. 
Problem doskonalenia takich uk�adów jest szczególnie aktualny w warunkach ESP przy 
realizacji tzw. technologii „bezludnej”. 
Dlatego, przy ocenie dok�adno�ci projektowanych uk�adów sterowania automatycznego 
(UAS) i AC, jednym z pierwszoplanowych zagadnie� jest opracowanie opisu 
matematycznego UT, rozpatrywanego jako obiekt sterowania. 
Przy braku wystarczaj�co pe�nej i dok�adnej informacji o obiekcie sterowania (OS),
charakterystyki obliczeniowe mog� si� istotnie ró�ni� od rzeczywistych. Wybrane przy 
projektowaniu parametry nastawienia regulatorów nie gwarantuj� wymaganej jako�ci
sterowania, a nawet stabilno�ci uk�adu. Oprócz tego rozpatrywane uk�ady charakteryzuj� si�
szerokim zakresem zmienno�ci parametrów OS. W UT zawieraj�cych pó�fabrykat o ma�ej
sztywno�ci, parametry mog� ulega� znacznej zmianie w trakcie cyklu obróbki jednej cz��ci. 
Te uwarunkowania wskazuj� na z�o�ono�� problemu zagwarantowania stabilno�ci UAS i na 
konieczno�� szczególnie starannego podej�cia do problemu okre�lenia jego struktury  
i syntezy cz�onów koryguj�cych.



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2008

206

Opracowanie modelu matematycznego (��) obiektu sterowania w dynamice, adekwatnego 
do obiektu – orygina�u, jest konieczn� przes�ank� uzasadnionego podej�cia do rozwi�zania 
problemu analizy stabilno�ci UAS i syntezy cz�onów koryguj�cych, zgodnie z wymaganymi
wska�nikami jako�ci sterowania procesem przej�ciowym. Przy tym w podobnych uk�adach 
wska�niki jako�ci sterowania wspó�rz�dn� wyj�ciow� – spr��ystymi odkszta�ceniami UT
w dynamice bezpo�rednio charakteryzuj� b��dy kszta�tu cz��ci, uwarunkowane 
oddzia�ywaniem szybko zmieniaj�cych zak�óce� typu zmiana naddatku na obróbk� czy 
zmienno�� w�a�ciwo�ci fizyko - chemicznych obrabianego materia�u.

1. IDENTYFIKACJA UD TOCZENIA WA�ÓW
Metody budowy MM OS w znacznej mierze zale�� od obj�to�ci wykorzystanej informacji 
apriorycznej, któr� dysponujemy do momentu rozpocz�cia bada� danego obiektu. Zadanie 
opracowania modelu mo�e by� zrealizowane w dwóch etapach. W pierwszym etapie na 
podstawie apriorycznych informacji o procesach fizycznych wyst�puj�cych w procesie 
technologicznym (PT) opracowuje si� struktur� obiektu. Zwykle ten model zawiera nieznane 
parametry, których znalezienie na podstawie danych apriorycznych jest skomplikowane lub 
niemo�liwe. Pierwotny model strukturalny mo�e zawiera� elementy, które nie s� niezb�dne  
w nast�pnych etapach opracowania MM. W trakcie drugiego etapu na podstawie bada�
eksperymentalnych okre�la si� nieznane parametry obiektu i doskonali jego struktur�.
W wielu przypadkach mo�liwe jest uproszczenie pierwotnej struktury modelu.  
Uk�ad dynamiczny (UD) procesu skrawania jest uk�adem technologicznym – OUPN,  
tzn. obrabiark� wraz z realizowanym na niej procesem technologicznym obróbki skrawaniem 
(toczenie, szlifowanie, wiercenie, frezowanie) [3, 4]. 
W przypadku, kiedy istnieje pe�na informacja o obiekcie sterowania, to mo�liwe jest 
opracowanie modelu metod� analityczn�. Takie post�powanie prowadz�ce do poznania 
struktury i parametrów modelu nazywa si� identyfikacj� analityczn�. Dla uk�adów z�o�onych
opracowanie MM metod� analityczn� wymaga cz�sto dodatkowych bada� eksperymen-
talnych w celu sprawdzenia otrzymanych wyników teoretycznych i okre�lenia niektórych 
parametrów modelu. 
Przedstawiony schemat budowy MM pokazuje, �e podstawowy zakres bada� przy 
opracowaniu MM opiera si� na g��bokiej analizie teoretycznej powi�za� mi�dzy zmiennymi 
parametrami i ujawnieniu zale�no�ci, opisuj�cych procesy zachodz�ce w obiekcie. 
Mo�liwo�� linearyzacji równa� ruchu poszczególnych elementów UD wynika tak�e
z powszechnie uznawanego pogl�du, �e zapewnienie wysokich wymaga� odno�nie
dok�adno�ci regulacji sprowadza si� do realizacji uk�adów regulacji, dzia�aj�cych przy 
„ma�ych" odchyleniach zmiennych. A wi�c UD procesu toczenia mo�e by� rozpatrywany 
jako wielowymiarowy OS z poduk�adami w postaci procesu technologicznego i uk�adu
spr��ystego. Struktura OS zawiera obwody sprz��e� zwrotnych przez uk�ad spr��ysty
spowodowane oddzia�ywaniami si�owymi, które pojawiaj� si� podczas realizacji procesu 
technologicznego.
W pracach [4, 5] przedstawiono uk�ad równa� i uogólniony schemat strukturalny MM uk�adu
dynamicznego toczenia wa�ów. Opracowany uk�ad równa� i schemat strukturalny MM
uwzgl�dnia geometri� warstwy skrawanej i si�y skrawania przy toczeniu, w�a�ciwo�ci
spr��yste UT, proces formowania przekroju warstwy skrawanej (WS). Proces formowania 
przekroju WS uwzgl�dnia zjawisko skrawania „po �ladzie”, które przejawia si� w tym, �e
sk�adowe warstwy skrawanej materia�u w chwili bie��cej okre�lone s� przez chwilowe 
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po�o�enie kraw�dzi ostrza oraz jego wspó�rz�dne w chwili poprzedniego obrotu pó�fabrykatu,
tzn. w chwili opó�nionej o czas jednego obrotu. Jednocze�nie uwzgl�dniony jest wp�yw
odkszta�ce� spr��ystych dla wspó�rz�dnej Z na g��boko�� skrawania.
Uk�ad równa� opisuj�cych obiekt sterowania – UD obróbki toczeniem mo�e by�
przedstawiony w postaci: 

)()()()()()()( sqsCsbsNsasMsF xxxf ���������� ,

)()()()()()()( sqsCsbsNsasMsF yyyp ���������� ,

)()()()()()()( sqsCsbsNsasMsF zzzc ���������� ,

 ),()()( sFsHsg fxxx ���� ),()()( sFsHsg pyyy ���� ),()()( sFsHsg czzz ����   (2) 

)()1()()1()()1()()1(1)( 0 sgKesgesne
s

vsve
s

sa y
s

x
s

cz
sn

f
s

r
������������

�
������ ����

�
���� � , (3) 

)()()()()1(1)( sgKsgsbsbe
s

sb zbzyrl
s ������������ � �

�
,  (4) 

)()1(1)( sqe
s

sq l
s ����� � �

�
.  (5) 

Równanie dla zast�pczej grubo�ci przekroju WS (3) otrzymano przy za�o�eniu sta�ej
pr�dko�ci obrotowej cz��ci. Jak pokazano dalej, sterowanie pr�dko�ci� obrotow� cz��ci 
powoduje pojawienie si� w zale�no�ci (3) dodatkowej sk�adowej w postaci: 
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Tak wi�c na proces formowania przekroju WS du�y wp�yw ma zjawisko skrawania „po 
�ladzie” i odkszta�cenia spr��yste UD. Przy tym proces formowania przekroju WS mo�e by�
opisany uk�adem równa� ca�kowo-ró�niczkowych z opó�nionym argumentem. Zmienne 
charakteryzuj�ce przekrój WS zale�� od zmiennych wej�ciowych i odkszta�ce� spr��ystych
UD.
W strukturze dynamicznej identyfikowanego OS mo�na wyró�ni� podsystemy w postaci 
procesu technologicznego i uk�adu technologicznego. Dla procesów technologicznych  
z wyst�puj�cymi oddzia�ywaniami si�owymi, co jest charakterystyczne dla obrabiarek, 
dynamiczna struktura obiektu zawiera obwody sprz��e� zwrotnych, uwarunkowane 
wzajemnym oddzia�ywaniem wskazanych uk�adów. 
W trakcie budowy MM dopuszczalna jest linearyzacja równa� ruchu, opisuj�cych UD
obrabiarki, przy czym UD nale�y rozpatrywa� jako obiekt wielowymiarowy, którego stan jest 
okre�lony odpowiednimi zmiennymi. 
Dla obrabiarek podstawowymi elementami wektora technologicznych zmiennych 
wej�ciowych procesu skrawania s� chwilowe warto�ci grubo�ci i szeroko�ci warstwy 
skrawanej, a tak�e twardo�ci obrabianego materia�u. Elementami wektora wyj�ciowego
procesu technologicznego s� sk�adowe si�y skrawania. Dynamiczne w�a�ciwo�ci procesu 
skrawania mog� by� opisane równaniami ró�niczkowymi pierwszego rz�du. 

(1)
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W wektorze zmiennych technologicznych, tworzonym przez UD, mo�na wyró�ni� dwie 
sk�adowe. Jedna z nich jest okre�lona wektorem oddzia�ywa� wej�ciowych, a druga – 
wektorem odkszta�ce� spr��ystych. Elementami wektora wielko�ci wej�ciowych s� wielko�ci
steruj�ce w postaci pr�dko�ci posuwu wzd�u�nego, pr�dko�ci obrotowej cz��ci, a tak�e
zak�ócenia w postaci zmiany twardo�ci obrabianego materia�u i naddatku wzgl�dem d�ugo�ci
i �rednicy cz��ci. Wektor odkszta�ce� spr��ystych jest okre�lony wektorami si� skrawania 
wielko�ci steruj�cych wchodz�cych do uk�adu zapewnienia „wibrostabilno�ci’. Dynamiczne 
w�a�ciwo�ci ekwiwalentnego uk�adu spr��ystego mog� by� w przybli�eniu opisane 
równaniami drugiego rz�du [7]. Na wybór wektora zmiennych technologicznych istotny 
wp�yw ma zjawisko skrawania „po �ladzie”, przejawiaj�ce si� tym, �e chwilowe warto�ci
sk�adowych wspomnianego wektora s� okre�lone przez warto�ci elementów wektora 
wej�ciowego i wektora odkszta�ce� spr��ystych nie tylko w bie��cym momencie, ale tak�e
w momencie poprzedniego obrotu cz��ci. W wyniku tego UD jest opisywany uk�adem 
równa� ca�kowo-ró�niczkowych ze zmiennym opó�nionym argumentem. 
W wyniku analizy procesów, zachodz�cych w UD obrabiarki, otrzymano uk�ad równa�
i funkcje przej�cia, a tak�e uogólnion� struktur� obiektu sterowania. 

2.  SPECYFIKA IDENTYFIKACJI UD TOCZENIA WA�ÓW O MA�EJ
 SZTYWNO�CI
W celu zwi�kszenia dok�adno�ci obróbki wa�ów o ma�ej sztywno�ci opracowano sposoby 
technologiczne sterowania dok�adno�ci�, oparte na zmianie stanu spr��y�cie-odkszta�cal-
nego [9, 10]. Jako oddzia�ywania steruj�ce, zgodnie z opracowan� klasyfikacj� [9], 
wykorzystywane s� poszczególne si�owe oddzia�ywania regulacyjne lub ich kombinacja: 
rozci�ganie osiowe i mimo�rodowe; sterowanie dodatkowymi oddzia�ywaniami si�owymi, 
nakierowanymi na kompensacj� czynników si�owych od procesu skrawania; momenty 
zginaj�ce w podporach; sterowanie si�owymi odkszta�ceniami zginaj�co-skr�caj�cymi. 
Modele matematyczne UT przy ustalonych parametrach otrzymano w postaci zale�no�ci
funkcjonalnych, odzwierciedlaj�cych wp�yw oddzia�ywa� steruj�cych i zak�ócaj�cych na 
wielko�� odkszta�ce� spr��ystych cz��ci w rozpatrywanym przekroju. W oparciu o zasady 
mechaniki twardego cia�a odkszta�conego otrzymano zale�no�ci funkcjonalne dla UT dla 
ró�nych stanów spr��y�cie-odkszta�calnych cz��ci o ma�ej sztywno�ci.
�� ró�nych uk�adów technologicznych obróbki ze sterowaniem stanem spr��y�cie-
odkszta�calnym dla ustalonych parametrów, przedstawionych w postaci funkcji ugi��
otrzymane zosta�y przy za�o�eniu, �e si�a zginaj�ca dzia�aj�ca na cz��� jest zewn�trzn�
zmienn� niezale�n� od odkszta�ce� spr��ystych UT. Takie podej�cie oparte jest na 
nieuwzgl�dnieniu zamkni�cia uk�adu spr��ystego przez proces skrawania i nie wnosi 
istotnych b��dów do wyników analizy charakterystyk statycznych OS. Analiza budowy 
odpowiedniego �� obiektu sterowania dla parametrów przej�ciowych jest niemo�liwa bez 
uwzgl�dnienia specyfiki procesów w strefie obróbki i zamkni�cia UD przez proces 
skrawania.
MM rozpatrywanego obiektu sterowania – UD ze sterowaniem stanem spr��y�cie-
odkszta�calnym cz��ci o ma�ej sztywno�ci zbudowano w oparciu o ogólne zasady budowy 
MM uk�adów dynamicznych [4, 5] obróbki mechanicznej, przy tym specyfika procesu 
obróbki cz��ci o ma�ej sztywno�ci uwzgl�dniana jest poprzez wprowadzenie odpowiednich 
równa� wi�zów [11, 12], odzwierciedlaj�cych wzajemne powi�zania dodatkowych 
odkszta�ce� spr��ystych �g� , do jednego z równa� zawieraj�cych si�owe oddzia�ywania
steruj�ce uk�adu równa� (2). 
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Ekwiwalentne odkszta�cenia spr��yste UD przy obróbce cz��ci o ma�ej sztywno�ci mo�na
przedstawi� w postaci dwóch sk�adowych:

.. czobr ggg 			 �� ,  (6) 

gdzie: .obrg	  i .czg	  - odpowiednio odkszta�cenia spr��yste obrabiarki – przyrz�du – 
narz�dzia i cz��ci dla ka�dej wspó�rz�dnej; 
 �.,, zyx�	  Pierwsza sk�adowa w tym wyra�eniu 
dla rozpatrywanych UD, jest w zasadzie o rz�d wielko�ci mniejsza i mo�na jej nie 
uwzgl�dnia�.
Odkszta�cenia spr��yste UD w kierunku promieniowym yg  zgodnie z równaniami ugi�� [9], 
przy ustalonych parametrach bez uwzgl�dniania zamkni�tego uk�adu sterowania obiektu, 
mog� by� rozpatrywane jako deterministyczna nieliniowa funkcja parametrów cz��ci

EIdL ,, ; sk�adowych si�y skrawania fpc FFF ,, ; wspó�rz�dnych x  przy�o�enia si�y
skrawania po d�ugo�ci pó�fabrykatu i ró�nych oddzia�ywa� steruj�cych w postaci: si�y
rozci�gaj�cej 1xF ; si�y rozci�gaj�cej mimo�rodowej, tworz�cej dwa oddzia�ywania 1xF  i 
momenty eFM x �� 1 , gdzie e  - mimo�ród si�y przy rozci�ganiu; jednej lub kilku 
dodatkowych si� idodF . ; momentów zginaj�cych iM ; momentu skr�caj�cego skrM  lub ich 
kombinacji: 

 ),,,,,,,,,,,( .1 xMMFeFFFFEIdLfg skriidodxfpc� . (7) 

Uwzgl�dniaj�c, �e rzeczywista pr�dko�� posuwu wzd�u�nego i pr�dko�� zmiany 
wspó�rz�dnej x  s� wzgl�dnie niewielkie, przy analizie procesów przej�ciowych mo�na nie 
uwzgl�dnia� zmiany wspó�rz�dnej x  w funkcji czasu. A wi�c jedno z równa� (2) w postaci 
operatorowej mo�na zapisa� jako: 
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gdzie: podwójne indeksy przy wspó�czynnikach K  oznaczaj�, �e wspó�czynniki zyxy KK ,
pokazuj� wp�yw przyrostu sk�adowych cf FF ,  na przyrost odkszta�ce� spr��ystych po 

wspó�rz�dnej y ;
01

'
xee FKK �� . Wspó�czynniki wzmocnienia równa� liniowych okre�lane

s� jako pochodne cz�stkowe funkcji ugi�� wed�ug odpowiedniej zmiennej. Na przyk�ad dla 
UT obróbki przy dzia�aniu osiowej si�y rozci�gaj�cej 1xF , powoduj�cej stan spr��y�cie-
odkszta�calny z równa� odkszta�ce� spr��ystych [9]: 
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gdzie:
00

,1 yx gF  – warto�ci si�y rozci�gaj�cej i spr��ystego odkszta�cenia cz��ci po osi y
w punkcie linearyzacji (warto�ci zmiennych odno�nie których podawane s� przyrosty 
zmiennych). 
W rozpatrywanym szczególnym przypadku pozosta�e wspó�czynniki w zale�no�ci (8) s�
równe zero. Wspó�czynniki wzmocnienia, odpowiadaj�ce innym UD przy ró�nych sposobach 
obci��enia (przy zginaniu wzd�u�no-poprzecznym) oraz ró�nych metodach zamocowania 
przy obróbce cz��ci spr��y�cie - odkszta�calnych, zosta�y uzyskane analogicznie  
i zaprezentowane s� w tab.1 – rubryka 2, 0x  - wspó�rz�dna po�o�enia no�a po d�ugo�ci
obróbki w punkcie linearyzacji. Dodatkowe odkszta�cenia spr��yste zx gg ,  wed�ug
wspó�rz�dnych x  i z  w wyniku dzia�ania rozpatrywanych si�owych oddzia�ywa�
steruj�cych, w zasadzie, nieistotnie wp�ywaj� na w�a�ciwo�ci dynamiczne OS i mo�na ich nie 
uwzgl�dnia�.

     Tab. 1. Modele i wspó�czynniki wzmocnienia w równaniach linearyzowanych MM 

Nr modelu, 
Oddzia�ywanie 

steruj�ce, 
�ród�o

informacji 

Wspó�czynnik wzmocnienia w równaniach linearyzowanych MM 

1 2 
Wspó�czynnik wzmocnienia w równaniu linearyzowanym MM przy zginaniu 

wzd�u�no-poprzecznym
Model 3.1 [9] 
Rozci�ganie 
osiowe 
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Tab. 1. Modele i wspó�czynniki wzmocnienia w równaniach linearyzowanych MM (cd.) 

1 2 
Model 3.2 [9] 
Rozci�ganie 
osiowe  
z zaciskiem  
w tulei 
spr��ynuj�cej 
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Model 3.7 [9] 
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A wi�c w�a�ciwo�ci rozpatrywanych UD przy toczeniu mog� by� opisane uk�adem równa�
(1) – (5), przy uwzgl�dnieniu zale�no�ci (7): 
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Uogólniony schemat strukturalny UD toczenia wa�ków o ma�ej sztywno�ci w stanie 
spr��y�cie-odkszta�calnym, odpowiadaj�cy uk�adowi równa� (11), przedstawiono na rys. 1. 
Na schemacie w celu zachowania jego wi�kszej pogl�dowo�ci nie uwzgl�dniono kana�u
oddzia�ywania odzwierciedlaj�cego przyrost twardo�ci )(sc  materia�u obrabianego. 
Uwzgl�dnienie si�y sk�adowej cF , jak to odnotowano wy�ej, prowadzi do pojawienia si�
w strukturze OS dodatkowego obwodu ujemnego sprz��enia zwrotnego. Nale�y zauwa�y�,
�e dla PT toczenia zewn�trznego wzrost odkszta�ce� spr��ystych dla wspó�rz�dnej Z
prowadzi do zmniejszenia g��boko�ci skrawania (sprz��enie ujemne). Dla PT roztaczania 
odkszta�cenie spr��yste dla wspó�rz�dnej Z prowadzi do dodatniego przyrostu szeroko�ci
warstwy skrawanej. Powstaj�cy obwód dodatniego spr��enia zwrotnego w strukturze 
dynamicznej obiektu mo�e mie� istotny niekorzystny wp�yw na jego stabilno��.
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Rys. 1. Wyj�ciowy schemat strukturalny OS 

Na podstawie uogólnionej struktury mo�na uzyska� transmitancj� operatorow� (TO) obiektu 
wed�ug ró�norodnych oddzia�ywa�. Z uwzgl�dnieniem konkretnej specyfiki ró�nych UD
w wi�kszo�ci przypadków mo�liwa jest aproksymacja [13, 14] zale�no�ci dla TO uk�adu 
dynamicznego, co upraszcza ich zastosowanie w praktyce in�ynierskiej. Do sterowania 
procesem jako oddzia�ywanie steruj�ce cz�sto wykorzystywana jest wielko�� pr�dko�ci
posuwu wzd�u�nego narz�dzia, a jako wielko�� regulowana przyjmowana jest jedna ze 
sk�adowych si�y skrawania, na przyk�ad styczna cF . Na podstawie analizy wspó�czynników

xyK  i bzK  mo�na stwierdzi�, �e kana�y sprz��enia zwrotnego przez pokazane wspó�czynniki 
nie wp�ywaj� w istotny sposób na w�a�ciwo�ci dynamiczne OS dla rozpatrywanej zmiennej 
wej�ciowej i wyj�ciowej. Przy tym schemat strukturalny OS sprowadza si� do 
przestawionego na rys. 2. 
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Rys. 2. Schemat strukturalny OS wed�ug oddzia�ywania steruj�cego – pr�dko�ci posuwu 
wzd�u�nego )(sv f

Zgodnie z otrzymanym schematem strukturalnym TO uk�adu dynamicznego dla pokazanych 
wspó�rz�dnych:
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Zgodnie z wynikami bada� [15] sk�adowe si�y skrawania bez uwzgl�dnienia
odkszta�cenia stykowego na powierzchnie przy�o�enia zapisywane s� w postaci: 

baQF pwc ��� , ypwp KbaQF ����� , xpwf KbaQF ����� ,
gdzie: pwQ  - wzgl�dna praca powstawania wióra, xy KK �� ,  - sta�e wspó�czynniki dla danych 
warunków skrawania. 
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Przytoczone zale�no�ci umo�liwiaj� proste przekszta�cania wspó�czynników A  i B ,
wchodz�cych w odpowiednie TO OS wed�ug ró�nych oddzia�ywa� steruj�cych  
i zak�ócaj�cych.
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Analogicznie mo�na otrzyma� TO uk�adu dynamicznego toczenia wed�ug oddzia�ywa�
steruj�cych dla innych sk�adowych si�y skrawania, które po przekszta�ceniu wchodz�cych
w nie wspó�czynników sprowadzane s� do postaci: 
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Zale�no�� (16) jest interesuj�ca w przypadku obróbki wa�ów o ma�ej sztywno�ci, poniewa�
odkszta�cenia spr��yste w wyniku dzia�ania w�a�nie sk�adowej pF  si�y skrawania okazuj�
najwi�kszy wp�yw na dok�adno�� obróbki wskazanych cz��ci.
W pracach [13, 14] rozpatrzono mo�liwo�� zamiany otrzymanych zale�no�ci TO (12), (15), 
(16) przybli�onymi, których zastosowanie istotnie upraszcza obliczenia charakterystyk 
modeli UD. Analiza zosta�a wykonana wed�ug kryterium dok�adno�ci odtworzenia 
przybli�onymi zale�no�ciami rzeczywistych charakterystyk MM w p�aszczyznach czasowej  
i cz�stotliwo�ciowej; pokazano, �e posta� zale�no�ci aproksymuj�cych nale�y wybiera�
z uwzgl�dnieniem liczbowej warto�ci wspó�czynnika B . Ustalono przy tym, �e warto��

1,0�B  jest „graniczn�”, przy której celowe jest przechodzenie od jednej postaci zale�no�ci
aproksymuj�cej do drugiej. Warto�� wspó�czynnika B  wed�ug zale�no�ci (14) okre�lana jest 
jako stosunek sztywno�ci ekwiwalentnego uk�adu spr��ystego i wspó�czynników
wzmocnienia procesu skrawania i mo�e by� przyjmowana jako wska�nik wzgl�dnej
sztywno�ci UD. Szerokie zakresy zmiany parametrów obróbki na obrabiarkach, na przyk�ad
zmiana twardo�ci obrabianego materia�u, naddatku na obróbk�, geometrii ostrza, warunkuj�
szerokie zakresy zmienno�ci wspó�czynników yyxyx KKKmm

r
,,,, �  i, odpowiednio B .

Obliczenia pokazuj�, �e przy obróbce wa�ów o ma�ej sztywno�ci, oraz przy obróbce 
zgrubnej i kszta�tuj�cej cz��ci o sztywno�ci normalnej, warto�ci wspó�czynnika B  s�
znacznie wi�ksze od warto�ci „granicznej” 1,0�B ; w tym przypadku równie� zale�no�ci
aproksymuj�ce dla TO zgodnie z (11), (14), (15) celowo jest budowa� rozk�adaj�c funkcj�
wyk�adnicz� �se�  w szereg Pade, który z zachowaniem dwóch pierwszych cz�onów mo�na
zapisa� jako: 
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Po przekszta�ceniu zale�no�ci (12), (15), (16) TO uk�adu dynamicznego sprowadza si� do 
postaci typowych TO cz�onów aperiodycznych drugiego rz�du:  
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Ekwiwalentne sta�e czasu okre�lane s� z zale�no�ci:

 !
"

#$
% ��&��� 3/1)5,0(5,05,0 2

2,1 BBT � .  (18) 

TO obiektu wed�ug oddzia�ywania zak�ócaj�cego (w tym przypadku rozpatruje si� zmian�
naddatku na obróbk�) równie� zapisywane s� zgodnie ze struktur� z rys. 2  
i aproksymowane zale�no�ciami aperiodycznymi: 
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gdzie: 
 �zyx ,,�	 .

Dla UD o niskiej sztywno�ci wzgl�dnej ( 7,05,0 �'B ), sta�a czasowa 2T  zgodnie  
z zale�no�ci� (17) jest o rz�d mniejsza od 1T . Dlatego 2T  mo�na nie uwzgl�dnia� i w przyb-
li�eniu opisa� w�a�ciwo�ci dynamiczne obiektu TO cz�onu aperiodycznego pierwszego rz�du.
Z zale�no�ci (16) – (18) wynika, �e parametry OS zmieniaj� si� w szerokim zakresie przy 
zmianie parametrów obróbki. Na przyk�ad na tokarkach uniwersalnych wielko�� �  mo�e
zmienia� si� od 10 do 20 razy, a wielko�ci 		 nm ,  - od 5 do 10 razy. A wi�c wspó�czynnik
wzmocnienia OS dla rozpatrywanych oddzia�ywa� zmienia si� od 50 do 20 razy, a jego sta�e
czasowe 10 razy i wi�cej. Te warunki pokazuj�, �e do sterowania takimi procesami nale�y
zastosowa� AC [1, 2]. 

3. UPROSZCZENIE WYJ�CIOWEGO MODELU MATEMATYCZNEGO UD 
 TOCZENIA WA�ÓW O MA�EJ SZTYWNO�CI
Struktura uogólniona OS, zbudowana w oparciu o uk�ad równa� (11) (rys. 2), umo�liwia 
tak�e wyodr�bnienie w�a�ciwo�ci UD w przypadku, kiedy jako wspó�rz�dna wyj�ciowa
przyjmowany jest przyrost odkszta�ce� spr��ystych yg  w kierunku promieniowym, a jako 
oddzia�ywania wyj�ciowe – dodatkowe si�y zewn�trzne, zmieniaj�ce stan spr��y�cie-
odkszta�calny cz��ci. Na przyk�ad w przypadku sterowania stanem spr��y�cie-odkszta�-
calnym cz��ci o ma�ej sztywno�ci poprzez przy�o�enie si�y rozci�gaj�cej 1xF  struktura OS
ulegnie przekszta�ceniu do postaci pokazanej na rys. 3. 
Na podstawie przytoczonego schematu po przekszta�ceniu zale�no�� dla TO uk�adu
dynamicznego, w przypadku, kiedy jako wspó�rz�dna wyj�ciowa przyjmowany jest przyrost 
odkszta�ce� spr��ystych yg  w kierunku promieniowym, sprowadza si� do postaci: 
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Rys. 3. Schemat strukturalny OS przy sterowaniu stanem spr��y�cie- odkszta�calnym zgodnie 
z oddzia�ywaniem 1xF

Dla znanych warto�ci wspó�czynników wchodz�cych w zale�no�ci (20) – (23), wyra�enia te 
mog� ulec znacznemu uproszczeniu. Obliczenia pokazuj�, �e przy obróbce cz��ci o ma�ej
sztywno�ci z przy�o�eniem si�owych oddzia�ywa�, sk�adowych zawieraj�cych bzK  i xyK
mo�na, w zasadzie, nie uwzgl�dnia�. Zale�no�� dla B�  w tych warunkach sprowadza si� do 
postaci (14), a wyra�enie dla wspó�czynników 0K  ulega znacznemu uproszczeniu. 
Mianownik TO okre�lanej z zale�no�ci (20), sprowadza si�, jak pokazano wy�ej, do postaci 
mianownika cz�onu aperiodycznego drugiego lub pierwszego rz�du. Do przekszta�cenia
licznika TO do postaci typowej tak�e mo�na zastosowa� rozk�ad funkcji �se�  w szereg Pade, 
przy tym analizowana TO przyjmie posta�:
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Sta�e czasowe 1T  i 2T  okre�lane s� z zale�no�ci (18) przez podstawienie do niej B�
w miejsce B , a sta�e czasowe w liczniku odpowiednio s� równe: 

�� ������ )5,0(;289,0 33 ATT .  (25) 

Dalsze przekszta�cenia licznika TO (20) powinny by� wykonywane przy uwzgl�dnieniu
stosunku sta�ych czasowych 3T  i 3T � , które zale�� od A� . Je�li 077,0(�A , to TO uk�adu
dynamicznego mo�e by� zapisana w nast�puj�cej typowej postaci: 



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2008

217

)1()1(
12

)(
)(

)(
21

3
22

3
0

1
1 �����

�����
���

sTsT
sTsTK

sF
sg

sG
x

y
Fx

) ,  (26) 

gdzie: )  - wspó�czynnik t�umienia  

577,0
5,0 A��

�) .  (27) 

W przypadku, kiedy 078,0*�A , zale�no�� aproksymuj�ca dla analizowanej TO przyjmuje 
posta�:

)1()1(
)1()1(

)(
)(

)(
21

54
0

1
1 �����

�����
���

sTsT
sTsTK

sF
sg

sG
x

y
Fx

,  (28) 

gdzie:  !
"

#$
% ���&���� 3/1)5,0(5,05,0 2

5,4 AAT � .

Analogicznie na podstawie uogólnionego schematu strukturalnego i uk�adu równa� (11) 
otrzymano modele UD dla innych oddzia�ywa� steruj�cych. Zale�no�ci aproksymuj�ce TO
uk�adu dynamicznego dla ró�nych oddzia�ywa� steruj�cych, pokazanych na rys. 1, ró�ni� si�
od przytoczonych tylko warto�ci� wspó�czynnika wzmocnienia 0K OS. Zamiast 
wspó�czynnika

1xFK  w zale�no�ci (21) dla 0K  w tym przypadku wchodz� wspó�czynniki

wzmocnienia odpowiednich oddzia�ywa�
..

,,,
skriidod MMFe KKKK . Warto�ci tych 

wspó�czynników mog� by� obliczone wed�ug zale�no�ci przytoczonych w tab. 1. 
W szeregu przypadków, z wystarczaj�c� dla praktycznych oblicze� in�ynierskich
dok�adno�ci�, zale�no�ci aproksymuj�ce dla TO (20) celowo jest budowa� przy 
wykorzystaniu pierwszego cz�onu rozk�adu funkcji �se�  w szereg Pade:  

)
2
11/()

2
11( ��� ������ sse s .

Przy tym, na przyk�ad, transmitancja (20) po przekszta�ceniu sprowadza si� do postaci 
typowych cz�onów:

)1(
)1(

)(
)(

)(
03

02
0

1
1 ��

��
���

sT
sTK

sF
sg

sG
x

y
Fx

,  (29) 

gdzie: ,0 ��T   2/01 ��T ,  )5,0(00102 ATATT �������� � ,

 )5,0(01003 BTBTT �������� � .  (30) 

Uogólniony i szczegó�owe �� uk�adu dynamicznego toczenia wzd�u�nego wa�ków o ma�ej
sztywno�ci w stanie spr��y�cie-odkszta�calnych, uwzgl�dniaj� ró�norodne warianty apro-
ksymacji funkcji �se�  i wp�yw geometrii ostrza skrawaj�cego 0+

r
K�  i 0�

r
K�  ( �90�r�

– zalecany do obróbki wa�ków o ma�ej sztywno�ci).
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Parametry rozpatrzonych �� równie�, jak i w przypadku sterowania pr�dko�ci� posuwu 
wzd�u�nego podlegaj� du�ej zmienno�ci. Sta�e czasowe OS zmieniaj� si� przede wszystkim  
z powodu zmiany czasu opó�nienia � , a najwi�kszy wp�yw na warto�� wspó�czynników
wzmocnienia okazuje zmiana punktu przy�o�enia si�y skrawania po d�ugo�ci cz��ci 0x  – 
ukazany wp�yw jest oczywisty z zale�no�ci na wspó�czynniki

..
,,,

skriidod MMFe KKKK ,
przytoczonych w tab. 1. 
W tab. 2 przedstawiono transmitancje operatorowe, wspó�czynniki wzmocnienia oraz sta�e
czasowe uogólnionego i szczegó�owych MM uk�adu dynamicznego toczenia wzd�u�nego
wa�ów o ma�ej sztywno�ci w stanie spr��y�cie - odkszta�calnym. 

PODSUMOWANIE
Jak wynika z przeprowadzonych bada�, struktury dynamiczne �� uk�adów
technologicznych wa�ów o ma�ej sztywno�ci przy sterowaniu ich stanem spr��y�cie-
odkszta�calnym zawieraj�, obok cz�onów inercyjnych charakterystycznych dla ��
sterowania wed�ug posuwu, równie� cz�ony przeci��eniowe. Wyst�powanie cz�onów 
przeci��eniowych w transmitancjach �� zmniejsza inercyjno�� OS wed�ug kana�ów
sterowania dodatkowymi oddzia�ywaniami si�owymi. Na przyk�ad przy bliskich warto�ciach 
sta�ych czasowych licznika i mianownika w zale�no�ciach (28) i (29), co ma miejsce w wielu 
przypadkach, w�a�ciwo�ci modelu OS zbli�aj� si� do w�a�ciwo�ci cz�onu bezinercyjnego  
ze wspó�czynnikiem przekazywania 0K .
Nale�y podkre�li�, �e rozpatrzony opis matematyczny OS zosta� wykonany przy 
nieuwzgl�dnieniu „ma�ych” sta�ych czasowych, charakteryzuj�cych w�a�ciwo�ci dynamiczne 
procesu skrawania i ekwiwalentnego uk�adu spr��ystego. Takie podej�cie jest uzasadnione, 
poniewa� w obwód UAS lub AC razem z obiektem wchodz� tak�e automatyczne urz�dzenie 
steruj�ce i inne cz�ony z „du�ymi” sta�ymi czasowymi, których w�a�ciwo�ci dynamiczne s�
bardzo istotne przy rozwi�zaniu zadania analizy stabilno�ci i syntezy cz�onów koryguj�cych.
Porównanie �� obiektu dla ró�norodnych oddzia�ywa� regulacyjnych umo�liwia
stwierdzenie, �e przy zastosowaniu dodatkowych oddzia�ywa� si�owych obiekt ma znacznie 
mniejsz� inercyjno�� w porównaniu z przypadkiem sterowania wed�ug kana�u posuwu. 
Dzi�ki temu w UAS i AC stanu spr��y�cie-odkszta�calnego cz��ci zasadniczo mo�na uzyska�
wy�sze wska�niki jako�ci sterowania w dynamice i efektywnie przeciwdzia�a� zak�óceniom
wywo�anym zmian� naddatku i twardo�ci obrabianych pó�fabrykatów, zmieniaj�c ich 
sztywno�� po d�ugo�ci obróbki. 
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