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STABILNO�� LINIOWYCH CI�G�YCH UK�ADÓW U�AMKOWYCH
RZ�DU WSPÓ�MIERNEGO

W pracy podano nowe warunki stabilno�ci liniowych ci�g�ych uk�adów
u�amkowych wspó�miernego rz�du. S� one uogólnieniem kryterium stabilno�ci
Michaj�owa oraz zmodyfikowanego kryterium stabilno�ci Michaj�owa, znanych 
z teorii stabilno�ci uk�adów naturalnego rz�du. Rozwa�ania zilustrowano 
przyk�adem liczbowym. 

STABILITY OF LINEAR CONTINUOUS-TIME FRACTIONAL 
SYSTEMS OF COMMENSURATE ORDER

New frequency domain methods for stability analysis of linear continuous-time 
fractional systems of commensurate order are given. The methods proposed are 
generalization of Mikhailov stability criterion and modified Mikhailov criterion 
known from the theory of natural number order systems. The considerations are 
illustrated by numerical example. 

1. WST�P
W ostatnich kilkunastu latach problem analizy i syntezy uk�adów dynamicznych, opisanych 
równaniami ró�niczkowymi lub ró�nicowymi u�amkowego rz�du, by� tematem wielu 
publikacji, np. [1, 5-7, 11-20]. Przegl�d aktualnego stanu wiedzy z zakresu uk�adów
u�amkowych mo�na znale�� np. w [14, 15, 11, 18, 19, 20]. Problemowi stabilno�ci i odpornej 
stabilno�ci ci�g�ych uk�adów u�amkowych s� po�wi�cone prace [1, 4-7, 12, 13, 16, 20]. Now�
klas� liniowych dyskretnych dodatnich uk�adów u�amkowych wprowadzono w pracy [8]. 
Podano w niej warunek konieczny i wystarczaj�cy dodatnio�ci oraz warunek dostateczny 
osi�galno�ci.
Celem niniejszej pracy jest podanie nowych cz�stotliwo�ciowych warunków koniecznych 
i wystarczaj�cych stabilno�ci liniowego ci�g�ego uk�adu u�amkowego rz�du wspó�miernego. 
Proponowane warunki s� uogólnieniem na rozpatrywan� klas� uk�adów kryterium 
Michaj�owa oraz zmodyfikowanego kryterium Michaj�owa [2, 9, 21], znanych z teorii 
stabilno�ci liniowych uk�adów rz�du naturalnego. Uogólnienie proponowanych warunków 
stabilno�ci na klas� uk�adów u�amkowych rz�du niewspó�miernego jest podane w pracy [4].  

2. WPROWADZENIE I SFORMU�OWANIE PROBLEMU
Rozpatrzmy liniowy stacjonarny ci�g�y uk�ad dynamiczny rz�du u�amkowego o jednym 
wej�ciu i jednym wyj�ciu (zwany krótko uk�adem u�amkowym) opisany u�amkowym 
równaniem ró�niczkowym o postaci [20] 
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gdzie � � � �n n� � � � ��1 1 0 0� , � � � �m m� � � � ��1 1 0 0�  s� to liczby rzeczywiste, ai
),...,2,1,0( ni �  oraz bk  ( , , , ... , )k m� 0 1 2  s� to rzeczywiste wspó�czynniki,
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jest definicj� Caputo pochodnej rz�du u�amkowego � , �( )� �� 	 � �
�

e t dtt 1

0
 jest funkcj�

gamma Eulera za� p jest dodatni� liczb� ca�kowit� spe�niaj�c� nierówno�� p p� 
 
1 � .

Stosuj�c przekszta�cenie Laplace'a do obu stron równania (1) przy zerowych warunkach 
pocz�tkowych otrzymamy transmitancj� operatorow�
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Równanie ró�niczkowe (1) oraz transmitancja (3) opisuj� w przypadku ogólnym uk�ady
u�amkowe rz�du niewspó�miernego. Funkcja charakterystyczna takich uk�adów ma posta�
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W dalszych rozwa�aniach funkcj� (4) b�dziemy nazywa� wielomianem charakterystycznym 
u�amkowego stopnia lub krótko wielomianem u�amkowym. 
W przypadku uk�adów u�amkowych rz�du wspó�miernego s� spe�nione warunki

� �i i�  ( , ,..., )i n� 0 1  oraz � �k k�  ( , ,..., ),k m� 0 1  (5) 
przy czym [20] 
�� je�eli �  jest liczb� wymiern�, tzn. � � 1 / q  (q jest liczb� ca�kowit� dodatni�, tj. q � 1), to 

(1) nazywamy uk�adem rz�du wspó�miernego wymiernego (lub krótko: wymiernego) 
�� je�eli liczba rzeczywista �  nie jest liczb� wymiern�, to uk�ad (1) nazywamy uk�adem  

rz�du wspó�miernego niewymiernego (lub krótko: niewymiernego).  
W dalszych rozwa�aniach b�dziemy g�ównie rozpatrywa� uk�ady (1) rz�du wspó�miernego 
wymiernego, o transmitancji operatorowej  
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Stosuj�c w (6) podstawienie � �� s  otrzymamy stowarzyszon� transmitancj� operatorow�
rz�du naturalnego
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Funkcja charakterystyczna liniowych uk�adów u�amkowych rz�du wspó�miernego ma posta�
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Z u�amkowym wielomianem charakterystycznym (8) jest stowarzyszony wielomian stopnia 
naturalnego
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b�d�cy mianownikiem transmitancji (7). 
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W przypadku ogólnym wielomian charakterystyczny (4) uk�adu (1) jest wieloznaczn� funkcj�
zmiennej zespolonej s, której dziedzin� jest powierzchnia Riemanna [20]. Powierzchnia ta ma 
niesko�czon� liczb� li�ci, przy czym z punktu widzenia stabilno�ci istotny jest li�� g�ówny,
dla którego jest spe�niony warunek � � �� �arg .s

Powierzchnia Riemanna ma sko�czon� liczb� li�ci tylko w przypadku wielomianu (8) stopnia 
wspó�miernego wymiernego, czyli przy � � 1 / .q

Przy analizie stabilno�ci uk�adu u�amkowego (1) stopnia wspó�miernego (i te� niewspó�-
miernego [13, 20]) istotne s� zera jego u�amkowego wielomianu charakterystycznego 
po�o�one na li�ciu g�ównym, dla których jest spe�niony warunek � � �� �arg .s  Zera tego 
wielomianu po�o�one na pozosta�ych li�ciach p�aszczyzny Riemanna maj� wp�yw tylko na te 
sk�adowe rozwi�zania równania (1), które monotonicznie zanikaj� do zera przy t ��.
W pracy [13] udowodniono poni�sze podstawowe twierdzenie o stabilno�ci uk�adu u�am-
kowego rz�du wspó�miernego (patrz te� np. [20]). 
Twierdzenie 1. Uk�ad u�amkowy (1) rz�du wspó�miernego jest stabilny (w sensie 
ograniczone wej�cie – ograniczone wyj�cie) wtedy i tylko wtedy, gdy jego wielomian 
charakterystyczny (8) u�amkowego stopnia jest stabilny, tzn. wszystkie jego zera le��
w otwartej lewej pó�p�aszczy�nie zespolonej p�aszczyzny Riemanna, tj.  

w s( ) � 0  dla Re ,s � 0  (10) 

lub równowa�nie, wszystkie zera �i  ( i n� 1 2, ,..., ) stowarzyszonego z nim wielomianu (9) 
spe�niaj� warunek 

|arg | .� �
�

i � 2
 (11) 

W dalszych rozwa�aniach stabilno�� w sensie ograniczone wej�cie – ograniczone wyj�cie
b�dziemy nazywa� krótko stabilno�ci�.
Je�eli 0 1� 
� ,  to warunek (11) jest spe�niony dla zer le��cych w obszarze stabilno�ci
pokazanym na rys. 1. Zauwa�my, �e obszar ten redukuje si� do otwartej lewej pó�p�aszczyzny
przy � � 1.

0
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Re�

Im�

�� / 2

�� / 2

obszar stabilno�ci

granica obszaru
stabilno�ci

Rys. 1. Obszar stabilno�ci wielomianu (8) na p�aszczy�nie zespolonej � �� s  przy 0 1� 
�

Z twierdzenia 1 wynika, �e badanie stabilno�ci uk�adu u�amkowego (1) rz�du wspó�miernego 
przy 0 1� 
�  mo�na sprowadzi� do problemu badania po�o�enia zer wielomianu (9) 
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w obszarze stabilno�ci pokazanym na rys. 1. Obszarem tym jest cz��� p�aszczyzny zmiennej 
zespolonej, która nie zawiera sto�ka o k�cie rozwarcia ��  po�o�onego w prawej 
pó�p�aszczy�nie.
Z powy�szych rozwa�a� wynika prosty warunek wystarczaj�cy stabilno�ci.
Lemat 1. Uk�ad u�amkowy (1) rz�du wspó�miernego przy 0 1� 
�  jest stabilny, je�eli
wielomian (9) jest asymptotycznie stabilny, tj. wszystkie jego zera maj� ujemne cz��ci
rzeczywiste.
Zauwa�my, �e rozpatrywany uk�ad u�amkowy mo�e by� stabilny w przypadku, gdy 
wielomian (9) naturalnego stopnia nie jest stabilny, tzn. ma zera o dodatniej cz��ci
rzeczywistej.
Badanie stabilno�ci uk�adu u�amkowego (1) rz�du wspó�miernego metod� bezpo�redniego
sprawdzania spe�nienia warunku (11) dla wszystkich zer wielomianu (9) stopnia naturalnego 
mo�e by� niedogodne ze wzgl�du na wysoki stopie� tego wielomianu w pewnych 
przypadkach. Ilustruje to poni�szy przyk�ad.
Je�eli wielomian charakterystyczny u�amkowego stopnia ma posta� [6] 

w s s s s s( ) . . . ,/ / / /� 
 
 
 
127 105 77 105 71 105 56 1050 4 0 3 01 1  (12) 

to stosuj�c podstawienie � �� �s s1 105/  otrzymamy stowarzyszony wielomian 
~( ) . . .w � � � � �� 
 
 
 
127 77 71 560 4 0 3 01 1 (13) 

stopnia naturalnego, który ma stopie� równy 127, a wi�c bardzo wysoki. Zauwa�my, �e
wielomian u�amkowy (12) ma tylko 5 wyrazów.  
Aby unikn�� wy�ej wymienionej niedogodno�ci w pracy [6] zaproponowano wyznaczanie 
stowarzyszonego wielomianu stopnia naturalnego nie w postaci wielomianu jednej zmiennej, 
ale w postaci wielomianu kilku zmiennych niezale�nych. Stabilno�� takiego wielomianu jest 
warunkiem dostatecznym stabilno�ci wielomianu charakterystycznego uk�adu u�amkowego. 
Do badania stabilno�ci wielomianu kilku zmiennych w [6] zaproponowano metod�
wykorzystuj�c� Liniowe Nierówno�ci Macierzowe (ang. Linear Matrix Inequlities - LMI). 
Celem niniejszej pracy jest podanie nowych warunków stabilno�ci uk�adu u�amkowego (1) 
rz�du wspó�miernego. Nale�� one do grupy warunków cz�stotliwo�ciowych. Przy ich 
formu�owaniu zostanie wykorzystane kryterium stabilno�ci Michaj�owa oraz zmodyfikowane 
kryterium Michaj�owa, znane z teorii stabilno�ci wielomianów stopnia naturalnego,  
np. [2, 9, 21].

3. ROZWI�ZANIE PROBLEMU 
Z twierdzenia 1 wynika, �e s� sobie równowa�ne dwa poni�sze warunki (b�d�ce warunkami 
koniecznymi i wystarczaj�cymi stabilno�ci uk�adu (1)): 
1. dla wielomianu (8) stopnia u�amkowego jest spe�niony warunek (10),
2. wszystkie zera wielomianu (9) stopnia naturalnego spe�niaj� warunek (11), tj. le��

w obszarze stabilno�ci pokazanym na rys. 1. 
W teorii stabilno�ci wielomianów naturalnego stopnia rozpatruje si� ich stabilno��
asymptotyczn� (wszystkie zera le�� w otwartej lewej pó�p�aszczy�nie) oraz D-stabilno��,
gdy wszystkie zera le�� w zadanym otwartym obszarze D na p�aszczy�nie zmiennej 
zespolonej [2]. 
Z powy�szego i twierdzenia 1 wynika natychmiast nast�puj�cy lemat.  
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Lemat 2. Wielomian stopnia u�amkowego (8) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy 
stowarzyszony z nim wielomian stopnia naturalnego (9) jest D-stabilny, gdzie D jest 
obszarem stabilno�ci okre�lonym nierówno�ci� (11). Brzegiem tego obszaru jest linia �amana 
o opisie parametrycznym  

( ) | | ,/j e j� �� � ��� 2 � � �� �( , ). (14) 

Zauwa�my, �e przy � � 1 wielomian u�amkowy (8) redukuje si� do wielomianu (9) stopnia 
naturalnego. Wtedy opis (14) staje si� opisem parametrycznym brzegu obszaru stabilno�ci
asymptotycznej tego wielomianu, tj. osi urojonej p�aszczyzny zmiennej zespolonej. 
Przy badaniu D-stabilno�ci wielomianu (9) stopnia naturalnego z wykorzystaniem metod 
cz�stotliwo�ciowych mo�emy ograniczy� si� tylko do cz��ci tego obszaru le��cej w 
pó�p�aszczy�nie Im ,� � 0  której brzeg ma opis parametryczny (14) przy � � �[ , ).0  Wynika 
to z faktu, �e obszar D jest symetryczny wzgl�dem osi rzeczywistej.  
Uwzgl�dniaj�c prac� [2] otrzymamy poni�sze kryteria stabilno�ci.
Twierdzenie 2. Wielomian u�amkowy (8) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy 

� arg ( ) / ,
0

2

 ��

�
�

� �w j n  (15) 

gdzie w j( )�  otrzymuje si� z wielomianu (8) stosuj�c w nim podstawienie s j� � , czyli 
wykres funkcji w j( )�  rozpoczyna si� na dodatniej pó�osi rzeczywistej dla � � 0  i przy �
zmieniaj�cym si� od 0 do �  przebiega w kierunku matematycznie dodatnim, nie trafiaj�c
w pocz�tek p�aszczyzny zmiennej zespolonej, przez n �wiartek tej p�aszczyzny.

Dowód. Poniewa� ~(( ) ) ( ),w j w j� �� �  warunek (15) jest warunkiem koniecznym i wystar-
czaj�cym D-stabilno�ci wielomianu (9) [2]. Dowód wynika zatem z lematu 2. �
Wykres funkcji w j( ),�  gdzie w j w s( ) ( )� �  dla s j� �  ( w s( )  ma posta� (8)) mo�na nazwa�
(poprzez analogi� do teorii stabilno�ci wielomianów stopnia naturalnego) uogólnionym 
hodografem Michaj�owa.
Twierdzenie 2 jest trudne w stosowaniu z tego powodu, �e warto�ci bezwzgl�dne funkcji 
w j( )�  rosn� bardzo szybko wraz ze wzrostem warto�ci parametru � � �[ , ),0  tzn. wykres tej 
funkcji bardzo szybko oddala si� od pocz�tku uk�adu wspó�rz�dnych. W takiej sytuacji 
okre�lenie liczby okr��e� punktu (0,0) przez ten wykres jest bardzo trudne. 
Aby unikn�� opisanej powy�ej niedogodno�ci zamiast wielomianu u�amkowego (8) b�dziemy 
rozpatrywa� funkcj�

�( ) ( )
( )

,s w s
w s

�
0

  (16) 

gdzie w s( )  ma posta� (8) za� w s0( )  jest wielomianem odniesienia u�amkowego stopnia 
równego stopniowi wielomianu (8). B�dziemy zak�ada�, �e wielomian odniesienia w s0( )  jest 
stabilny, tj. spe�nia warunek 

w s0 0( ) �  dla Re .s � 0  (17) 
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Wielomian odniesienia mo�na wybra� np. w postaci

w s d s c n
0( ) ( ) ,� 
 �  (18) 

gdzie sta�e c i d s� dodatnie.
Zauwa�my, �e dla c � 0  wielomian (18) jest stabilny, zgodnie z twierdzeniem 1. 
Mo�na w (18) np. przyj�� d an�  ( an  jest wspó�czynnikiem wielomianu (8)) oraz c � 1.  

Twierdzenie 3. Wielomian u�amkowy (8) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy  
�arg ( ) ,
( , )�

� �
� �� �

�j 0  (19) 

gdzie � � �( ) ( )j s�  dla s j� �.

Dowód. Wielomian odniesienia w s0( )  jest stabilny z za�o�enia. Zatem zgodnie z zasad�
argumentu (np. [10]) mamy 

�arg ( ) arg ( ) arg ( ) .
( , )�

�
� �� �

� � � � � �w j w j w j0 0 0 0  (20) 

Ze wzoru (16) wynika, �e dla s j� �  zachodzi zale�no��

� � �arg ( ) arg ( ) arg ( ).� � � �j w j w j� � 0  (21) 

Wielomian u�amkowy (8) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy  �arg ( ) ,
( , )�

�
� �� �

�w j 0  co 

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy  warunek (19) jest spe�niony. �
Warunek (19) jest spe�niony wtedy i tylko wtedy, gdy przy �  zmieniaj�cym si� od ��  do �
wykres funkcji � �( )j  (który mo�na nazwa� uogólnionym zmodyfikowanym hodografem 
Michaj�owa) nie okr��a pocz�tku p�aszczyzny zmiennej zespolonej ani te� nie przechodzi 
przez niego.
Je�eli wielomian odniesienia ma posta� (18) przy d an� , to ze wzorów (8), (16) i (18) mamy   

lim ( ) lim ( )
( )

,
� �

� �
�
���� ���

� �j w j
w j0

1      � �( ) ( )
( )

.j w j
w j

a
a cn

n0 0
00

0� �  (22) 

Z powy�szego i twierdzenia 3 wynika, �e wykres funkcji � �( )j  przy � � �� �( , )  okr��a
pocz�tek p�aszczyzny zmiennej zespolonej lub przechodzi przez niego, je�eli a an0 0/ .


S�uszny jest wi�c poni�szy lemat. 
Lemat 3. Wielomian stopnia u�amkowego (8) nie jest stabilny je�eli a an0 0/ .


Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy warunek (19) nie jest spe�niony, czyli wielomian u�amkowy 
(8) nie jest stabilny. W takim przypadku s�uszne jest poni�sze twierdzenie. 
Twierdzenie 4. Wielomian u�amkowy (8) ma k � 0  zer w domkni�tej prawej pó�p�aszczy�nie
p�aszczyzny Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy  

�arg ( ) ,
( , )�

� � �
� �� �

�j k2  (23) 

czyli przyrost argumentu � �( )j  przy �  zmieniaj�cym si� od ��  do �  wynosi k2�,  lub 
równowa�nie, wykres funkcji � �( ),j  nie trafiaj�c w pocz�tek p�aszczyzny zmiennej 
zespolonej, okr��a go k razy w kierunku matematycznie dodatnim przy � � �� �( , ).  
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Dowód. Je�eli uk�ad u�amkowy (8) ma k � 0  zer w domkni�tej prawej pó�p�aszczy�nie
p�aszczyzny Riemanna, to zgodnie z zasad� argumentu  

�arg ( ) .
( , )�

� �
� �� �

�w j k2  (24) 

Wtedy ze wzorów (20) i (21) wynika, �e warunek (23) jest spe�niony. Je�eli za� s� spe�nione
warunki (24) i (20), to z (21) wynika (23).

4. PRZYK�AD
Nale�y zbada� stabilno�� uk�adu u�amkowego o wielomianie charakterystycznym [6]  

w s( ) � 
134.7955988s 17.49138877s + 7.5619s + 18.60416827s

+ s + 13.68686363s + 276.0731421s + 269.6615050s

+ 218.5809037s + 338.6269398s + 7.3225s + 55.92198403s

+ 139.1374509s +14.79208246s + 221.9590294.

11/15 14/15 7/5 6/5

8/5 3/5 1/3 1/5

2/5 8/15 19/15 16/15

13/15

 (25) 

Przyjmuj�c � � 1 15/  i � �� �s s1 15/  powy�szy wielomian napiszemy  postaci  
~( )w � � � � � �

� � � �

� � � �

�

� 





24 21 19 18 16

15 14 13 11

9 8 6 5

3

+ 7.5619 + 7.3225 +18.60416827 55.92198403

14.79208246 + 17.49138877 + 139.1374509 + 134.7955988

+ 13.68686363 + 338.6269398 + 218.5809037 + 276.0731421

+ 269.6615050 + 221.9590294.

 (26) 

Z twierdzenia 1 wynika, �e wielomian u�amkowy (25) jest stabilny (wszystkie jego zera maj�
ujemne cz��ci rzeczywiste) wtedy i tylko wtedy, gdy stowarzyszony z nim wielomian stopnia 
naturalnego (26) nie ma zer w sto�ku o k�cie rozwarcia �� �� �/ 15 0.2094 rad.
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Rys. 2. Wykres funkcji (16) przy s j� �, � � �� �( , ),  w s( )  o postaci (25) 
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Rozpatrzmy teraz wielomian u�amkowy (25) i stowarzyszony z nim wielomian stopnia 
naturalnego (26) w przypadku, gdy wyraz wolny jest ze znakiem ujemnym, tj. wyst�puje w 
tych wielomianach wyraz -221.9590294 zamiast +221.9590294. W takim przypadku 
a a an0 0 0/ � �  i zgodnie z lematem 3, uk�ad u�amkowy nie jest stabilny.  

Wykres funkcji (16) przy s j� �  i w s s0
8 510( ) ( ) /� 
  jest pokazany na rys. 3, przy czym 

lim ( ) ,
�

� �
���

�j 1 �( )j0 � �5.5754.  Natomiast rozk�ad zer wielomianu stopnia naturalnego 

(26) przy ujemnym wyrazie wolnym jest pokazany na rys. 4. Na tym rysunku jest te�
pokazany brzeg obszaru stabilno�ci.
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Rys. 3. Wykres funkcji (16) przy s j� �, � � �� �( , ),  w s( )  o postaci (25)  
 o ujemnym wyrazie wolnym 
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Rys. 4. Rozk�ad zer (*) wielomianu (26) przy ujemnym wyrazie wolnym 
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Z rys. 4 wynika, �e w rozpatrywanym przypadku wielomian naturalnego stopnia ma jedno 
zero poza obszarem stabilno�ci, co oznacza �e wielomian u�amkowego stopnia ma te� jedno 
zero o dodatniej cz��ci rzeczywistej. Natomiast z rys. 3 wynika, �e wykres funkcji � �( )j
jeden raz obejmuje w kierunku dodatnim pocz�tek p�aszczyzny zmiennej zespolonej. 
Potwierdza to fakt, �e rozpatrywany wielomian u�amkowego stopnia ma jedno zero o 
dodatniej cz��ci rzeczywistej, zgodnie z twierdzeniem 4. 

5. UWAGI KO�COWE
W  pracy podano nowe cz�stotliwo�ciowe warunki konieczne i wystarczaj�ce stabilno�ci
liniowych ci�g�ych uk�adów u�amkowych rz�du wspó�miernego. S� one jest uogólnieniem 
kryterium Michaj�owa oraz zmodyfikowanego kryterium Michaj�owa, znanych z teorii 
stabilno�ci liniowych uk�adów rz�du naturalnego.
Rozszerzenie tych warunków na klas� ci�g�ych uk�adów u�amkowych rz�du
niewspó�miernego jest podane w pracy [4] za� w pracy [3] jest podane rozszerzenie na klas�
dyskretnych uk�adów u�amkowych rz�du wspó�miernego. 

* * * 
Praca naukowa finansowana ze �rodków Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wy�szego w 
latach 2007-2010 jako projekt badawczy nr N N514 1939 33. 
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