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STABILNOSC LINIOWYCH CIAGLYCH UKEADOW ULAMKOWYCH
RZEDU WSPOELMIERNEGO

W pracy podano nowe warunki stabilnosci liniowych ciqglych uktadow
ulamkowych wspotmiernego rzedu. Sq one uogolnieniem kryterium stabilnosci
Michajlowa oraz zmodyfikowanego kryterium stabilnosci Michajlowa, znanych
z teorii  stabilnosci ukiadow naturalnego rzedu. Rozwazania zilustrowano
przykiadem liczbowym.

STABILITY OF LINEAR CONTINUOUS-TIME FRACTIONAL
SYSTEMS OF COMMENSURATE ORDER

New frequency domain methods for stability analysis of linear continuous-time
fractional systems of commensurate order are given. The methods proposed are
generalization of Mikhailov stability criterion and modified Mikhailov criterion
known from the theory of natural number order systems. The considerations are
illustrated by numerical example.

1. WSTEP

W ostatnich kilkunastu latach problem analizy i syntezy ukladow dynamicznych, opisanych
rownaniami rézniczkowymi lub réznicowymi utamkowego rzedu, byl tematem wielu
publikacji, np. [1, 5-7, 11-20]. Przeglad aktualnego stanu wiedzy z zakresu uktadéw
utamkowych mozna znalez¢ np. w [14, 15, 11, 18, 19, 20]. Problemowi stabilnos$ci 1 odporne;]
stabilnosci ciagltych uktadow utamkowych sg poswiecone prace [1, 4-7, 12, 13, 16, 20]. Nowa
klas¢ liniowych dyskretnych dodatnich uktadéw utamkowych wprowadzono w pracy [8].
Podano w niej warunek konieczny i wystarczajacy dodatnio$ci oraz warunek dostateczny
osiagalnosci.

Celem niniejszej pracy jest podanie nowych czestotliwosciowych warunkow koniecznych
1 wystarczajacych stabilnosci liniowego ciaglego uktadu utamkowego rzedu wspotmiernego.
Proponowane warunki sa uogdlnieniem na rozpatrywana klas¢ ukladéw kryterium
Michajtowa oraz zmodyfikowanego kryterium Michajlowa [2, 9, 21], znanych z teorii
stabilnosci liniowych ukladow rzedu naturalnego. Uogodlnienie proponowanych warunkow
stabilnosci na klas¢ uktadow utamkowych rzgdu niewspotmiernego jest podane w pracy [4].

2. WPROWADZENIE I SFORMULOWANIE PROBLEMU

Rozpatrzmy liniowy stacjonarny ciagly uktad dynamiczny rzedu utamkowego o jednym

wejsciu 1 jednym wyjsciu (zwany krétko uktadem utamkowym) opisany ulamkowym

rownaniem roézniczkowym o postaci [20]
n j
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gdzie o, > ,_; >->0; >0 20, B, >B,_1 > >PB;>Py =0 sato liczby rzeczywiste, q;
(i=0,12,...,n) oraz b, (k=0,12,...,m) sato rzeczywiste wspolczynniki,
d*x(r)y 1t xP ()
dr® F(Ot—p)o(l‘—’t)(“_l_p

2

jest definicja Caputo pochodnej rzedu utamkowego o, I'(a) = je_tto‘_ldt jest funkcja
0

gamma Eulera zas$ p jest dodatnig liczba catkowity spetniajaca nieréwnos¢ p—1<a < p.

Stosujac przeksztatcenie Laplace'a do obu stron réwnania (1) przy zerowych warunkach
poczatkowych otrzymamy transmitancj¢ operatorowg
bmsBm + bm_lsﬁm‘1 +...+b0SBO

G(s) = . 3)

(o} Oy, ao
a,s " +a, 1" +.+aps

Roéwnanie rézniczkowe (1) oraz transmitancja (3) opisuja w przypadku ogdélnym uktady
utamkowe rzgdu niewspotmiernego. Funkcja charakterystyczna takich uktadéw ma postaé
w(s) =a,s* " +a, ;s* 1+, +aps™0. 4)
W dalszych rozwazaniach funkcj¢ (4) bedziemy nazywa¢ wielomianem charakterystycznym
utamkowego stopnia lub krétko wielomianem utamkowym.
W przypadku uktadéw utamkowych rzgdu wspdimiernego sa spetnione warunki
o; =ioe (i=0,1,...,n) oraz B, =ka (k=0,1,...,m), 5
przy czym [20]
e jezeli a jest liczbg wymierna, tzn. o =1/¢q (q jest liczba catkowita dodatnia, tj. ¢ > 1), to
(1) nazywamy uktadem rzgdu wspotmiernego wymiernego (lub krétko: wymiernego)
e jezeli liczba rzeczywista o nie jest liczba wymierna, to uktad (1) nazywamy ukladem
rz¢du wspdtmiernego niewymiernego (lub krétko: niewymiernego).

W dalszych rozwazaniach bedziemy gtownie rozpatrywaé uktady (1) rzedu wspdimiernego
wymiernego, o transmitancji operatorowej

b, " +b, sV b5 + by

G(S) - no (n-1a o :
a,s” +a,_s +..+aisT +ag

(6)

Stosujac w (6) podstawienie A =s* otrzymamy stowarzyszona transmitancje operatorowa
rzgdu naturalnego

b X" +b, N b+,
a N +a, N +ah+ay

G(h) = (7
Funkcja charakterystyczna liniowych uktadow utamkowych rzgdu wspotmiernego ma postaé

(n—-Da

w(s)=a,s"* +a,_s +..+as” +ap. (8)

Z ulamkowym wielomianem charakterystycznym (8) jest stowarzyszony wielomian stopnia
naturalnego

) =a N +a, N+ Aah +ag, 9)

bedacy mianownikiem transmitancji (7).
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W przypadku ogdlnym wielomian charakterystyczny (4) uktadu (1) jest wieloznaczng funkcja
zmiennej zespolonej s, ktorej dziedzing jest powierzchnia Riemanna [20]. Powierzchnia ta ma
nieskonczona liczbe¢ lisci, przy czym z punktu widzenia stabilnosci istotny jest 1is¢ gtowny,
dla ktérego jest spetniony warunek —mn < args < 7.

Powierzchnia Riemanna ma skonczong liczbg lisci tylko w przypadku wielomianu (8) stopnia
wspdtmiernego wymiernego, czyli przy a =1/gq.

Przy analizie stabilnosci uktadu utamkowego (1) stopnia wspolmiernego (i tez niewspot-
miernego [13, 20]) istotne sa zera jego ulamkowego wielomianu charakterystycznego
potozone na lisciu gtdownym, dla ktérych jest spelniony warunek —m <args < m. Zera tego
wielomianu potozone na pozostatych liciach ptaszczyzny Riemanna maja wptyw tylko na te
sktadowe rozwiazania rownania (1), ktére monotonicznie zanikaja do zera przy ¢ — oo.

W pracy [13] udowodniono ponizsze podstawowe twierdzenie o stabilnosci ukladu ulam-
kowego rzgdu wspdtmiernego (patrz tez np. [20]).

Twierdzenie 1. Uklad ulamkowy (1) rzegdu wspdimiernego jest stabilny (w sensie
ograniczone wejscie — ograniczone wyjscie) wtedy 1 tylko wtedy, gdy jego wielomian
charakterystyczny (8) ulamkowego stopnia jest stabilny, tzn. wszystkie jego zera leza
w otwartej lewej potptaszczyznie zespolonej ptaszczyzny Riemanna, tj.

w(s)# 0 dla Res >0, (10)

lub réwnowaznie, wszystkie zera A; (i=12,...,n) stowarzyszonego z nim wielomianu (9)
spetniaja warunek

largA;|> ocg. (11)

W dalszych rozwazaniach stabilno$§¢ w sensie ograniczone wejscie — ograniczone wyjscie
bedziemy nazywac krotko stabilnoscia.

Jezeli 0<a <1, to warunek (11) jest spelniony dla zer lezacych w obszarze stabilnosci
pokazanym na rys. 1. Zauwazmy, ze obszar ten redukuje si¢ do otwartej lewej potptaszczyzny
przy a = 1.

Imx

granica:obszaru
stabilnos$ci —

obszar stabilnosci

0 Re\

Rys. 1. Obszar stabilnosci wielomianu (8) na ptaszczyznie zespolonej A = s* przy 0 <o <1

Z twierdzenia 1 wynika, ze badanie stabilnosci uktadu utamkowego (1) rzgdu wspdimiernego
przy O0<o <1 mozna sprowadzi¢ do problemu badania potozenia zer wielomianu (9)

477



478

Pomiary Automatyka Robotyka 2/2008

w obszarze stabilnosci pokazanym na rys. 1. Obszarem tym jest cze¢$¢ ptaszczyzny zmiennej
zespolonej, ktéra nie zawiera stozka o kacie rozwarcia am potozonego w prawej
poliptaszezyznie.

Z powyzszych rozwazan wynika prosty warunek wystarczajacy stabilnosci.

Lemat 1. Uktad utamkowy (1) rzedu wspdtmiernego przy 0<a <1 jest stabilny, jezeli
wielomian (9) jest asymptotycznie stabilny, tj. wszystkie jego zera majq ujemne czesci
rzeczywiste.

Zauwazmy, ze rozpatrywany uktad utamkowy moze by¢ stabilny w przypadku, gdy
wielomian (9) naturalnego stopnia nie jest stabilny, tzn. ma zera o dodatniej czegsci
rzeczywistej.

Badanie stabilnosci uktadu utamkowego (1) rzegdu wspotmiernego metoda bezposredniego
sprawdzania spetnienia warunku (11) dla wszystkich zer wielomianu (9) stopnia naturalnego
moze by¢ niedogodne ze wzglegdu na wysoki stopien tego wielomianu w pewnych
przypadkach. Ilustruje to ponizszy przyktad.

Jezeli wielomian charakterystyczny utamkowego stopnia ma postac [6]

to stosujac podstawienie A = s* = 51105

() =27 + 0407 + 0307 +010%° + 1 (13)

stopnia naturalnego, ktory ma stopien réwny 127, a wigc bardzo wysoki. Zauwazmy, ze
wielomian ulamkowy (12) ma tylko 5 wyrazéw.

otrzymamy stowarzyszony wielomian

Aby unikna¢ wyzej wymienionej niedogodnosci w pracy [6] zaproponowano wyznaczanie
stowarzyszonego wielomianu stopnia naturalnego nie w postaci wielomianu jednej zmiennej,
ale w postaci wielomianu kilku zmiennych niezaleznych. Stabilnos¢ takiego wielomianu jest
warunkiem dostatecznym stabilnosci wielomianu charakterystycznego uktadu utamkowego.
Do badania stabilnosci wielomianu kilku zmiennych w [6] zaproponowano metod¢
wykorzystujaca Liniowe Nierownosci Macierzowe (ang. Linear Matrix Inequlities - LMI).

Celem niniejszej pracy jest podanie nowych warunkéw stabilnosci uktadu utamkowego (1)
rzedu wspotmiernego. Nalezag one do grupy warunkow czgstotliwosciowych. Przy ich
formutowaniu zostanie wykorzystane kryterium stabilnosci Michajtowa oraz zmodyfikowane
kryterium Michajlowa, znane z teorii stabilno$ci wielomianéw stopnia naturalnego,
np. [2, 9, 21].

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

Z twierdzenia 1 wynika, ze sa sobie rownowazne dwa ponizsze warunki (b¢dace warunkami
koniecznymi 1 wystarczajacymi stabilnosci uktadu (1)):
1. dla wielomianu (8) stopnia utamkowego jest spelniony warunek (10),

2. wszystkie zera wielomianu (9) stopnia naturalnego spelniaja warunek (11), tj. leza
w obszarze stabilnosci pokazanym na rys. 1.

W teorii stabilnosci wielomiandw naturalnego stopnia rozpatruje si¢ ich stabilnos¢
asymptotyczna (wszystkie zera leza w otwartej lewej polplaszczyznie) oraz D-stabilnosc,
gdy wszystkie zera leza w zadanym otwartym obszarze D na plaszczyZnie zmiennej
zespolonej [2].

Z powyzszego i twierdzenia 1 wynika natychmiast nastgpujacy lemat.
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Lemat 2. Wielomian stopnia ulamkowego (8) jest stabilny wtedy i1 tylko wtedy, gdy
stowarzyszony z nim wielomian stopnia naturalnego (9) jest D-stabilny, gdzie D jest
obszarem stabilnosci okreslonym nierdwnoscia (11). Brzegiem tego obszaru jest linia tamana
0 opisie parametrycznym

(j0)* =|o* /™2, © (—mn, o). (14)

Zauwazmy, ze przy o =1 wielomian utamkowy (8) redukuje si¢ do wielomianu (9) stopnia
naturalnego. Wtedy opis (14) staje si¢ opisem parametrycznym brzegu obszaru stabilnosci
asymptotycznej tego wielomianu, tj. osi urojonej plaszczyzny zmiennej zespolone;j.

Przy badaniu D-stabilnosci wielomianu (9) stopnia naturalnego z wykorzystaniem metod
czgstotliwosciowych mozemy ograniczy¢ si¢ tylko do czesci tego obszaru lezacej w
polptaszczyznie ImA >0, ktorej brzeg ma opis parametryczny (14) przy ® €[0,0). Wynika
to z faktu, ze obszar D jest symetryczny wzgledem osi rzeczywiste;.
Uwzgledniajac prace [2] otrzymamy ponizsze kryteria stabilnosci.
Twierdzenie 2. Wiclomian utamkowy (8) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
Aarg w(jo)=nm/2, (15)
0<w<oo
gdzie w(jw) otrzymuje si¢ z wielomianu (8) stosujac w nim podstawienie s= jo, czyli
wykres funkcji w(jo) rozpoczyna si¢ na dodatniej potosi rzeczywistej dla @ =0 1 przy o
zmieniajacym si¢ od 0 do oo przebiega w kierunku matematycznie dodatnim, nie trafiajac
w poczatek ptaszczyzny zmiennej zespolonej, przez n éwiartek tej ptaszczyzny.

Dowdd. Poniewaz w((jo)%)=w(jo), warunek (15) jest warunkiem koniecznym i wystar-
czajacym D-stabilnosci wielomianu (9) [2]. Dowdd wynika zatem z lematu 2. B

Wykres funkcji w(jo), gdzie w(jm) =w(s) dla s= jo (w(s) ma posta¢ (8)) mozna nazwac
(poprzez analogi¢ do teorii stabilno$ci wielomiandw stopnia naturalnego) uogdlnionym
hodografem Michajtowa.

Twierdzenie 2 jest trudne w stosowaniu z tego powodu, ze wartosci bezwzgledne funkcji
w(jo) rosng bardzo szybko wraz ze wzrostem wartosci parametru ® €[0,%), tzn. wykres tej
funkcji bardzo szybko oddala si¢ od poczatku ukladu wspdtrzednych. W takiej sytuacji
okreslenie liczby okrazen punktu (0,0) przez ten wykres jest bardzo trudne.

Aby unikna¢ opisanej powyzej niedogodnosci zamiast wielomianu utamkowego (8) bedziemy
rozpatrywac funkcje

w(s)
wo(s)”

gdzie w(s) ma posta¢ (8) zas wy(s) jest wielomianem odniesienia utamkowego stopnia

y(s) = (16)

réwnego stopniowi wielomianu (8). Bedziemy zaktada¢, ze wielomian odniesienia wy(s) jest
stabilny, tj. spelnia warunek

wy(s)#0 dla Res=>0. (17)
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Wielomian odniesienia mozna wybra¢ np. w postaci
wy(s)=d(s+c)"", (18)
gdzie state c 1 d sa dodatnie.
Zauwazmy, ze dla ¢ >0 wielomian (18) jest stabilny, zgodnie z twierdzeniem 1.
Mozna w (18) np. przyja¢ d = a,, (a, jest wspdtczynnikiem wielomianu (8)) oraz ¢ = 1.
Twierdzenie 3. Wiclomian utamkowy (8) jest stabilny wtedy 1 tylko wtedy, gdy
Aarg y(jo)=0, (19)

® €(—00,00)

gdzie y(jo) =wy(s) dla s = jo.
Dowéd. Wielomian odniesienia wy(s) jest stabilny z zatozenia. Zatem zgodnie z zasada
argumentu (np. [10]) mamy

Aarg wy(jo) = arg wy(joo) — arg wy(—jo0) = 0. (20)

® €(—00,0)
Ze wzoru (16) wynika, ze dla s = jo zachodzi zaleznos¢

Aargy(jo)=Aargw(jo)— Aargwy(jo). (21)

Wielomian utamkowy (8) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy Aarg w(jo)=0, co
® €(—00,00)

zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy warunek (19) jest spetniony. B
Warunek (19) jest spelniony wtedy 1 tylko wtedy, gdy przy o zmieniajacym si¢ od —o0 do o
wykres funkcji y(jm) (ktory mozna nazwaé uogoélnionym zmodyfikowanym hodografem
Michajtowa) nie okraza poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej ani tez nie przechodzi
przez niego.

Jezeli wielomian odniesienia ma postac (18) przy d = a,,, to ze wzorow (8), (16) 1 (18) mamy

w(jo) 1 (j0) = w(j0) _ ag (22)

lim im) = lim = .
v(jo) w0 a ™

0>t o>t Wy (O
Z powyzszego i twierdzenia 3 wynika, ze wykres funkcji y(jo) przy © €(—o, o) okraza
poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej lub przechodzi przez niego, jezeli ay / a, < 0.
Stuszny jest wigc ponizszy lemat.
Lemat 3. Wielomian stopnia utamkowego (8) nie jest stabilny jezeli a, / a,, <0.
Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy warunek (19) nie jest spelniony, czyli wielomian utamkowy
(8) nie jest stabilny. W takim przypadku stuszne jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4. Wielomian utamkowy (8) ma k£ >0 zer w domknigtej prawej polptaszczyznie
ptaszczyzny Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy
Aarg y(jo)=k2m, (23)
® €(—00,00)
czyli przyrost argumentu y(j®) przy o zmieniajacym si¢ od —o0 do oo wynosi k27w, lub
rownowaznie, wykres funkcji y(jw), nie trafiajac w poczatek plaszczyzny zmiennej
zespolonej, okraza go k razy w kierunku matematycznie dodatnim przy o €(—o, ©).
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Dowod. Jezeli uktad ulamkowy (8) ma k>0 zer w domknigtej prawej polptaszczyznie
ptaszczyzny Riemanna, to zgodnie z zasada argumentu

Aarg w(jo)=k2m. (24)

® €(—00,0)
Wtedy ze wzordéw (20) 1 (21) wynika, ze warunek (23) jest spelniony. Jezeli za$ sa spetnione
warunki (24) 1 (20), to z (21) wynika (23).

4. PRZYKLAD

Nalezy zbada¢ stabilnos¢ uktadu utamkowego o wielomianie charakterystycznym [6]
w(s) =134.7955988s! /15 4+ 17.49138877s''15 +7.5619s"" +18.60416827s°°
+s%5 +13.68686363s>> +276.0731421s"3 +269.6615050s!/3
+218.5809037s%° +338.6269398s%'15 +7.32255!715 +55.92198403s!%'1
+139.1374509s'3/1° +14.792082465 +221.9590294.

25)

Przyjmujac oo =1/151 A =s% = V13 powyzszy wielomian napiszemy postaci
W) =22 +7.561902" +7.322501° +18.604168270 +55.92198403A1
+14.79208246)1° +17.49138877A1% +139.13745091!3 +134.79559881!!
+13.686863631° +338.62693982% +218.5809037A° +276.07314212°
+269.6615050%° +221.9590294.

Z twierdzenia 1 wynika, ze wielomian ulamkowy (25) jest stabilny (wszystkie jego zera maja
ujemne czesci rzeczywiste) wtedy i tylko wtedy, gdy stowarzyszony z nim wielomian stopnia
naturalnego (26) nie ma zer w stozku o kacie rozwarcia an = /15 =0.2094 rad.

20

-20

-40 i L i L i
0 20 40 60 80
Re

Rys. 2. Wykres funkcji (16) przy s = jo, ® €(—w, ), w(s) o postaci (25)
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Rozpatrzmy teraz wielomian ulamkowy (25) i stowarzyszony z nim wielomian stopnia
naturalnego (26) w przypadku, gdy wyraz wolny jest ze znakiem ujemnym, tj. wystepuje w
tych wielomianach wyraz -221.9590294 zamiast +221.9590294. W takim przypadku
ay / a, = ay <0 1zgodnie z lematem 3, uktad utamkowy nie jest stabilny.

Wykres funkcji (16) przy s=jo 1 wy(s)=(s+ 10)8/5 jest pokazany na rys. 3, przy czym

lim y(jo)=1, y(;j0)=-5.5754. Natomiast rozktad zer wielomianu stopnia naturalnego
®—>+00

(26) przy ujemnym wyrazie wolnym jest pokazany na rys. 4. Na tym rysunku jest tez
pokazany brzeg obszaru stabilnosci.

201

40 L L L L L L L L
100 Re 80

Rys. 3. Wykres funkcji (16) przy s = jo, ® €(—o, o), w(s) o postaci (25)
0 ujemnym wyrazie wolnym

Rys. 4. Rozktad zer (*) wielomianu (26) przy ujemnym wyrazie wolnym
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Z rys. 4 wynika, ze w rozpatrywanym przypadku wielomian naturalnego stopnia ma jedno
zero poza obszarem stabilnosci, co oznacza ze wielomian ulamkowego stopnia ma tez jedno
zero o dodatniej czgsci rzeczywistej. Natomiast z rys. 3 wynika, ze wykres funkcji y(jo)
jeden raz obejmuje w kierunku dodatnim poczatek plaszczyzny zmiennej zespolone;.
Potwierdza to fakt, ze rozpatrywany wielomian utamkowego stopnia ma jedno zero o
dodatniej czg$ci rzeczywistej, zgodnie z twierdzeniem 4.

5. UWAGI KONCOWE

W  pracy podano nowe czestotliwosciowe warunki konieczne i wystarczajace stabilnosci
linlowych ciagltych ukladéw utamkowych rzgdu wspdimiernego. Sa one jest uogdlnieniem
kryterium Michajlowa oraz zmodyfikowanego kryterium Michajtowa, znanych z teorii
stabilnosci liniowych uktadéw rzedu naturalnego.

Rozszerzenie tych warunkéw na klase¢ ciaglych uktadéw ulamkowych rzedu
niewspdétmiernego jest podane w pracy [4] za$ w pracy [3] jest podane rozszerzenie na klasg
dyskretnych uktadéw utamkowych rzedu wspdimiernego.

% sk

Praca naukowa finansowana ze srodkow Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego w
latach 2007-2010 jako projekt badawczy nr N N514 1939 33.

LITERATURA

1. Ahn H-S., Chen Y-Q., Podlubny I.: Robust stability checking of a class linear interval
fractional order linear systems using Lyapunov inequality, Proc. of the 2nd IFAC
Workshop on Fractional Differentiation and its Applications, 2006, Porto, Portugal.

2. Bustowicz M.: Stabilno$¢ uktadow liniowych stacjonarnych o niepewnych parametrach.
Dziat Wyd. i1 Poligrafii Politechniki Bialostockiej, Biatystok 1997.

3. Buslowicz M.: Stability of linear fractional discrete-time systems of commensurate order
(W przygotowaniu).

4. Buslowicz M.: Frequency domain method for stability analysis of linear continuous-time
fractional systems, praca zgtoszona na Krajowa Konferencje Automatyki, Szczyrk 2008.

5. Chen Y.-Q., Ahn H.-S., Podlubny I.: Robust stability check of fractional order linear time
invariant systems with interval uncertainties, Signal Processing, 2006, vol. 86, pp. 2611-
2618.

6. Gatkowski K., Bachelier O., Kummert A.: Fractional polynomial and nD systems a
continuous case, Proc. of IEEE Conference on Decision & Control, 2006, San Diego,

7. H%ng C., Cheng Y-Q.: A numerical method for stability testing of fractional delay
systems, Automatica, 2006, vol. 42, pp. 825-831.

8. Kaczorek T.: Reachability and controllability to zero of positive fractional discrete-time
systems, Machine Intelligence and Robotic Control, 2007, vol. 6, No. 4.

9. Kaczorek T.: Teoria uktadéw regulacji automatycznej, WNT Warszawa 1974.
10. Leja F.: Funkcje zespolone. PWN Warszawa 1976.

483



484

Pomiary Automatyka Robotyka 2/2008

11.Ma C.: Fractional order control and its applications in motion control, PhD Dissertation,
Department of Electrical Engineering, University of Tokyo, 2004.

12. Matignon D.: Stability results on fractional differential equation with applications to
control processing, Proc. of IMACS, 1996, Lille, France.

13. Matignon D.: Stability properties for generalized fractional differential systems, Proc. of
ESAIM, 1998, pp.145-158.

14. Ortigueira M. D.: Introduction to fractional linear systems. Part 1: Continuous-time case,
IEE Proc - Vis. Image Singnal Process, 2000, vol. 147, No.1, pp. 62-70.

15. Ortigueira M. D.: Introduction to fractional linear systems. Part 2: Discrete-time systems,
IEE Proc - Vis. Image Singnal Process, 2000, vol. 147, No.1, pp. 71-78.

16. Petras 1., Chen Y.-Q., Vinagre B. M.: A robust stability test procedure for a class of
uncertain LTI fractional order systems, Proc. Int. Carpatian Control Conf. ICCC'2002,
2002, Malenovice, Czech Republic, pp. 247-252.

17. Sierociuk D., Dzielinski A.: Fractional Kalman filter algorithm for the states, parameters
and order of fractional system estimation. Int. J. Appl. Math. Comp. Sci., 2006, vol. 16,
No. 1, pp. 129-140.

18. Sierociuk D.: Estimation and control of discrete dynamical systems of fractional order in
state space, PhD Dissertation, Faculty of Electrical Engineering, Warsaw University of
Technology, 2007 (in Polish).

19. Valerio D.: Fractional Robust Systems Control, PhD Dissertation, Techn. Univ. of
Lisbona, 2005.

20. Vinagre B. M., Monje C. A., Calderon A .J.: Fractional order systems and fractional order
control actions. Lecture 3 of IEEE CDC’02 TW#2: Fractional Calculus Applications in
Automatic Control and Robotics, 2002, Las Vegas.

21. Wright W.C., Kerlin T.W.: An efficient computer oriented method for stability analysis of
large multivariable systems, Trans. ASME Journal Basic Eng., 1970, vol. 92, No. 2,
pp- 279-286.



