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STABILIZACJA UK�ADÓW INERCYJNYCH 
U�AMKOWEGO RZ�DU Z OPÓ�NIENIEM

ZA POMOC� U�AMKOWEGO REGULATORA PI 
W pracy rozpatrzono problem stabilizacji za pomoc� u�amkowego regulatora PI 
uk�adów inercyjnych u�amkowego rz�du z opó�nieniem. Podano proste kompute-
rowe metody wyznaczania obszarów stabilno�ci na p�aszczy�nie parametrów roz-
patrywanego regulatora. Proponowane metody bazuj� na klasycznej metodzie 
podzia�u D przestrzeni wspó�czynników quasi-wielomianów charakterystycznych.

STABILIZATION OF INERTIAL PLANTS OF FRACTIONAL ORDER 
WITH DELAY USING FRACTIONAL PI CONTROLLERS 

The paper presents the problem of stabilizing of inertial plants with time delay us-
ing a fractional-order PI controller. Using the classical D-partition method,  
a simple and efficient computational method for determining stability regions in 
the controller parameters space are given.

1. WST�P
W ostatnich latach obserwuje si� wzrost zainteresowania uk�adami dynamicznymi opisanymi 
u�amkowymi równaniami ró�niczko-ca�kowymi, np. [8, 16]. Teoria uk�adów u�amkowych 
znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach in�ynierii, np. [6, 9]. 
Regulator PID u�amkowego rz�du PI�D� zosta� zaproponowany w pracy [10]. W regulatorze 
tym rz�d ca�kowania � oraz ró�niczkowania � s� w ogólnym przypadku dowolnymi nieujem-
nymi liczbami rzeczywistymi. Problem doboru nastaw regulatorów u�amkowego rz�du dla 
obiektów regulacji bez opó�nienia transportowego rozpatrywany by� miedzy innymi w pra-
cach [4, 7, 10, 17]. Wykazano tam, �e zastosowanie regulatora u�amkowego PI�D� o pi�ciu
stopniach swobody poprawia wska�niki jako�ci regulacji. Badania przeprowadzono dla 
modeli obiektów regulacji ca�kowitego i u�amkowego rz�du. W pracy [5] rozpatrzono 
problem stabilno�ci uk�adów regulacji z�o�onych z u�amkowego regulatora i obiektów 
u�amkowego rz�du z opó�nieniem. 
Literatura na temat syntezy parametrycznej regulatorów PID ca�kowitego rz�du jest do�� ob-
szerna, np. [1, 14, 15]. W pracach tych przedstawiono metody wyznaczania zbiorów warto�ci
parametrów regulatora, dla których rozpatrywane uk�ady regulacji s� asymptotycznie stabilne. 
Stabilno�� asymptotyczna oraz D-stabilno�� uk�adów regulacji z regulatorami PI oraz PID 
analizowana by�a w pracach [2, 11-13]. Wykorzystuj�c metod� podzia�u D podano w nich 
komputerowe metody wyznaczania obszarów asymptotycznej stabilno�ci i D-stabilno�ci
w przestrzeni parametrów regulatora i obiektów z opó�nieniem. 
W niniejszej pracy rozpatrzony zostanie problem badania stabilno�ci uk�adów regulacji auto-
matycznej z�o�onych z u�amkowego regulatora PI i obiektu inercyjnego u�amkowego rz�du
z opó�nieniem. Zostan� podane komputerowe metody wyznaczania obszarów stabilno�ci
w przestrzeni parametrów regulatora PI�. Proponowane metody oparte s� na klasycznej meto-
dzie podzia�u D oraz podej�ciu zaprezentowanym w pracach [2, 11]. 
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2. SFORMU�OWANIE ZAGADNIENIA 
Dany jest obiekt dynamiczny opisany transmitancj� operatorow�
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gdzie � jest dodatni� liczb� rzeczywist�. B�dziemy przyjmowa�, �e ].1,0(	�  Przy 1��
transmitancja (1) opisuje cz�on inercyjny pierwszego rz�du z opó�nieniem.  
W przypadku uk�adów u�amkowego rz�du rozpatrujemy stabilno�� w sensie ograniczone wej-
�cie-ograniczone wyj�cie, któr� dalej b�dziemy krótko nazywa� stabilno�ci�, np. [3].
Je�eli ,0�T  to obiekt (1) jest stabilny, natomiast dla obiektów niestabilnych b�dziemy 
przyjmowa� .0
T
We�my pod uwag� uk�ad regulacji automatycznej z�o�ony z obiektu (1) i szeregowego u�am-
kowego regulatora PI o transmitancji 
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gdzie � jest u�amkowym rz�dem cz��ci ca�kuj�cej regulatora. W przypadku ogólnym � jest 
dodatni� liczb� rzeczywist�. Przyjmuj�c 1��  otrzymamy transmitancj� operatorow� kla-
sycznego regulatora PI. 
Rozpatrywany uk�ad regulacji automatycznej jest stabilny, gdy jego quasi-wielomian charak-
terystyczny u�amkowego stopnia 
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jest stabilny, tzn. wszystkie jego zera maj� ujemne cz��ci rzeczywiste [5]. 
W przypadku ogólnym quasi-wielomian ma niesko�czenie wiele zer i nie istniej� ogólne me-
tody analityczne s�u��ce do badania jego stabilno�ci. Analityczne kryteria s� spotykane tylko 
w pewnych przypadkach szczególnych. Badanie stabilno�ci quasi-wielomianów zazwyczaj 
jest dokonywane metodami graficznymi, np. kryterium Michaj�owa. Ponadto quasi-wielomian 
(3) jest quasi-wielomianem u�amkowego stopnia, co jeszcze bardziej komplikuje problem 
badanie jego stabilno�ci. Przy ustalonej transmitancji obiektu (1) stabilno�� quasi-wielomianu 
(3) zale�y od warto�ci parametrów regulatora kp, ki oraz �.
Celem niniejszej pracy jest przedstawienie metody wyznaczania obszarów stabilno�ci
w przestrzeni parametrów regulatora ),,( ip kk  przy ustalonym �. Ka�demu punktowi 
z wyznaczonego obszaru odpowiada stabilny uk�ad regulacji.

3. G�ÓWNY REZULTAT
Korzystaj�c z faktu, �e zera quasi-wielomianu s� ci�g�ymi funkcjami warto�ci parametrów 
regulatora, p�aszczyzn� ),( ip kk  mo�na podzieli� na obszary D(k) o sko�czonej liczbie zer 
quasi-wielomianu (3) o dodatniej cz��ci rzeczywistej. Dowolny punkt w D(k) odpowiada ta-
kim warto�ciom ,pk  ,ik  dla których quasi-wielomian (3) ma dok�adnie k zer o dodatniej cz�-
�ci rzeczywistej. Obszar D(0) jest obszarem stabilno�ci. Granice stabilno�ci, zwane granicami 
podzia�u D, s� liniami krzywymi na p�aszczy�nie ).,( ip kk  Dowolnemu punktowi na granicy 
podzia�u D odpowiada quasi-wielomian (3) który ma przynajmniej jedno zero na osi urojonej. 
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Mo�e to by� zero rzeczywiste lub para zer urojonych sprz��onych, otrzymamy wtedy odpo-
wiednio granice zer rzeczywistych lub zer zespolonych. Dowolnemu punktowi na granicy zer 
rzeczywistych odpowiada quasi-wielomian (3), który ma zero .0�s 	atwo zauwa�y�, �e na 
p�aszczy�nie ),( ip kk  granic� zer rzeczywistych quasi-wielomianu (3) jest linia prosta .0�ik
Granic� zer zespolonych wyznacza si� rozwi�zuj�c wzgl�dem pk  i ik  równanie

,0)]()(1[)exp(])([ ����� ��� ���� jjThjkjkK ip   (4) 

które otrzymuje si� przyrównuj�c do zera quasi-wielomian (3) przy .�js �  Wyra�enie ,�j
gdzie � jest u�amkiem, mo�na wyrazi� jako 
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Równanie zespolone (4) jest spe�nione, gdy odpowiednio jego cz��ci rzeczywiste i urojone s�
równe 0, tj. 
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Rozwi�zuj�c równania (6) wzgl�dem pk  i ik  odpowiednio otrzymamy 
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Linia krzywa o opisie parametrycznym (7), wyznaczona w funkcji parametru ,�  okre�la na 
p�aszczy�nie ),( ip kk  granic� zer zespolonych quasi-wielomianu (3). Linia prosta 0�ik  oraz 
linia krzywa (7) dziel� p�aszczyzn� ),( ip kk  na obszary D(k).  Je�eli obszar D(0) istnieje (nie 
jest pusty), to jest on obszarem stabilno�ci rozpatrywanego uk�adu regulacji automatycznej. 
W celu sprawdzenia, czy dany obszar jest obszarem stabilno�ci nale�y zbada� stabilno�� qu-
asi-wielomianu (3) dla jednego punktu z tego obszaru, stosuj�c np. kryterium Michaj�owa [3].
Przyjmuj�c 1��  oraz 1��  w (7) otrzymamy opis parametryczny granicy zer zespolonych 
dla przypadku obiektu i regulatora ca�kowitego rz�du. Stabilno�� rozpatrywanego uk�adu re-
gulacji przeanalizujemy dla czterech przypadków: 1) obiekt i regulator ca�kowitego rz�du, 2) 
obiekt u�amkowego rz�du, regulator ca�kowitego rz�du, 3) obiekt ca�kowitego rz�du, regula-
tor u�amkowego rz�du, 4) obiekt i regulator u�amkowego rz�du. Przyjmijmy warto�ci parame-
trów obiektu (1) jako ,1�K  ,5.0�h  2�T .

Obszar stabilno�ci rozpatrywanego uk�adu w przypadku 1 jest pokazany na rys. 1. Dowolny 
punkt le��cy wewn�trz tego obszaru okre�la parametry regulatora PI, zapewniaj�ce asympto-
tyczn� stabilno�� uk�adu regulacji automatycznej. 
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Rys. 1. Obszar stabilno�ci quasi-wielomianu (3) w przypadku 1 

Obszary stabilno�ci quasi-wielomianu (3) w przypadku obiektu u�amkowego rz�du i regulato-
ra ca�kowitego rz�du pokazane s� na rys. 2. Obszary stabilno�ci zosta�y wyznaczone dla kilku 
warto�ci ,�  przy .1��  Z rys. 2 wynika, �e zmniejszanie warto�ci �  powoduje zwi�kszenie
zakresu ik  i zmniejszenie zakresu .pk
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Rys. 2. Obszary stabilno�ci quasi-wielomianu (3) przy .1��
Na rys. 3 przedstawione s� obszary stabilno�ci quasi-wielomianu (3) wyznaczone dla przy-
padku 3 (obiekt ca�kowitego rz�du, regulator u�amkowego rz�du).
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Rys. 3. Obszary stabilno�ci quasi-wielomianu (3) przy .1��

Obszary stabilno�ci quasi-wielomianu (3) w przypadku obiektu i regulatora u�amkowego rz�-
du pokazane s� na rys. 4 i rys. 5. Obszary stabilno�ci zosta�y wyznaczone dla kilku warto�ci
�  przy 8.0��  (rys. 4) oraz dla kilku warto�ci �  przy 6.0��  (rys. 5). 
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Rys. 4. Obszary stabilno�ci quasi-wielomianu (3), .8.0��
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Rys. 5. Obszary stabilno�ci quasi-wielomianu (3) przy 6.0��

Obszary stabilno�ci przedstawione na rys. 5 s� podobne do pokazanych na rys. 3, ró�ni� si�
skal�. Z rysunków tych wynika, �e przy u�amkowym rz�dzie � obiektu obszary stabilno�ci s�
wi�ksze.
Dla obiektu niestabilnego przyjmijmy .2��T  Na rys. 6 i rys. 7 przedstawione s� obszary 
stabilno�ci quasi-wielomianu (3) wyznaczone dla przypadku 4 (obiekt i regulator u�amkowe-
go rz�du). Z rysunków wynika, �e kszta�t obszarów stabilno�ci jest taki sam jak dla obiektów 
stabilnych 0�T  (rys. 4, 5), ró�ni� si� one tylko po�o�eniem na p�aszczy�nie ).,( ip kk
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Rys. 6. Obszary stabilno�ci quasi-wielomianu (3), ,2��T 8.0��
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Rys. 7. Obszary stabilno�ci quasi-wielomianu (3), ,2��T 6.0��

4. UWAGI KO�COWE

W pracy rozpatrzono problem badania stabilno�ci uk�adów regulacji automatycznej z�o�o-
nych z u�amkowego regulatora PI i obiektu inercyjnego u�amkowego rz�du z opó�nieniem. 
Wykorzystuj�c metod� podzia�u D podano komputerow� metod� wyznaczania obszarów sta-
bilno�ci w przestrzeni parametrów u�amkowego regulatora PI. Dowolny punkt z wyznaczo-
nego obszaru odpowiada takim warto�ciom parametrów regulatora, dla których uk�ad regula-
cji jest stabilny, tj. jego bieguny le�� w otwartej lewej pó�p�aszczy�nie. Rozpatrzono cztery 
przypadki: 1) obiekt i regulator ca�kowitego rz�du, 2) obiekt u�amkowego rz�du, regulator 
ca�kowitego rz�du, 3) obiekt ca�kowitego rz�du, regulator u�amkowego rz�du, 4) obiekt i re-
gulator u�amkowego rz�du. Zastosowanie regulatora PI� pozwala na zwi�kszenie obszarów 
stabilno�ci poprzez odpowiedni dobór u�amkowego rz�du � cz��ci ca�kuj�cej regulatora. 
Zaprezentowane podej�cie mo�na wykorzysta� do wyznaczania obszarów stabilno�ci rozpa-
trywanego uk�adu regulacji z u�amkowym regulatorem PID. 

Prac� wykonano w ramach projektu badawczego promotorskiego N514 019 32/3065 oraz 
projektu badawczego N N514 1939 33, finansowanych przez Ministerstwo Nauki i Szkolnic-
twa Wy�szego.
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