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STEROWALNO�� Z�O�ONYCH LINIOWYCH
DODATNICH UK�ADÓW DYSKRETNYCH

Z OPÓ�NIENIAMI
W pracy rozpatrzono problem sterowalno�ci dodatniego uk�adu dyskretnego 
 z wieloma opó�nieniami zmiennych stanu b�d�cego szeregowym po��czeniem
dwóch dodatnich uk�adów dyskretnych. Dla tego uk�adu podano warunki 
konieczne i wystarczaj�ce sterowalno�ci oraz zaproponowano metod�
wyznaczania nieujemnego sterowania, które przeprowadza  uk�ad z dowolnego 
nieujemnego stanu pocz�tkowego do zadanego nieujemnego stanu ko�cowego.
Rozwa�ania zilustrowano przyk�adem liczbowym.

CONTROLLABILITY OF COMPOSITE LINEAR POSITIVE 
DISCRETE-TIME SYSTEMS WITH DELAYS 

The problem of controllability of composite (connected in series) linear positive 
discrete-time system with delays in state is considered. Necessary and sufficient 
conditions for controllability of composite systems  are established. A method for 
computing the control sequence which transfers the system from nonzero initial 
state to the desired nonnegative final state is given. Considerations are illustrated 
by numerical example. 

1. WST�P

Uk�ad dynamiczny nazywa si� sterowalnym wzgl�dem stanu lub sterowalnym wzgl�dem 
wyj�cia, je�eli istnieje takie sterowanie (ze zbioru sterowa� dopuszczalnych), które 
przeprowadza ten uk�ad w sko�czonym czasie ze stanu okre�lonego przez warunki 
pocz�tkowe do zadanego stanu ko�cowego lub do zadanego ko�cowego wyj�cia. W 
przypadku standardowego, sterowalnego uk�adu dynamicznego ca�a przestrze� stanów tworzy 
zbiór stanów sterowalnych (osi�galnych). W uk�adach dodatnich zbiór tych stanów jest 
ograniczony do dodatniej (pierwszej) �wiartki przestrzeni ,n� tj. ,n

��  gdzie n jest wymiarem 
tej przestrzeni. Ten fakt powoduje, �e wiele rezultatów znanych z teorii uk�adów
standardowych (niedodatnich), np. z zakresu kryteriów sterowalno�ci (osi�galno�ci),
obserwowalno�ci czy stabilizacji nie mo�e by� bezpo�rednio zastosowanych do uk�adów
dodatnich.
Problem sterowalno�ci (chwilowej) z�o�onych uk�adów standardowych dyskretnych i 
ci�g�ych by� rozpatrywany np. w monografiach [5, 10] a tak�e w pracach [3, 4, 9]. 
Sterowalno�� dyskretnego uk�adu dodatniego z opó�nieniami by�a tematem prac [12, 13].   
W niniejszej pracy, na przyk�adzie dodatnich uk�adów po��czonych szeregowo, zostan�
podane warunki konieczne i wystarczaj�ce sterowalno�ci uk�adu zast�pczego. Zostanie 
wykazane, �e sterowalno�� uk�adów sk�adowych jest warunkiem wystarczaj�cym do 
sterowalno�ci uk�adu z�o�onego i do istnienia nieujemnego sterowania, za pomoc� którego 
mo�na osi�gn�� zadany nieujemny stan ko�cowy.
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2. SFORMU�OWANIE POBLEMU 

Przyjmijmy nast�puj�ce oznaczenia: mn�� - zbiór macierzy o wymiarach mn�  o elementach 
rzeczywistych ( 1���� nn ), mn�

�� - zbiór macierzy o wymiarach mn�  o elementach 
rzeczywistych nieujemnych ( 1�

�� ��� nn ), �Z - zbiór liczb ca�kowitych dodatnich. 

We�my pod uwag� dwa uk�ady dodatnie dyskretne z wieloma opó�nieniami zmiennych stanu, 
po��czone jak na poni�szym rysunku [6] 

Rys 1. Po��czenie dwóch uk�adów dodatnich S1 i S2, a) szeregowe, b) równoleg�e,
c) ze sprz��eniem zwrotnym 

Za�ó�my, �e liczba opó�nie� zmiennych stanu w uk�adach  S1 i S2 jest taka sama i równa h.
Ka�dy z uk�adów (S1, S2) jest opisany równaniem stanu i równaniem wyj�cia w postaci [7] 
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�	 po��czenie szeregowe 
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�	 po��czenie równoleg�e
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�	 po��czenie ze sprz��eniem zwrotnym 
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W równaniach (10), (11) uk�adu zast�pczego w po��czeniu ze sprz��eniem zwrotnym 
przyj�to, �e ,0,0 21 �� DD 021 �CB (warunek dodatnio�ci) [6, 7] .
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Definicja 1. Dowolny stan n
ix 2

���  nazywamy stanem (chwilowym) uk�adu dodatniego (3) 
w dyskretnej chwili i.

Definicja 2. Uk�ad dodatni (3) nazywamy sterowalnym 
a) w N krokach, je�eli dla dowolnych nieujemnych warunków pocz�tkowych ,2n

ix �� ��

hi ,...,1,0�   i dowolnego nieujemnego stanu ko�cowego n
fx ��� , istnieje ci�g sterowa�

,m
iu ���  ,1,...,1,0 �� Ni  który przeprowadza ten uk�adu z warunków pocz�tkowych  do 

stanu ,fx

b) je�eli dla dowolnych nieujemnych warunków pocz�tkowych ,2n
ix �� �� hi ,...,1,0�

i zadanego stanu ko�cowego n
fx ���  istnieje liczba naturalna ��ZN  i ci�g sterowa�

,u m
i ���  1,...,1,0 �� Ni  taki, �e uk�ad ten jest sterowalny w N krokach. 

Definicja 3. Uk�ad dodatni (3) nazywamy sterowalnym do zera  
a) w N krokach, je�eli dla dowolnych nieujemnych warunków pocz�tkowych ,2n

ix �� ��

hi ,..,1,0�   i stanu ko�cowego 0�fx  istnieje ci�g sterowa� ,m
iu ���  ,1,...,1,0 �� Ni

który przeprowadza ten uk�ad ze stanu pocz�tkowego do zera ( 0�fx ),

b) je�eli dla dowolnych niezerowych warunków pocz�tkowych ,2n
ix �� �� hi ,...,1,0�

i stanu ko�cowego 0�fx  istnieje liczba naturalna �� ZN  i ci�g sterowa� ,m
iu ���

1,...,1,0 �� Ni  taki, �e uk�ad ten jest sterowalny do zera w N  krokach. 

Celem niniejszej pracy jest podanie warunków sterowalno�ci (chwilowej) zast�pczego
uk�adu dodatniego (3) powsta�ego z szeregowego po��czenia jak na rys. 1a dwóch uk�adów
dodatnich z opó�nieniami zmiennych stanu. Analiza sterowalno�ci uk�adu zast�pczego
powsta�ego z po��czenia równoleg�ego oraz po��czenia ze sprz��eniem zwrotnym  mo�e by�
przeprowadzona w drodze uogólnienia. 

3. G�ÓWNY REZULTAT 

Rozwi�zanie równania stanu dodatniego uk�adu dyskretnego (1) (bez uwzgl�dnienia górnego 
indeksu k), dla  m

iu ��� , �� Zi  oraz warunków pocz�tkowych (2) jest nieujemne i ma posta�
[1]
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Podstawiaj�c Ni �  oraz 0�� fN xx  do wzoru (13) otrzymamy 
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Warunkiem koniecznym (lecz nie wystarczaj�cym) sterowalno�ci zast�pczego uk�adu
standardowego (niedodatniego) przy po��czeniu szeregowym (tak�e równoleg�ym i ze 
sprz��eniem) jest sterowalno�� uk�adów sk�adowych S1 i S2 np. [9]. Poni�ej poka�emy, �e w 
przypadku uk�adu dodatniego, warunek ten jest tak�e warunkiem wystarczaj�cym.  

We�my pod uwag� uk�ad bez opó�nie�, równowa�ny do uk�adu zast�pczego (3) w po��czeniu
szeregowym (rys. 1a), opisany poni�szym równaniem stanu  
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Macierze BAAA h ,,...,, 10  tworz�ce struktur� A~  i B~  maj� posta� (6). 

Twierdzenie 1. Uk�ad dodatni (19) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy s� spe�nione
jednocze�nie poni�sze warunki 
i) uk�ady S1 i S2 s� osi�galne, tzn. istnieje taka liczba naturalna �� ZN , dla której macierz 

osi�galno�ci NR  (18) tych uk�adów zawiera nieosobliw� macierz monomialn�
nn

NR �
��� (tylko jeden element w ka�dym wierszu i w ka�dej kolumnie jest dodatni, 

pozosta�e s� równe zero) utworzon� z n kolumn monomialnych  macierzy NR ,
ii) uk�ady S1 i S2 s� sterowalne do zera, tzn. macierz 



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2008

498

2,1,)1(,

000

000
000

1,10

�����














�

�














�

�

� �
�

�

knhn

I

I
I

AAAA

A nn

n

n

n

khhkkk

Sk

�
�����

�
�
�

         (22) 

       dla poszczególnych poduk�adów jest nilpotentna, gdzie ,nn
kjA �

��� 2,1�k , ,,...,1,0 hj �
       s� to macierze wyst�puj�ce w  równaniu stanu (1),
iii) macierz A~  (20) jest nilpotentna. 

Dowód. Dowód dla warunku i) jest podobny do podanego w pracach [2, 8] natomiast dla 
warunku ii) jest podobny do podanego w [12, 13]. Poni�ej wyka�emy, �e warunek ii) 
implikuje warunek iii). 
Je�eli uk�ad dodatni jest sterowalny do zera to macierz stanu uk�adu równowa�nego do tego 
uk�adu jest nilpotentna, tzn. 0��A  ale ,01 ���A  gdzie�  jest indeksem nilpotentno�ci tej 
macierzy [12, 13]. Z teorii macierzy wiadomo, �e macierz nilpotentna ma zerowe warto�ci
w�asne, tzn. widmo �  (zbiór warto�ci w�asnych) tej macierzy jest zerowe, tj. 0)( �A�  [11]. 
	atwo mo�na pokaza�, �e ka�da macierz o strukturze górno lub dolno trójk�tnej z zerowymi 
elementami na g�ównej przek�tnej jest zawsze macierz� nilpotentn� o indeksie nilpotento�ci
równym rozmiarowi tej macierzy, np. 
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gdzie )(�  s� dowolnymi, nieujemnymi elementami.  
We�my pod uwag� macierz A~  (20) uk�adu równowa�nego do uk�adu (3). Z powy�szego
wynika, �e macierz ta b�dzie macierz� nilpotent� wtedy, gdy ,00 �A ,01 �A ..., 0�hA .

Wykorzystuj�c postaci (6) tych macierzy mo�emy pierwszy wiersz 1
~w  macierzy A~  zapisa� w 

poni�szej formie  
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Ze struktury (24) wynika, �e macierz A~  (20) mo�e by� nilpotentna wtedy, gdy poszczególne 
macierze ,kjA  ,2,1�k hj ,...,1,0�  le��ce na diagonali w hAAA ,...,, 10  s� nilpotentne. 
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Macierz 12CB  nie musi spe�nia� tego warunku, gdy� A~  w tym przypadku przyjmie posta�
podobn� do nilpotentnej macierzy (23b). Spe�nienie warunku iii) o nilpotentno�ci A~  (20) 
wynika wi�c z faktu, �e macierz poduk�adu S1 oraz S2 o postaci (22) musi by� macierz�
nilpotent�. Wówczas uk�ady te s� sterowalne do zera [12, 13]. Je�eli uk�ady sk�adowe s�
sterowalne do zera to uk�ad (19) jest tak�e sterowalny do zera, za� macierz A~  (20) jest 
nilpotentna. 


Twierdzenie 2. Uk�ad dodatni (19) jest sterowalny do zera w N krokach wtedy i tylko wtedy, 
gdy
                                                                    ,0�NP                                                              (25) 

gdzie NP  ma posta� (17). 

Dowód. Je�eli uk�ad dodatni (19) jest sterowalny do zera (stan ko�cowy 0�� fN xx ) to 
równo�� (16) w tym przypadku ma posta�

                                                               .0 0
N

NN uRP ��                                                      (26) 

Poniewa� w uk�adzie zast�pczym ,2 Nmn
NR �

���
NmNu ���0 oraz nx

~
0

~
���  wi�c równo�� (26) 

mo�e by� spe�niona wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek (25). Wykorzystuj�c
rezultaty podane w pracy [12] bazuj�ce na [2, 8] mo�na stwierdzi�, �e warunek (25) b�dzie
spe�niony wtedy i tylko wtedy, gdy

                                          0)(,...,0)(,0)( 1 ������� hAhNANN .                            (27) 

gdzie hAA ,...,1  maj� posta� (6a), za� macierz )(i�  jest dana wzorem (14). 


Wniosek. Uk�ad zast�pczy (3) jest sterowalny do zera w ��N  krokach wtedy, gdy macierz 
A~  tego uk�adu o postaci (20) jest nilpotentna (zerowe warto�ci w�asne) z indeksem 
nilpotentno�ci .�

Twierdzenie 3. Je�eli uk�ad zast�pczy (3) jest osi�galny, tzn. rz�d nRN 2� , gdzie macierz 
osi�galno�ci Nmn

NR �
���
2  tego uk�adu ma posta� (18) przy macierzach (6) oraz 

nNmT
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T
N RRR 21][ �

�
� ��  to nieujemny ci�g sterowa� przeprowadzaj�cy ten uk�ad z dowolnych 

nieujemnych warunków pocz�tkowych do zadanego nieujemnego stanu ko�cowego fN xx �
mo�na wyznacza� ze wzoru 
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Dowód. Je�eli istnieje takie N, �e rz�d nRN 2�  to 0][det 1 ��T
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Z przedstawionych rozwa�a� wynika, �e je�eli ��N  to równo�� (26) jest spe�niona, gdy 
zachodzi (27). Ten fakt powoduje, �e sk�adnik 0���NP , wi�c warunki pocz�tkowe uk�adu

nie wp�ywaj� na sterowanie (28), które mo�na zredukowa� do postaci: f
T
NN

T
N

N xRRRu 1
0 ][ �� .

Jest to wówczas równowa�ne z warunkiem osi�galno�ci. W ogólnym przypadku mamy 
.��N  W pewnych przypadkach dla ��N  sk�adnik NP  (17) mo�e by� ró�ny od zera i 

tak�e mo�e istnie� nieujemna sekwencja Nu0 . Z celu sterowania wynika, �e chcemy osi�gn��
zadany, nieujemny stan ko�cowy przy nieujemnym sterowaniu. Wybór liczby kroków N, w 
których uk�ad zast�pczy jest sterowalny mo�na w takim przypadku zredukowa� do liczby 

��N , dla której otrzymamy .0
NmNu ���

4. PRZYK�AD

Nale�y zbada� sterowalno�� uk�adu zast�pczego przy po��czeniu szeregowym (rys. 1a) 
uk�adów z dwoma opó�nieniami ( 2�h ) o macierzach  
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i warunkach pocz�tkowych
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Sprawdzimy na pocz�tku warunki i) oraz ii) twierdzenia 1 dla poszczególnych uk�adów
sk�adowych. Macierz (22) ma posta�
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Dokonuj�c niezb�dnych podstawie� mo�na sprawdzi�, �e macierze (31) s� nilpotentne z 
indeksem nilpotentno�ci ,6��  tzn. .0,0 66

21
�� SS AA  Dla 6�� �N  macierz osi�galno�ci

6RRN �  ka�dego poduk�adu, wyznaczona ze wzoru (18) ma 3�n  kolumny monomialne, za�
.][ 3121

666
�

�
� ��TT RRR  Jest zatem spe�niony warunek i) oraz ii) twierdzenia 1. 	atwo mo�na

sprawdzi�, �e jest tak�e spe�niony warunek iii) tego twierdzenia, poniewa� macierz uk�adu
zast�pczego (20) jest macierz� nilpotentn� z indeksem nilpotentno�ci ,10��  tzn. .0~10 �A
Uk�ad zast�pczy jest zatem sterowalny do zera w 10�N  krokach. 	atwo mo�na sprawdzi�,
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�e dla 10�N  jest spe�niony warunek (27) i w konsekwencji warunek (25) twierdzenia 2, 
gdy� sk�adnik 10PPN �  wyznaczony ze wzoru (17) jest równy 

� � ,0)9()8()9()10( 2
2

1
2

22
1

1
1

212
0

1
0

10 �

�

�


�

�
��


�

�


�

�
����


�

�


�

�
��

�

�

�

�

x
x

A
x
x

AA
x
x

P               (32) 

gdzie 21, AA  maj� posta� (6) przy zadanych macierzach (29) za� )10(),9(),8( ���
wyznaczamy ze wzoru (14). Dla 10�N  sterowanie (28) nie zale�y od warunków 
pocz�tkowych (30). Sprawd�my osi�galno�� uk�adu zast�pczego przyjmuj�c mniejsz� liczb�
kroków N ni� 10, np. równ� 4. Dla 4�N  macierz NR  (18) uk�adu zast�pczego ma posta�
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gdzie B jest dana wzorem (6) przy macierzach (29) za� )1(),2(),3( ���  wyznaczamy z (14). 
Warunek osi�galno�ci dla uk�adu zast�pczego przy 4�N  jest spe�niony, poniewa� macierz 
(33) ma 62 �n kolumn monomialnych. Obliczaj�c 4PPN �  ze wzoru (17) a nast�pnie
wyznaczaj�c ci�g sterowa� Nu0 (28), który przeprowadza uk�ad zast�pczy o macierzach (29) 
ze stanu okre�lonego przez warunki (30) do stanu ko�cowego T

fx ]7105648[�  w 
4�N  krokach, otrzymujemy 

                                  .]0.82.10.40.300.44.20[4
00

TN uu ��                          (34) 

Mo�na �atwo sprawdzi�, �e macierze ,kjA  ,2,1�k hj ,...,1,0�  (29) s� nilpotentne. Natomiast 
zmiana elementów, np. macierzy 21A  z postaci (29) na
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21A ,                                                     (35) 

powoduje, �e ci�g sterowa� (28) dla 4�N  z t� macierz� ma ujemne sk�adowe, tj.

Tu ]0.82.10.40.500.114.25.5[4
0 ���� .                  (36)

5. UWAGI KO�COWE

W pracy rozpatrzono problem sterowalno�ci dwóch uk�adów dodatnich z wieloma 
opó�nieniami zmiennych stanu po��czonych szeregowo. Dla rozpatrywanego po��czenia tych 
uk�adów sformu�owano warunek konieczny i wystarczaj�cy sterowalno�ci oraz podano 
metod� wyznaczania nieujemnego ci�gu sterowa�, które przeprowadza uk�ad zast�pczy
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z nieujemnych warunków pocz�tkowych do zadanego nieujemnego stanu ko�cowego.
Warunek sterowalno�ci  w rozwa�anym uk�adzie zast�pczym mo�e by� spe�niony tylko 
wtedy, gdy ka�dy uk�ad sk�adowy jest osi�galny, natomiast ka�da macierz ,kjA

,2,1�k hj ,...,1,0�  wyst�puj�ca w równaniu (1) jest nilpotentna. Przedstawione rozwa�ania
mo�na uogólni� na dowoln� konfiguracj� n-uk�adów dodatnich, tak�e z wieloma 
opó�nieniami w sterowaniu. Interesuj�cy przedmiot rozwa�a� mog�aby stanowi�
problematyka sterowalno�ci wyj�ciowej, bowiem w po��czeniu szeregowym sterowanie 
kolejnego uk�adu odbywa si� za pomoc� nieujemnego wektora wyj�cia z uk�adu
poprzedniego.

***
Praca naukowa wykonana w ramach pracy S/WE/1/06  finansowanej przez Ministerstwo Nauki           
i Szkolnictwa Wy�szego.
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