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STEROWALNOSC ZY.OZONYCH LINIOWYCH
DODATNICH UKEADOW DYSKRETNYCH
Z OPOZNIENIAMI

W pracy rozpatrzono problem sterowalnosci dodatniego ukiadu dyskretnego
z wieloma opdznieniami zmiennych stanu bedqcego szeregowym polqczeniem
dwoch dodatnich ukladow dyskretnych. Dla tego ukladu podano warunki
konieczne i wystarczajqce sterowalnosci oraz zaproponowano metode
wyznaczania nieujemnego sterowania, ktore przeprowadza ukiad z dowolnego
nieujemnego stanu poczqtkowego do zadanego nieujemnego stanu korncowego.
Rozwazania zilustrowano przykladem liczbowym.

CONTROLLABILITY OF COMPOSITE LINEAR POSITIVE
DISCRETE-TIME SYSTEMS WITH DELAYS

The problem of controllability of composite (connected in series) linear positive
discrete-time system with delays in state is considered. Necessary and sufficient
conditions for controllability of composite systems are established. A method for
computing the control sequence which transfers the system from nonzero initial
state to the desired nonnegative final state is given. Considerations are illustrated
by numerical example.

1. WSTEP

Uktad dynamiczny nazywa si¢ sterowalnym wzglgdem stanu lub sterowalnym wzgledem
wyjscia, jezeli istnieje takie sterowanie (ze zbioru sterowan dopuszczalnych), ktore
przeprowadza ten uklad w skonczonym czasie ze stanu okreslonego przez warunki
poczatkowe do zadanego stanu koncowego lub do zadanego koncowego wyjscia. W
przypadku standardowego, sterowalnego uktadu dynamicznego cata przestrzen standow tworzy
zbior stanéw sterowalnych (osiagalnych). W uktadach dodatnich zbior tych stanow jest
ograniczony do dodatniej (pierwszej) ¢wiartki przestrzeni R”,tj. R", gdzie »n jest wymiarem
tej przestrzeni. Ten fakt powoduje, ze wiele rezultatdw znanych z teorii uktadow
standardowych (niedodatnich), np. z zakresu kryteriow sterowalnosci (osiagalnosci),
obserwowalnos$ci czy stabilizacji nie moze by¢ bezposrednio zastosowanych do uktadow
dodatnich.

Problem sterowalnosci (chwilowej) zlozonych ukladéw standardowych dyskretnych 1
ciaglych byl rozpatrywany np. w monografiach [5, 10] a takze w pracach [3, 4, 9].
Sterowalno$¢ dyskretnego uktadu dodatniego z opoznieniami byta tematem prac [12, 13].

W niniejszej pracy, na przykltadzie dodatnich uktadéow polaczonych szeregowo, zostana
podane warunki konieczne i wystarczajace sterowalnosci uktadu zastgpczego. Zostanie
wykazane, ze sterowalnos¢ uktadéw skladowych jest warunkiem wystarczajacym do
sterowalnosci uktadu ztozonego 1 do istnienia nieujemnego sterowania, za pomocg ktorego
mozna osiagnac zadany nieujemny stan koncowy.

493



494

Pomiary Automatyka Robotyka 2/2008

2. SFORMULOWANIE POBLEMU

Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia: R™" - zbior macierzy o wymiarach nxm o elementach
rzeczywistych (R” =R"™), R”"- zbiér macierzy o wymiarach nxm o elementach

rzeczywistych nieujemnych (R” = R”"), Z, - zbior liczb catkowitych dodatnich.

Wezmy pod uwage dwa uktady dodatnie dyskretne z wieloma opdznieniami zmiennych stanu,
polaczone jak na ponizszym rysunku [6]

a) b) c)
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Rys 1. Potaczenie dwéch uktadow dodatnich S 1 S,, a) szeregowe, b) rownolegte,
C) ze sprzezeniem zwrotnym

Zalézmy, ze liczba opoznien zmiennych stanu w uktadach ) 1 S, jest taka sama i rowna A.
Kazdy z uktadéw (S}, S>) jest opisany rOwnaniem stanu i rOwnaniem wyjscia w postaci [7]

h
xl.kH :Akoxilc +2Akix;‘_j +Bkul.k, ieZ k=12 0
=0

k k k
Vi =Cx; +Dyuy,
z warunkami poczatkowymi

x e, i=0..,h k=12. ()

W réwnaniu stanu (1) % jest liczba naturalna, x! e R”, u' e R”, y! e R? sq odpowiednio
wektorami stanu, wejscia i wyjscia oraz A, 4, € R, j=1,..,h, B, e RT", C, e R,
D, e 7™,

Réwnanie stanu 1 rownanie wyjscia uktadu zastgpczego S. powstalego w wyniku potaczenia
uktaddw z rys. 1, mozna napisa¢ w postaci

h
S - X = oni +ZAlxi—j + Bu,
— .

z .

Z 3)
v, = Cx, + Du,

gdzie x, =[(x})" (x})"]" € R2" jest wektorem stanu ukladu zastepczego oraz A4, € R,

j=01,..,h BeR™, CeR”", DeR”™. Dlaodpowiednich potaczen otrzymujemy [3]
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e polqczenie szeregowe

{xz'l+l:|:|: 4, 0 }{x}}_kzh:[/lu 0 } xil—j _,{ B, }u 4)
xi2+1 B,C, 4, xi2 j=1 0 A2j xiz—j B,D, |’

1
yi=y;=ID,C, C ]{ }[DZDI Ju, ®)
przy czym
A 0 A. 0
4, =| Mo e R, 4, = 1) e RV j=1,..h, (6a)
B,C, A, 0 4,
B
B=|: 1 :|€iRinxm’C:[D2C1 CZ]EEfozn, D:[DZDI]EERme’ (6b)
2

e polqczenie rownolegte

X | 4o : LAy X, j B,
|:xi2+l:|_|: 0 AZO:”: j|+lz|: 2/:||:xl j}+|:32:|ui (7)

X!
yi:yz'l+yi2:[cl C2]|:x2:|+[D1+D2]ui (8)
przy czym

A 0 4. 0
A = 10 :|€SR3W2", A =|: 1) j|eminx2n’j:1’“.’h, (93)

’ {0 Ay ’ 0 A2j

Bl 2nxm px2n pxm
B= 2 eR™, C=[C, C,1eR”™", D=[D,+D,]e R"", (9b)
2

e polqczenie ze sprzezeniem zwrotnym

X, T 5| A xi j B,
{xil} |:B C A20:||: }+Zl|: 2/ :|{xt j:|+|:0:|ui (10)

xl
v, =y =[C, 0] o (11)
przy czym )
R I Ay 0 e R j=1,..,h (12a)
 |B,C, A, 0 4y, N
Bl 2nxm x2n
B=| J|eRI Cc=IC C,]e R”*, D=0. (12b)

W rownaniach (10), (11) uktadu zastgpczego w polaczeniu ze sprzezeniem zwrotnym
przyjeto, ze D, =0, D, =0, B,C, =0 (warunek dodatniosci) [6, 7] .
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Definicja 1. Dowolny stan x, € R?" nazywamy stanem (chwilowym) uktadu dodatniego (3)
w dyskretnej chwili i.

Definicja 2. Uktad dodatni (3) nazywamy sterowalnym

a) w N krokach, jezeli dla dowolnych nieujemnych warunkéw poczatkowych x_ € R?",
i=0,,.,h 1dowolnego nieujemnego stanu koncowego x, € R, istnieje ciag sterowan
u, e R, i=0,1,..,N —1, ktéry przeprowadza ten uktadu z warunkéw poczatkowych do
stanu x /o

b) jezeli dla dowolnych nieujemnych warunkéw poczatkowych x . eR>, i=0,l,..,h
1 zadanego stanu koncowego x, e R istnieje liczba naturalna N e Z, i ciag sterowani

u, e R7, i=0,1,..,N -1 taki, ze uklad ten jest sterowalny w N krokach.

Definicja 3. Uktad dodatni (3) nazywamy sterowalnym do zera
a) w N krokach, jezeli dla dowolnych nieujemnych warunkéw poczatkowych x_, € R>",

i=0,..,~ 1 stanu koncowego x,=0 istnieje ciag sterowan u, e R7, i=0,1,..,N -1,
ktory przeprowadza ten ukfad ze stanu poczatkowego do zera (x, =0),

b) jezeli dla dowolnych niezerowych warunkéw poczatkowych x . eR>, i=0,l,..,h
1 stanu koncowego x, =0 istnieje liczba naturalna N € Z, i ciag sterowan u, € R,

i=0,,..,N —1 taki, ze uklad ten jest sterowalny do zera w N krokach.

Celem niniejszej pracy jest podanie warunkéw sterowalnosci (chwilowej) zastgpczego
uktadu dodatniego (3) powstalego z szeregowego polaczenia jak na rys. la dwoch uktadéw
dodatnich z opdznieniami zmiennych stanu. Analiza sterowalnosci uktadu zastgpczego
powstatego z potaczenia réwnolegtego oraz potaczenia ze sprzezeniem zwrotnym moze byé
przeprowadzona w drodze uogodlnienia.

3. GLOWNY REZULTAT

Rozwiazanie réwnania stanu dodatniego uktadu dyskretnego (1) (bez uwzglednienia gornego
indeksu k), dla u, e R", i € Z, oraz warunkow poczatkowych (2) jest nieujemne i ma postacé

[1]

h h+l—j i—1
X, =®)x,+ Y Y Ol —k)A,,x  +Y Di-1-j)Bu,, (13)
j=l k=1 j=0
gdzie ®(i) jest macierza podstawowa. Spetnia ona réwnanie
O>i+1)=A4,P()+ AP —-1)+...+ 4,D(—h), (14)

z warunkiem poczatkowym

®0)=1,, D(i)=0 dlai<O0. (15)
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Podstawiajac i = N oraz x, =x, # 0 do wzoru (13) otrzymamy

Xy =Py +Ryuy, (16)
gdzie
—1 h+j+1
Py =®(N)x,+ D DY O(N k)4, ;x,, (17)
Jj=—h k=1
Uy
_ nxNm N _ ul Nm
R, =[®(N -1)B, O(N -2)B,...,©(1)B, Ble RT"™, u, = . |€ R, (18)
Uy

Warunkiem koniecznym (lecz nie wystarczajacym) sterowalnosci zastgpczego uktadu
standardowego (niedodatniego) przy potaczeniu szeregowym (takze rownoleglym 1 ze
sprz¢zeniem) jest sterowalnos¢ uktadow sktadowych S; 1 S, np. [9]. Ponizej pokazemy, ze w
przypadku uktadu dodatniego, warunek ten jest takze warunkiem wystarczajacym.

Wezmy pod uwage uktad bez opdznien, rGwnowazny do uktadu zastepczego (3) w polaczeniu
szeregowym (rys. la), opisany ponizszym rownaniem stanu

x,, = A%, + Bu, (19)
gdzie
0 Al Ah—l Ah
I, 0 0 0
A=l 0 1, 0 0 |eR™, i=(h+1)2n, (20)
00 L, 0]
B [ Xk ] [ Xk
0 xf, x*
B=|!|eR™ % =| i |eR", X, =| ! |eR, k=12. (1)
0 X Xy
1 0 i xi’ih | i x]fh |

Macierze A4,,4,,...,4,, B tworzace strukture AiB maja postac (6).

Twierdzenie 1. Uktad dodatni (19) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy sa speinione
jednoczesnie ponizsze warunki
1) uklady S; 1S sa osiagalne, tzn. istnieje taka liczba naturalna N € Z,, dla ktorej macierz

osiagalnosci R, (18) tych ukladéw zawiera nieosobliwa macierz monomialng
R, € R™" (tylko jeden element w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie jest dodatni,
pozostate sa rowne zero) utworzong z » kolumn monomialnych macierzy R, ,

i1) uklady S 1.5, sg sterowalne do zera, tzn. macierz
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Ay Ay Ak,h—l Ay,
I o - 0
Ag =/ 0 I, - 0 0 |eR”, n=(h+Dn, k=12 (22)
00 I, 0

dla poszczegolnych poduktadow jest nilpotentna, gdzie 4, e RT™, k=1,2, j=0,,...,A,
sq to macierze wystgpujace w rownaniu stanu (1),
1i1) macierz A (20) jest nilpotentna.

Dowéd. Dowdd dla warunku 1) jest podobny do podanego w pracach [2, 8] natomiast dla
warunku ii) jest podobny do podanego w [12, 13]. Ponizej wykazemy, ze warunek ii)
implikuje warunek iii).

Jezeli uktad dodatni jest sterowalny do zera to macierz stanu uktadu rownowaznego do tego
uktadu jest nilpotentna, tzn. 4* =0 ale A*”"' #0, gdzie u jest indeksem nilpotentnosci tej
macierzy [12, 13]. Z teorii macierzy wiadomo, ze macierz nilpotentna ma zerowe wartosci
wlasne, tzn. widmo o (zbiér wartosci wtasnych) tej macierzy jest zerowe, tj. o(4) < 0 [11].
Latwo mozna pokazaé, ze kazda macierz o strukturze gorno lub dolno trojkatnej z zerowymi
elementami na gtéwnej przekatnej jest zawsze macierza nilpotentng o indeksie nilpotentosci
réwnym rozmiarowi tej macierzy, np.

0 * = 0 0 0
S={0 0 *| = S°=[0 0 0|, (23a)
00 0] 0 0 0

00 0 O] 0 0 0 0
x 00 0 , |00 0 0

S = = 4= , (23b)
x= % 0 0 0 0 0O
* % % (] 00 0 0

gdzie (*) sa dowolnymi, nieujemnymi elementami.

Wezmy pod uwage macierz A (20) uktadu réownowaznego do uktadu (3). Z powyzszego
wynika, Zze macierz ta bedzie macierza nilpotenta wtedy, gdy 4, =0, 4, =0,...,4, =0.
Wykorzystujac postaci (6) tych macierzy mozemy pierwszy wiersz w, macierzy A zapisaé w
ponizszej formie

P I U TR U T 24)
"OIB,C A4y O Ay ... 0 A4, |
—_ ) — —_—

4y 4 A

Ze struktury (24) wynika, Zze macierz A (20) moze by¢ nilpotentna wtedy, gdy poszczegdlne
macierze A4y, k=12, j=0,,..,h lezace na diagonali w A, A4,,...,4, sa nilpotentne.
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Macierz B,C, nie musi spetnia¢ tego warunku, gdyz A w tym przypadku przyjmie postaé

podobng do nilpotentnej macierzy (23b). Spetlnienie warunku iii) o nilpotentnosci A (20)
wynika wigc z faktu, ze macierz podukladu S; oraz S, o postaci (22) musi by¢ macierza
nilpotentg. Wowczas uklady te sa sterowalne do zera [12, 13]. Jezeli uktady sktadowe sa

sterowalne do zera to uktad (19) jest takze sterowalny do zera, za§ macierz A (20) jest
nilpotentna. m

Twierdzenie 2. Uktad dodatni (19) jest sterowalny do zera w N krokach wtedy 1 tylko wtedy,

gdy
P, =0, (25)

gdzie P, ma posta¢ (17).

Dowod. Jezeli uktad dodatni (19) jest sterowalny do zera (stan koficowy x, =x, =0) to

rownos¢ (16) w tym przypadku ma postaé

0=P, +R u, . (26)

Poniewaz w ukladzie zastepczym R, € R2"M, u) e oraz X, e R wiec réownos¢ (26)
moze by¢ spetniona wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi warunek (25). Wykorzystujac

rezultaty podane w pracy [12] bazujace na [2, 8] mozna stwierdzié, ze warunek (25) bedzie
spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy

D(N)=0, D(N)4, =0,..., D(N —h)A4, =0. 27)

gdzie 4,,..., 4, maja postac (6a), zas macierz ®(i) jest dana wzorem (14). m

Whiosek. Uktad zastgpczy (3) jest sterowalny do zera w N = u krokach wtedy, gdy macierz

A tego ukladu o postaci (20) jest nilpotentna (zerowe wartosci wilasne) z indeksem
nilpotentnosci .

Twierdzenie 3. Jezeli uklad zastgpczy (3) jest osiagalny, tzn. rzad R, =2n, gdzie macierz
osiagalnosci R, € R tego uktadu ma posta¢ (18) przy macierzach (6) oraz
RI[R,RLT € RY™*" to nieujemny ciag sterowan przeprowadzajacy ten uktad z dowolnych
nieujemnych warunkow poczatkowych do zadanego nieujemnego stanu koficowego x, = x,

mozna wyznaczac ze Wzoru
uy = Ry[R Ry (x, — Py). (28)
Dowéd. Jezeli istnieje takie N, ze rzadR, =2n to det[R,R.]"' #0 za$§ macierz

RI[R, R, 1" jest w pelni okreslona. Podstawiajac (28) do réwnania (16) otrzymujemy
Xy =Py +R Ry[RyR\T'x, - P, =x,. m
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Z przedstawionych rozwazan wynika, ze jezeli N = u to rownos¢ (26) jest spetniona, gdy
zachodzi (27). Ten fakt powoduje, ze skfadnik P,_, =0, wigc warunki poczatkowe uktadu
nie wplywaja na sterowanie (28), ktére mozna zredukowa¢ do postaci: uy = Ry[RyRy] " x, .
Jest to wowczas réwnowazne z warunkiem osiagalnosci. W ogolnym przypadku mamy
N > u. W pewnych przypadkach dla N < u sktadnik P, (17) moze by¢ rézny od zera i
takze moze istnie¢ nieujemna sekwencja u, . Z celu sterowania wynika, ze chcemy osiagna¢

zadany, nieujemny stan koncowy przy nieujemnym sterowaniu. Wybor liczby krokéw N, w
ktorych uktad zastepczy jest sterowalny mozna w takim przypadku zredukowaé do liczby
N < u, dla ktérej otrzymamy u) € R™.

4. PRZYKLAD

Nalezy zbada¢ sterowalno$¢ uktadu zastgpczego przy potaczeniu szeregowym (rys. la)
uktadéw z dwoma opdznieniami (4 = 2 ) o macierzach

0 00 0 00 0 00 0 1
1 00 0 1
A,=|1 0 0L4,=[0 0 0l,4,=/0 0 0B =0 0[,C, = ,D, = ,
0 0O 010 1 00 1 0 001 00
- ] (29)
0 0O 0 0O 0 0O 0 1
A—OOIA—I01A—2OOB—00C—001 00
20 > 4721 04522 T s =2 H 2_1 0 09 2 1 07
10 0] 00 0 00 0 0 0
1 warunkach poczatkowych
1 2 3 1 2 4
xo=|1Lx, =2 x,=2x =|1|x}=|3x’,=]6] (30)
0 1 4 2 3 5

Sprawdzimy na poczatku warunki i) oraz ii) twierdzenia 1 dla poszczegdlnych uktadow
sktadowych. Macierz (22) ma postac

AIO All A12 AZO A21 A22
A =|I, 0 0| 4. =1, 0 0| G1)
0 I, 0 0 I, 0

Dokonujac niezbednych podstawien mozna sprawdzié, ze macierze (31) sg nilpotentne z
indeksem nilpotentnosci u =6, tzn. A_S1 =0, A;z =0. Dla N = u =6 macierz osiggalnosci
R, = R, kazdego poduktadu, wyznaczona ze wzoru (18) ma » =3 kolumny monomialne, za$
RI[R,R] 1" e R, Jest zatem spetniony warunek i) oraz ii) twierdzenia 1. Latwo mozna
sprawdzi¢, ze jest takze spelniony warunek iii) tego twierdzenia, poniewaz macierz ukltadu

zastepczego (20) jest macierza nilpotentng z indeksem nilpotentnosci x =10, tzn. A" =0.
Uktad zastgpczy jest zatem sterowalny do zera w N =10 krokach. Latwo mozna sprawdzic,
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ze dla N =10 jest spetniony warunek (27) i w konsekwencji warunek (25) twierdzenia 2,
gdyz sktadnik P, = P, wyznaczony ze wzoru (17) jest rowny

1

1 1
P, = @(10)[’6‘;} +(D(9)4, + DS) 4, ){x; } +D(9)4, {xj} -0, (32)
X, X7 X,
gdzie A, A, maja posta¢ (6) przy zadanych macierzach (29) zas ®(8), ®(9),Dd(10)
wyznaczamy ze wzoru (14). Dla N =10 sterowanie (28) nie zalezy od warunkéw
poczatkowych (30). SprawdZzmy osiagalnos$¢ uktadu zastgpczego przyjmujac mniejsza liczbe
krokéw N niz 10, np. rowna 4. Dla N =4 macierz R, (18) ukladu zastgpczego ma postac

R, =[®(3)B, ®(2)B, ®(1)B, B] = e R, (33)

S N O O O O
- o O O O O
S O O O o O
S O = O O O

S O O W o O
S O O O = O
oS O o = O O
oS O O O o =

gdzie B jest dana wzorem (6) przy macierzach (29) zas ®(3), ®(2),d(1) wyznaczamy z (14).
Warunek osiagalnosci dla uktadu zastgpczego przy N =4 jest spelniony, poniewaz macierz
(33) ma 2n=6kolumn monomialnych. Obliczajac P, = P, ze wzoru (17) a nastgpnie

wyznaczajac ciag sterowan u, (28), ktéry przeprowadza uktad zastepczy o macierzach (29)
ze stanu okreslonego przez warunki (30) do stanu koncowego x, =[8 4 6 5 10 77" w

N =4 krokach, otrzymujemy

u) =u; =[0 24 40 0 3.0 40 1.2 80]. (34)

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze macierze 4,;, k=12, j=0,,...,h (29) sa nilpotentne. Natomiast

zmiana elementdw, np. macierzy A,, z postaci (29) na

0 1 0
A, =|1 0 1], (35)
0 0O
powoduje, ze ciag sterowan (28) dla N =4 z ta macierza ma ujemne sktadowe, tj.
ugy =[-5.5 24 -11.0 0 -50 40 1.2 8.0]". (36)

5. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem sterowalnosci dwoéch uktadow dodatnich z wieloma
opoznieniami zmiennych stanu polaczonych szeregowo. Dla rozpatrywanego potaczenia tych
ukladow sformutowano warunek konieczny i wystarczajacy sterowalno$ci oraz podano
metod¢ wyznaczania nieujemnego ciagu sterowan, ktore przeprowadza uktad zastepczy
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z nieujemnych warunkéw poczatkowych do zadanego nieujemnego stanu koncowego.
Warunek sterowalnosci w rozwazanym uktadzie zastgpczym moze by¢ speliony tylko
wtedy, gdy kazdy uklad skladowy jest osiagalny, natomiast kazda macierz 4,

k=12, j=0,,..,h wystgpujaca w rownaniu (1) jest nilpotentna. Przedstawione rozwazania

mozna uogolni¢ na dowolna konfiguracj¢ n-ukladow dodatnich, takze z wieloma
opOznieniami w sterowaniu. Interesujacy przedmiot rozwazan moglaby stanowié
problematyka sterowalnosci wyjsciowej, bowiem w polaczeniu szeregowym sterowanie
kolejnego ukladu odbywa si¢ za pomoca nieujemnego wektora wyjscia z uktadu
poprzedniego.

skoksk

Praca naukowa wykonana w ramach pracy S/WE/1/06 finansowanej przez Ministerstwo Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego.
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