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SYNTEZA EKWIWALENTNEGO MODELU WIELOTAKTOWEGO
WIELOWYMIAROWEGO UKLADU STEROWANIA

Zaprezentowany model matematyczny, oparty na podejsciu macierzowym,
wielotaktowego ukiadu wielowymiarowego umozliwia opracowywanie elementow
skomputeryzowanych ukiadow analizy i projektowania wielowymiarowych
wielotaktowych ciqglo-dyskretnych ukiadow sterowania automatycznego.

SYNTHESIS OF AN EQUIVALENT MODEL OF MULTISTROKE AND
MULTIDIMENSIONAL CONTROL SYSTEM

They present a mathematical model of a multidimensional system on the basis of
a matrix approach. It enables drawing up elements of computer based systems of
analysis and designing the multidimensional and multistorke continuous-discrete
systems of automatic control

1. WPROWADZENIE

Dla wspotczesnych systemow sterownia automatycznego charakterystyczne jest zastosowanie
w kanatach pomiarowych 1 przetwarzania, obok urzadzen o dzialaniu ciaglym,
mikroprocesoréw i techniki komputerowej. Najczesciej podobne uklady sterowania mierza
1 przetwarzaja kilku sygnatow w trybie podzialu czasu. Modelem matematycznym takich
uktadéw sa wielotaktowe wielowymiarowe ciagle dyskretne uktady sterowania
automatycznego. Badania podobnych ukladow wskazuja na konieczno$¢ opracowania
kompleksowych modeli z transmitancjami jako gtéwnymi elementami modeli. Dla uktadow
jednotaktowych rozwigzanie tego zagadnienia uzyskiwane jest droga zastosowania metody
Sedlara 1 Bekeya [1]. W przypadku wystgpowania kilku réznych taktéw stosowane jest
podejscie Coffeya 1 Williamsa [2]. W artykule do budowy ekwiwalentnego modelu
wielowymiarowego uktadu ciaglo-dyskretnego zaproponowano podejscie macierzowe.

2. MODEL MATEMATYCZNY BADANEGO UKLADU

Rozpatrywany jest wielowymiarowy uktad liniowy o tancuchach cyfrowych i analogowych,
okreslonych odpowiednimi transmitancjami. Niech u(s) wektor oddziatywan sterujacych na
obiekt, a y(s) — wektor wyjs$¢ obiektu. Wymiarowos¢ wektoréw odpowiednio jest rowna m 1 p.
Niech x(s), x2(s), ..., x,(s) — zmienne kwantowane o okresach odpowiednio 7}, 7>, ..., T,
(wsrod nich mogg by¢ réwniez rowne) 1 niech

x=|"" (1

jest odpowiednim wektorem.
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Réwnania obiektu ciaglego 1 tancuchow analogowych uktadu od obiektu do kluczy
kwantowania rozpatrywane sg odpowiednio w postaci

y(s) =W, (s)u(s),
x(s) = E(s)y(s) + B(s)u(s),

gdzie W,(s), E(s), B(s) - macierze transmitancji o odpowiedniej wymiarowosci. A wigc

x(s) =U(s)u(s), 3)

)

gdzie U(s) = E(s)W,(s)+ B(s).

Zatozmy, ze okresy kwantowania 7j, T», ..., T, sa krotne pewnemu taktowi, tj. mozna je
przedstawié¢ w postaci
I,=nT,T,=nT,...T.=nT, 4)
gdzie n,n,,...,n —liczby naturalne.
Niech
X ()5 X3, (8,577, ()
przeksztalcenia dyskretne Laplace’a kwantowane odpowiednio wedtug okresow 7,7, T

IR ERRRE R

zmiennych x,(1), x,(2),...,x,() . Kazdy z kwantowanych sygnatéw

x,(kT), k., =0,1,..., iel,r przeksztalcany jest przez wiasciwy tancuch cyfrowy

isumowany z innymi podobnymi sygnatami, w wyniku czego ksztatltowane jest
oddzialywanie. Oprocz tancuchéw cyfrowych i ksztaltowania oddzialywan sterowniczych
moga by¢ stosowane takze i tancuchy analogowe (z wyjs$¢ obiektu). Uwzgledniajac to, mozna
zapisa¢ rownanie dla Lk -tej” skladowej wektora oddzialywania sterowniczego w
nastgpujacej postaci

0,05) == (515 ()= X Fun () 1, 5). ©

gdzie d, . (s), f,(s) — transmitancje tancuchow cyfrowych 1 analogowych, a u _(s) -

oddzialtywanie zadajace, formowane w tancuchu cyfrowym. Dla szerokiej klasy przypadkow
sumowania i przeksztatcenia cyfrowo - analogowego sygnaléw mozna przyjac, ze

d,(s) = a(s)W;, (s), (6)
u,, (s)=a(s)u,, (s), (7

_ —Ts
adzie a(s)=1=¢

, 1 W, (s), u,(s) - okresowe (odpowiednio o okresach 27 /7, i 277 /T )
funkcje, charakteryzujace przeksztatcenia cyfrowe i cyfrowo-analogowe.

Rozpatrzymy teraz macierze W.(s) o elementach Wle (s), a takze wektory x.(s), v'(s),
o elementach x:;,_ (s) i u_(s). Symbol * na dole oznacza okresowo$¢ macierzy W.(s)

iwektora x,(s). Wszystkie te elementy, zgodnie z wyrazeniem (4), odpowiadaja
zalezno$ciom postaci x(s+27/T)=x(s), a wigc dla rozpatrywanych macierzy W.(s)
1 wektora x.(s) maja miejsce zaleznos$ci typu

(cb.), =c,b. lub (b.c),b.c,). (8)
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Uwzgledniajac (6), (7) i zapisujac rownania oddzialywan sterowniczych w wektorowo -
macierzowej postaci

u(s) =—a(s)W.(s)x.(s) = F(s)y(s) + a(s)v'(s), ©)
gdzie F(s) - macierz mx p o elementach f, , otrzymamy przy uwzglednieniu zaleznosci (1)

i(2)

u(s) = —G(s)W.(s)x.(s) + G(s)v (s), (10)
x(8) = —C(s)W.(s)x.(s) + C(s)v (), (11)
Y(s) = =L(s)W.(s)x.(s) + L(s)V' (), (12)

gdzie G(s) =a(s)(I + F(s)W,(s)) ", C(s) =U()G(s), L(s)=W,(s)G(s).

3. EKWIWALENTNY MODEL UKLADU

Model uktadu wielotaktowego moze by¢ przeksztalcony w model uktadu jednotaktowego
o okresie kwantowania, bedacym najwigkszym wspdlnym podzielnikiem okresow
kwantowania 7;,7,,...7.. Odchodzi si¢, wigc od zaleznosci [3]

. | . 2ef . s . x
V()= =S yi(s+ =Lk =1)), (o) = Xy, (13)
7 k=l nT

Symbol T w oznaczeniu odpowiedniego przeksztalcenia impulsowego bedzie opuszczany.
Rozpatrujac zaleznos¢ (11) mamy

X (8) = - C(s)Wx(8)x+(s)+C (s)v'(s). (14)

Zamieniajac w tej zaleznosci s na s + ]2\/—7;(1) —1), gdzie N, v- pewne liczby naturalne,

otrzymamy
xX(s)==C ()W (s)x)(s)+ C(s)v™(s), (15)
dla dowolnej funkcji ¢(s) przyjmujemy
277
‘)=p(s+—=(-1)). 16
P () =gls+—(0=1) (16)

Zakladajac w zaleznosciach (15) v = 1, ... , N, zapiszemy tworzaca si¢ w taki sposdb
zbiorowo$¢ w postaci

2 (5) = =C (W.(5)%.(5) + C" (5)V"(s) (17)

gdzie
x(s) = (x"(5),x*"(5),...,x""(5))", (18)
£(s) = (2" (5), .7 (5),0 x. " (5))', (19)
P(s) = (v (5),v*"(5),...v"'(5))', (20)
C(s) = diag(C'(s),C*(s),...,C" (s)) , (21)
W(s)=diagW'(s),W>(s),.. W" (s)). (22)
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Rozpatrzymy sktadowe wektora x"«(s)
. lo . 27 27
) =—Yx(s+—=(u-D+"L(k-1 23
X7 (8) . ;x (s NT( ) niT( ) (23)

Niech N — najmniejsza ogolna krotna liczba nj,n,,...,n; :

N=vn;, N=vmy, ... N=vn,,
gdzie vy,V,, ... ,U; — liczby naturalne. A wiec zalezno$¢ (23) mozna zapisa¢ w postaci

()= x5+ 22 o4 v, (k1) -1) 24)
: n. k=l NT
Zauwazmy, ze dla dowolnego p > N (zaktadajac p = fN+v) bedziemy miec
. 2 : 27
x(s+—=D=x(s+—=v 25
( NT )=x( NT ) (25)
w zwiazku z okresowoscig funkcji X*i(S) po s o okresie 277 /T. Zgodnie z zaleznoscia (25)
prawa cze$¢ réwnania (24) zawiera tylko wartosci x(s), a wigc istnienie liniowe
przeksztalcenie wektora % (s) w %.(s), co mozna zapisaé
x(s)=I1x(s) (26)
gdzie IT — rN x rN macierz cyfrowa. Podstawiajac zalezno$¢ (26) do zaleznosci (17)
znajdujemy
2(s) =Ly +C W) DC ()0 (s) (27)
Mozna wigc zapisac
P(s) ==L(s)W.(5)X.(s) + L(s)V"(5)

gdzie
P(8) = (5 (), 77 ()0 ¥ (), L(s5) = diag(L'(s),L*(8),..., L" (5)) (28)
w oparciu o zaleznos$ci (26) 1 (27) okreslimy
3(8) = LTIy + C WD C(5)+ 1,19 (5) - (29)
Stosujac tozsamos¢
I-A(I+BA)'B = (I+AB)! (30)
okreslamy
P(5) = L)y +W(SHTIC (5)) V() (1)
i
P ()= L)L,y +WAHTIC () (s) . (32)

Okreslamy macierz Il jako blokowa IT = {Il,;}, v € I,.., N, gdzie Il,, - rr - macierz
1 wprowadzajac oznaczenie

w =w.I1C (33)
okreslimy elementy blokowego prezentacji tej macierzy
W (s)=W, ()}, wpel,...,N (34)
W, (s)=w.(s)I1,C7(s),u,pel,...,N. (35)
W tej prezentacji W.”(s) = W.(s + ]2\]—7?(0 -1),vel,..,N, (36)
C7(s)=C"(s+( —I)E) el,..,N (37)
p N pel,..,N.
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Elementy blokowe I1,,, v,pel,...,N maja postaé
I1, =diag(n,,x, ,...x,).  (38)

Po wykonaniu elementarnych operacji z zaleznosci (35) dla elementéw macierzy W*Up
otrzymamy

vp

Wi (s) = Zr:fz;pr(s+(U—1)%)C;,(s+(p—l)%). (39)

Budowa macierzy (34) otwartego ekwiwalentnego ukladu jednotaktowego umozliwia
znalezienie wyj$¢ zamknigtego uktadu poczatkowego, kwantowanych w momentach kT,
k=0,1,... , w tym celu okresla si¢ macierz

H'(s) = (Ln W' (5))” (40)
w postaci blokowej
H'={H,},opel,.. N (41)
Z zaleznosci (24) znajdujemy
Y (s)= XL ()H,, (s)u" (s) (42)
p=l

gdzie: y'(s)=y"(s),L(s)=L"(s).

Uzyskana  ekwiwalentna  prezentacja modelu  matematycznego  wielotaktowego
wielowymiarowego uktadu umozliwia opracowywanie elementéw skomputeryzowanych
uktadéw analizy 1 projektowania wielowymiarowych wielotaktowych ciaglo-dyskretnych
uktadéw sterowania.
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