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SYNTEZA EKWIWALENTNEGO MODELU WIELOTAKTOWEGO 
WIELOWYMIAROWEGO UK�ADU STEROWANIA 

Zaprezentowany model matematyczny, oparty na podej�ciu macierzowym, 
wielotaktowego uk�adu wielowymiarowego umo�liwia opracowywanie elementów 
skomputeryzowanych uk�adów analizy i projektowania wielowymiarowych 
wielotaktowych ci�g�o-dyskretnych uk�adów sterowania automatycznego. 

SYNTHESIS OF AN EQUIVALENT MODEL OF MULTISTROKE AND 
MULTIDIMENSIONAL CONTROL SYSTEM 

They present a mathematical model of a multidimensional system on the basis of 
a matrix approach. It enables drawing up elements of computer based systems of 
analysis and designing the multidimensional and multistorke continuous-discrete 
systems of automatic control 

1. WPROWADZENIE 
Dla wspó�czesnych systemów sterownia automatycznego charakterystyczne jest zastosowanie 
w kana�ach pomiarowych i przetwarzania, obok urz�dze� o dzia�aniu ci�g�ym, 
mikroprocesorów i techniki komputerowej. Najcz��ciej podobne uk�ady sterowania mierz�
i przetwarzaj� kilku sygna�ów w trybie podzia�u czasu. Modelem matematycznym takich 
uk�adów s� wielotaktowe wielowymiarowe ci�gle dyskretne uk�ady sterowania 
automatycznego. Badania podobnych uk�adów wskazuj� na konieczno�� opracowania 
kompleksowych modeli z transmitancjami jako g�ównymi elementami modeli. Dla uk�adów
jednotaktowych rozwi�zanie tego zagadnienia uzyskiwane jest drog� zastosowania metody 
Sedlara i Bekeya [1]. W przypadku wyst�powania kilku ró�nych taktów stosowane jest 
podej�cie Coffeya i Williamsa [2]. W artykule do budowy ekwiwalentnego modelu 
wielowymiarowego uk�adu ci�g�o-dyskretnego zaproponowano podej�cie macierzowe. 

2. MODEL MATEMATYCZNY BADANEGO UK�ADU
Rozpatrywany jest wielowymiarowy uk�ad liniowy o �a�cuchach cyfrowych i analogowych, 
okre�lonych odpowiednimi transmitancjami. Niech u(s) wektor oddzia�ywa� steruj�cych na 
obiekt, 	 y(s) – wektor wyj�� obiektu. Wymiarowo�� wektorów odpowiednio jest równa m i p.
Niech x1(s), x2(s), ..., xr(s) – zmienne kwantowane o okresach odpowiednio T1, T2, ..., Tr
(w�ród nich mog� by� równie� równe) i niech  
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jest odpowiednim wektorem. 
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Równania obiektu ci�g�ego i �a�cuchów analogowych uk�adu od obiektu do kluczy 
kwantowania rozpatrywane s� odpowiednio w postaci

),()()()()(
),()()( 0

susBsysEsx
susWsy
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  (2) 

gdzie )(),(),(0 sBsEsW  - macierze transmitancji o odpowiedniej wymiarowo�ci. A wi�c

),()()( susUsx �   (3) 
gdzie )()()()( 0 sBsWsEsU �� .

Za�ó�my, �e okresy kwantowania T1, T2, ..., Tr s� krotne pewnemu taktowi, tj. mo�na je 
przedstawi� w postaci

,,,, 2211 TnTTnTTnT rr ��� �  (4) 

gdzie rnnn ,,, 21 �  – liczby naturalne. 

Niech
)(,),(),( **

22
*

11 sxsxsx
rrTTT �

przekszta�cenia dyskretne Laplace’a kwantowane odpowiednio wed�ug okresów rTTT ,,, 21 �
zmiennych )(,),(),( 21 txtxtx r� . Ka�dy z kwantowanych sygna�ów

____
,1,,1,0),( rikTkx iiii 	� �  przekszta�cany jest przez w�a�ciwy �a�cuch cyfrowy 

i sumowany z innymi podobnymi sygna�ami, w wyniku czego kszta�towane jest 
oddzia�ywanie. Oprócz �a�cuchów cyfrowych i kszta�towania oddzia�ywa� sterowniczych 
mog� by� stosowane tak�e i �a�cuchy analogowe (z wyj�� obiektu). Uwzgl�dniaj�c to, mo�na
zapisa� równanie dla „k - tej” sk�adowej wektora oddzia�ywania sterowniczego w 
nast�puj�cej postaci
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gdzie )(),( sfsd kiki  – transmitancje �a�cuchów cyfrowych i analogowych, 	 )(suoz  -
oddzia�ywanie zadaj�ce, formowane w �a�cuchu cyfrowym. Dla szerokiej klasy przypadków 
sumowania i przekszta�cenia cyfrowo - analogowego sygna�ów mo�na przyj��, �e
 ),()()( * sWsasd

ikiTki �   (6) 

 ),()()( * susasu ozToz �   (7) 

gdzie ,1)(
s
esa

Ts��
�  i )(),( ** susW ozikiT  - okresowe (odpowiednio o okresach iTj /2�  i Tj /2� )

funkcje, charakteryzuj�ce przekszta�cenia cyfrowe i cyfrowo-analogowe. 
Rozpatrzymy teraz macierze )(* sW  o elementach )(* sW

ikiT , a tak�e wektory )(),( *
* svsx ,

o elementach )(* sx
iiT  i )(* suozT . Symbol * na dole oznacza okresowo�� macierzy )(* sW

i wektora )(* sx . Wszystkie te elementy, zgodnie z wyra�eniem (4), odpowiadaj�
zale�no�ciom postaci )()/2( sxTjsx �� � , a wi�c dla rozpatrywanych macierzy )(* sW
i wektora )(* sx  maj� miejsce zale�no�ci typu 

*
**

*)( bccb TT �  lub *
*

*
* )( TT cbcb ). (8) 
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Uwzgl�dniaj�c (6), (7) i zapisuj�c równania oddzia�ywa� sterowniczych w wektorowo - 
macierzowej postaci  

),()()()()()()()( *
** svsasysFsxsWsasu ����  (9) 

gdzie )(sF  - macierz pm
  o elementach kif , otrzymamy przy uwzgl�dnieniu zale�no�ci (1) 
i (2) 
 ),()()()()()( *

** svsGsxsWsGsu ���  (10) 

),()()()()()( *
** svsCsxsWsCsx ���   (11) 

),()()()()()( *
** svsLsxsWsLsy ���   (12) 

gdzie ,))()()(()( 1
0

��� sWsFIsasG  ),()()( sGsUsC �  )()()( 0 sGsWsL � .

3. EKWIWALENTNY MODEL UK�ADU
Model uk�adu wielotaktowego mo�e by� przekszta�cony w model uk�adu jednotaktowego 
o okresie kwantowania, b�d�cym najwi�kszym wspólnym podzielnikiem okresów 
kwantowania rTTT �,, 21 . Odchodzi si�, wi�c od zale�no�ci [3] 
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Symbol 
 w oznaczeniu odpowiedniego przekszta�cenia impulsowego b�dzie opuszczany. 
Rozpatruj�c zale�no�� (11) mamy 
 x*(s) = - C*(s)W*(s)x*(s)+C*(s)v*(s). (14) 

Zamieniaj�c w tej zale�no�ci s na )1(2
�� ��

NT
js , gdzie N, �- pewne liczby naturalne, 

otrzymamy  
)()()()()()( **

**
** svsCsxsWsCsx ������ ��� , (15) 

dla dowolnej funkcji )(s�  przyjmujemy  

))1(2()( ��� �����

NT
jss . (16) 

Zak�adaj�c w zale�no�ciach (15) � = 1, ... , N , zapiszemy tworz�c� si� w taki sposób 
zbiorowo�� w postaci

 )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ **
**

** svsCsxsWsCsx ���  (17) 

gdzie
))'('),...,('),('()(ˆ 21 sxsxsxsx N� , (18) 

 ))'('),...,('),('()(ˆ *
2

*
1

** sxsxsxsx N� , (19) 

 ))'('),...,('),('()(ˆ 21 svsvsvsv N� , (20) 

 ))(),...,(),(()(ˆ 21 sCsCsCdiagsC N� , (21) 

 ))(),...,(),(()(ˆ 21 sWsWsWdiagsW N� . (22) 
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Rozpatrzymy sk�adowe wektora x�
*(s)
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Niech N – najmniejsza ogólna krotna liczba n1,n2,...,nr :
 N = �1n1, N = �2n2, ... ,N = �rnr ,
gdzie �1,�2, ... ,�r – liczby naturalne. A wi�c zale�no�� (23) mo�na zapisa� w postaci
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Zauwa�my, �e dla dowolnego p > N (zak�adaj�c p = fN+�) b�dziemy mie�

)2()2( ** ���
NT

jsxl
NT

jsx ii ���  (25) 

w zwi�zku z okresowo�ci� funkcji x*
i(s) po s o okresie j�2 /T. Zgodnie z zale�no�ci� (25) 

prawa cz��� równania (24) zawiera tylko warto�ci x(s), a wi�c istnienie liniowe 
przekszta�cenie wektora )(ˆ* sx  w )(ˆ* sx , co mo�na zapisa�

(s)x(s)x*
*ˆˆ ��  (26) 

gdzie � – rN � rN macierz cyfrowa. Podstawiaj�c zale�no�� (26) do zale�no�ci (17) 
znajdujemy 

)(ˆ)(ˆ))(ˆ)(ˆ(ˆ **1
*

** svsCsWsCI(s)x rN
����  (27) 

Mo�na wi�c zapisa�
 )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ *

** svsLsxsWsLsy ���
gdzie

))(),...,(),(()(ˆ 21 sysysysy N� ,  ))(),...,(),(()(ˆ 21 sLsLsLdiagsL N�  (28) 
w oparciu o zale�no�ci (26) i (27) okre�limy 

)(ˆ})(ˆ))(ˆ)(ˆ()(ˆ){(ˆ)(ˆ **1
*

*
* svIsCsWsCIsWsLsy mNrN ������ � . (29) 

Stosuj�c to�samo��
 I-A(I+BA)-1B = (I+AB)-1 (30) 
okre�lamy 

)(ˆ))(ˆ)(ˆ)((ˆ)(ˆ *1*
* svsCsWIsLsy mN

����  (31) 
i

)(ˆ))(ˆ)(ˆ)((ˆ)(ˆ *1*
*

** svsCsWIsLsy mN
���� . (32) 

Okre�lamy macierz � jako blokow� � = {��p}, � 	 1,..., N, gdzie ��p - r•r - macierz 
i wprowadzaj�c oznaczenie  

*
*

* ˆˆ CWW ��  (33) 
okre�limy elementy blokowego prezentacji tej macierzy 

NpsWsW p ,...,1)},({)( ** 	� ��  (34) 
NpsCsWsW p

pp ,...,1,),()()( *
*

* 	�� ��
�

� . (35) 

W tej prezentacji ,,...,1)),1(2()( ** N
NT

jsWsW 	��� ����   (36) 

Np
NT

jsCsC p ,...,1),2)1p(()( ** 	���
� . (37) 
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Elementy blokowe ��p, �,p	1,...,N maj� posta�
 ),...,,( p

2
p

1
pp

rdiag ���� ����� . (38) 
Po wykonaniu elementarnych operacji z zale�no�ci (35) dla elementów macierzy W*

�p
otrzymamy 
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Budowa macierzy (34) otwartego ekwiwalentnego uk�adu jednotaktowego umo�liwia 
znalezienie wyj�� zamkni�tego uk�adu pocz�tkowego, kwantowanych w momentach kT, 
k=0,1,... , w tym celu okre�la si� macierz  
 H*(s) = (ImN+W*(s))-1 (40) 
w postaci blokowej 
 H* = {H*

�p}, �,p 	 1, ... , N. (41) 
Z zale�no�ci (24) znajdujemy 
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gdzie: )()(),()( 1**1** sLsLsysy �� .

Uzyskana ekwiwalentna prezentacja modelu matematycznego wielotaktowego 
wielowymiarowego uk�adu umo�liwia opracowywanie elementów skomputeryzowanych 
uk�adów analizy i projektowania wielowymiarowych wielotaktowych ci�g�o-dyskretnych
uk�adów sterowania. 
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