918

Pomiary Automatyka Robotyka 2/2008
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Politechnika Biatlostocka w Biatymstoku

OSIAGALNOSC I STEROWALNOSC DODATNICH UKEADOW
DYSKRETNYCH ULAMKOWEGO RZEDU Z OPOZNIENIEM

W pracy rozpatrzono dodatnie ukiady dyskretne utamkowego rzedu liniowe sta-
cjonarne z opoznieniem zmiennych stanu. Podano warunki, jakie musi spetniac
dyskretny uktad utamkowego rzedu, aby by¢ ukiadem dodatnim. Sformutowane
zostaly warunki osiqgalnosci i sterowalnosci do zera dla przypadku, gdy opoznie-
nie od stanu jest rowne jednosci. Rozwazania zilustrowano przykiadem.

REACHABILITY AND CONTROLLABILITY OF POSITIVE
FRACTIONAL DISCRETE-TIME SYSTEMS WITH DELAY

In the paper the positive fractional discrete-time linear systems with delay in state
is conmsidered. Necessary and sufficient conditions are established for the posi-
tivity, reachability and null controllability in case of delay in state is equal to one
The considerations are illustrated by an example.

1. WSTEP

W uktadach dodatnich sktadowe wektorow wymuszen, warunkow poczatkowych, stanu
1 wyjscia przyjmuja tylko wartosci nieujemne. Przyktady dodatnich uktadow liniowych sa
podane w monografii [3] oraz cytowanej tam literaturze.

W teorii ukladéw dodatnich zamiast przestrzeni liniowych korzystamy z teorii stozkow.
Teoria uktadéw dodatnich jest wigc dziedzing znacznie trudniejsza i mniej zaawansowang od
klasycznej teorii uktadéw liniowych. Problem analizy i1 syntezy dodatnich uktadéw liniowych
stacjonarnych z op6znieniem od stanu jest tematem wielu publikacji w ostatnich kilku latach,
np.[1, 3,9, 11].

W ostatnich latach coraz czgsciej wykorzystuje si¢ teori¢ rachunku rézniczkowego utamko-
wego rzedu [7, 8, 12] w zagadnieniach modelowania zjawisk fizycznych i projektowania re-
gulatorow utamkowych dla uktadéw z opdznieniem [5, 10]. W pracy [6] rozpatrzono problem
sterowalnosci 1 obserwowalnosci ciaglego uktadu utamkowego rzedu.

W niniejszej pracy, wykorzystujac rezultaty prac [1, 3, 4, 9], rozpatrzymy problem
osiggalnosci 1 sterowalno$ci do zera dyskretnych dodatnich uktadéw utamkowych liniowych
stacjonarnych z jednym opdznieniem od stanu. Najpierw podane zostang podstawowe
definicje 1 warunki, jakie musi spetnia¢ dyskretny uktad utamkowego rzg¢du z opdznieniem,
aby byl on uktadem dodatnim.

2. WPROWADZENIE

Niech R bedzie zbiorem macierzy o wymiarach N xm o rzeczywistych elementach
oraz MY =MM!. Zbiér macierzy o wymiarach N xm, ktorych elementami sa liczby
rzeczywiste nieujemne, bedziemy oznacza¢ przez R, przy czym RY =R, Zbiér liczb
catkowitych dodatnich bedziemy oznaczaé przez Z,, za$ macierz jednostkowa o wymiarach
NxN przez I.
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Jako definicj¢ rézniczko-catki utamkowego rzedu w pracy zostala przyjeta definicja
Griinwalda-Letnikova [7, 8, 12], ktéra dla uktadéw dyskretnych ma postac

1
A'x, = — Y(=1)/ =—Yo"x,_, 1
h,,f()()U 7 Zol (1)
gdzie ne R jest utamkowym rzedem, a % jest okresem probkowania, i € Z, jest numerem

probki, dla ktorej jest obliczana rézniczko-catka. Gdy » jest dodatnie otrzymujemy wzdr na
rozniczke, dla » uyjemnych mamy wzor na catke, zas gdy » = 0 otrzymujemy t¢ sama funkcje.

Wspotczynniki a)ﬁ-”) zdefiniowane sa nastepujaco [7]
1 dla j=0

)" =y =D f" J*D G =12, 2
Jj!

lub korzystajac ze wzoru rekurencyjnego [12]

oy =1, 0" = (1——) o', j=12,... (3)

Jj-1°

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze s = 1.

Wezmy pod uwage dyskretny uktad liniowy z opdznieniem od stanu, opisany réwnaniem
stanu utamkowego rzgdu i rownaniem wyjscia

A'x;, = Ayx; + A x;, +Bu,, ieZ,, (4a)

=Cx; + Du;, (4b)

gdzie x, eRY, wu, eR", y, eR’, 4, eRV", 4 eRVY, BeRV", CeR”V,
D e RP*™, przy warunkach poczatkowych

x_, =x(-i)eRY, i=0,. (5)

Uwzgledniajac definicj¢ Griinwalda-Letnikova (1) dla /4 =1, rownania (4) mozemy napisa¢ w
postaci

xz+1+2( 1)/ ( j X =AgX; + Ax; +Bu;, ieZ,, (6a)
=Cx; + Du;. (6b)
Wyznaczajac wspotczynniki a);”) dla j=12 1 porzadkujac réwnanie (6a) wzgledem

kolejnych op6znien zmiennych stanu, otrzymamy inng posta¢ rownania stanu
(A — ™Dy 4 (A — ] 5,0 By —
Xig =(Ag =" Dx; + (4 — @, Dx;_y — _2360]' X jq TOU; =

j:

i+l

=4y +o, Dx; + (4, + o, )x,_, + Za) X TBu; (7

i+l

n
:(A0+nl)xi+(A1—(2j1)xi1+Za) X tBu;, i€z,

( ) (n)

przy czym @; = , gdzie @;" wyznacza si¢ ze wzoréw (2) lub (3).
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Latwo zauwazy¢, ze ulamkowy uklad dyskretny (6) jest rownowazny standardowemu
uktadowi dyskretnemu z nieskonczong liczba opdznien od zmiennych stanu [1]

[—
xi+1 = ZAhxl_h, i€Z+, (8)
h=0
gdzie macierze stanu maja postac

— —_ n —_
Ay =Ay+nl, 4, =4 —(2}1, 4, = w0, h=23,...,i. ©9)

Zauwazmy, ze wspotczynniki @; = —»'™ maleja do zera, gdy j rosnie do nieskoriczonosci.

J
Twierdzenie 1. Rozwiazanie rownania stanu (6a) z warunkami poczatkowymi (5) ma postaé

i—1
X =@x +®,_ (A4 + oy )x_+ ¥ D, ;Bu;, (10)
j=0

gdzie ®@; jest macierza podstawowa (tranzycyjna), spelnia ona rownanie

i+1

Dy =4y +n)P; + (4 + 0, )P, + X 0,D; ., =
i
=O,(4y+n)+ D, (4 +o, )+ Y 0,D;_; .,
=3
z warunkiem poczatkowym
@y =1, ®, =0 dlai<0, (12)

przy czym w; = —a)ﬁ.”) , gdzie a)f.”) wyznacza si¢ ze wzorow (2) lub (3).

Dowéd. Dowdd przeprowadzimy, podobnie jak w pracach [2, 4], korzystajac z
przeksztalcenia (transformaty) Z funkcji dyskretnych.

Dokonujac obustronnej transformaty Z rdwnania (6a) przy niezerowych warunkach
poczatkowych (5), otrzymamy

i+l .
zZX(z)—zxy + 2. a)ﬁ.")z_(f_])X(z) +oi"x | = A, X (2)+ A4z (X(z)+x,2)+BU(z). (13)
j=1
Po przeksztatceniach dostaniemy

X (@) =18 () - dgz + 4,272 g + (4 + 0, D25 + B2 U (2)) (14)

gdzie

1 i+l .
Nz =Yz, (15)
=0

Niech

- 4 + 422 = S o), (16)
i=0

wowczas rownanie (14) mozemy napisaé w postaci

X(2)= S0z (xy + (4 + @, D)z 'x, + Bz 'U(2)) 17)
i=0

Dokonujac odwrotnego przeksztalcenia Z otrzymamy rozwigzanie rownania réznicowego
utamkowego rzedu (6a) w postaci (10).
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Podstawiajac (16) do réwnosci [IA"(z7')— Ayz ' + 4z 2 JUA" (z7" ) = Az ' + 427217 =1,

otrzymamy
i+l . 1 5 ) .
| Yo"z |4z + 4277 | X027 | =1 (18)
J=0 J=0
Poréwnujac wspotczynniki przy tych samych potegach zmiennej z™', i=01,..., w (18)
otrzymamy
1w ogolnym przypadku zaleznos¢ (11). ]

Prawdziwo$¢ drugiej zaleznosci w (11) na wyznaczanie macierzy podstawowe] mozna
wykazaé podobnie jak w pracy [2] dla standardowego uktadu dyskretnego z opdznieniami.

Rozwiazanie (10) rownania stanu ukladu utamkowego mozna takze wyprowadzi¢ z
zaleznosci (7), wyznaczajac bezposrednio kolejne wartosci x;, i=0,1,2,...

3. DODATNI UKLAD ULAMKOWEGO RZEDU

Definicja 1. [3, 4] Uklad ulamkowy (4) nazywamy dodatnim (wewnetrznie), jezeli dla
nieyjemnych warunkéw poczatkowych x_; eﬂ%f , i=0,1, 1 kazdego nieujemnego ciagu

sterujacego u, € R”, i=0,1,..., zachodzi x, e RY i y, € R’ dla wszystkich i Z, .

Ponizsze lematy zostana wykorzystane do podania warunkow dodatniosci dyskretnego uktadu
utamkowego (4) z opdznieniem od stanu.

Lemat 1. [4] Jezeli utamkowy rzad » spetnia zalezno$¢

0<n<l, (20)

to wspofczynniki @; sa dodatnie, tzn.

0 =-o" :(_1)1'“(?}0. j=12,... 21)

Dowdéd lematu podany zostat w pracy [4].
Lemat 2. Jezeli utamkowy rzad » spehnia zalezno$¢ (20) i
Ay +nl e RN A+ 0,1 e RV (22)
to macierze podstawowe majq wszystkie elementy nieujemne, tzn.
O, eRVY, iez,. (23)

Dowdd lematu wynika wprost z zaleznosci (11) 1 zostal podany w pracy [4] stosujac metode
indukcji matematyczne;j.

Twierdzenie 2. Uklad dyskretny utamkowego rzedu (4), dla 0 <n <1, jest dodatni wtedy i
tylko wtedy, gdy

Ay+Ine RN A+ 0,0 e RV, Be RV, CeRPY, DeRP”, (24)
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Dowod. Dostatecznos$¢: Z lematu 2 wynika, ze jezeli zachodzi (22), to ®(i) eiRiV N dla
i=0,1,2,... Z (10) i (6b) wynika, Ze jezeli zachodzi (23) i (24), to dla x, e R, x, e R

iu, eR”, ieZ,, mamy x;, e R) oraz y, e R? dla wszystkich i e Z, .

s
Koniecznos¢: Niech u; =0 dla ieZ,. Wtedy z réwnania (7) dla i=0 otrzymamy
x, =(4y +nl)xy+ (A4 +w,)x_;, oraz z (6b) mamy y,=Cx,eR?, co implikuje
Ay +Ine RN i A+, eRYY oraz Ce RV, gdyz x,eRY i x, eRY moga byé
dowolne. Zakladajac z kolei x,,x , =0 z (7) dla i =0 otrzymamy x, = Bu, € R i z (6b)
mamy y, = Du, € R?, co implikuje Be RV i DeR”", gdyz u, € R” moze byé

dowolne.
|

4. OSIAGALNOSC DODATNIEGO UKLADU ULAMKOWEGO RZEDU

Niech ¢;, i=1,2,...,N, bedzie i-ta kolumna macierzy jednostkowej /. Kolumng ae; dla a >0
nazywamy kolumng monomialna.

Uwzgledniajac prace [1, 4, 11] mozemy sformutowaé podang ponizej definicj¢ osiagalnosci
dodatniego dyskretnego uktadu utamkowego z opdznieniem.

Definicja 2. Uktad utamkowy (4) nazywamy osiagalnym, jezeli dla kazdego stanu x, € in
istnieje taka liczba naturalna ¢ i ciag wymuszen u, eR7 dla i=0,12,.9g-1, ktory
przeprowadza uklad (4) z zerowego stanu poczatkowego (5) (tj. x_;, =x, =0) do zadanego

stanu koncowego x, € RY.

Twierdzenie 3. Dodatni uktad dyskretny ulamkowego rz¢du (4), dla 0 <n <1, jest osiagalny
w g krokach wtedy i tylko wtedy, gdy macierz osiagalnosci

R, =[B, ®B,..®,B] (25)

zawiera N liniowo niezaleznych kolumn monomialnych.

Dowo6d. Rozwiazanie rownania (6a) ma postac (10). Dla zerowych warunkéw poczatkowych
x_; =x,=0 oraz i =g mamy

X, =x, = jz::;d)qleu =R, (26)
gdzie macierz osiagalnosci ma postaé (25), zas ciag wymuszen
Uy
uf =| "2 27)
Uy

Z definicji 2 1 (26) wynika, ze dla dowolnego stanu x, € RY istnieje ciag nieujemnych ste-
rowan u; € R wtedy i tylko wtedy, gdy macierz R, (25) zawiera N liniowo niezaleznych

kolumn monomialnych. [ ]
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Jezeli jest spetnione twierdzenie 2, to ciag nieujemnych wymuszen u{ (27), ktory przepro-
wadza uktad (4) z zerowego stanu poczatkowego (5) (tj. x_, =x, =0) do zadanego stanu

koncowego x, e R z+v mozna wyznaczy¢ ze wzoru [1]

ud =RJ[R,R; 1" x,. (28)

5. STEROWALNOSC DODATNIEGO UKEADU ULAMKOWEGO RZEDU

W oparciu o prace [4, 9, 11] mozemy sformutowac podana ponizej definicje sterowalnosci do
zera dodatniego dyskretnego uktadu utamkowego z opdznieniem.

Definicja 3. Uktad utamkowy (4) nazywamy sterowalnym do zera, jezeli dla dowolnego nie-
zerowego stanu poczatkowego x_;,x, € € R} oraz stanu koficowego x, =0, istnieja: liczba

naturalna ¢ >0 i ciag sterowan u; e R", i=0,l,...,q—1, takie, ze uktad (4) jest sterowalny
do zera w g krokach.

Twierdzenie 4. Dodatni uktad dyskretny utamkowego rzgdu (4), dla 0 < n <1, jest sterowal-
ny do zera w g krokach wtedy 1 tylko wtedy, gdy

®©, =0, D (4 +0,])=0. (29)
Ponadto u; =0 dla i=0,1,...,g —1.

Dowod. Rozwiazanie rownania (6a) ma posta¢ (10). Dla zerowego stanu koncowego x, =0

oraz i = ¢ mozemy napisaé

0=, x)+ D, (4 +@,))x_, +Ruf, (30)
gdzie R, ma posta¢ (25), zas ug (27).
Dla skonczonego ¢ oraz A4, +w,l e RYY, ®(i)e RN, x ,x,eR" i R, e RV nie
istnieje dodatnie u{ € R?" spehiajace rownanie (30).
Dla uj =0 i R, € RN oraz dowolnych niezerowych warunkéw poczatkowych (5) row-
nos¢ (30) moze by¢ spetniona wtedy i1 tylko wtedy, gdy zachodza zaleznosci (29). |

Lemat 3. Dodatni uktadu dyskretny ulamkowego rzedu z opodznieniem od stanu (4), przy
0 < n <1, jest sterowalny do zera:

a) w g =1 kroku wtedy i tylko wtedy, gdy
Ay+nl =0, 4, +w,] =0, 31
b) w g =2 krokach wtedy i tylko wtedy, gdy
(4, +nD)* =0, A4 +w,]=0, (32)

c) w nieskonczenie wielu krokach wtedy i tylko wtedy, gdy jest stabilny asymptotycznie.
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Dowéd. Obliczajac kolejne macierze podstawowe @, dla i=1,2,... z zaleznosci (11), dosta-
niemy:
D, = A, +nl,
D, =07 + (4, + 0,])D,,
D, =D + D, (4 +0,])+ (4, + 0, )D, + 0, D, (33)

D, =D} + D7 (A + 0, 1)+ D, (A + 0, )P, + (4 + 0, )P} + (4, +0,])* +20,D, + 0, D,

D, =D + O (4 +w,]) +...+ 0,D,.
Z powyzszego wynika, ze warunki (29) beda spetnione wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodza
zaleznosci (31)1 g =1.
W przypadku b macierz A4, +nl/ jest macierza nilpotentna z indeksem nilpotentnosci p=2 1
macierz podstawowa @, = (I)l2 + (4, + 0,1)®, =0. Zatem warunki (29) beda spelnione wtedy
1 tylko wtedy, gdy zachodza zaleznosci (32) 1 g = 2.
W przypadku ¢ dla ! =0 réwnanie (30) moze by¢ spetnione tylko wtedy, gdy

q—©
dla kazdych x_j,x, e R}, a wigc gdy uklad jest stabilny asymptotycznie (§. @, —0, gdy
g—>oiaw,—>0). [ |

4. PRZYKLAD

Zbada¢ osiagalnos¢ i1 sterowalnos$¢ do zera dodatniego uktadu utamkowego rzedu z opodznie-
niem (4) o macierzach

-1/2 3/10 -1/8 0 0
A, = , A = , B=| | (35)
0 -1/2 0 -1/8 1

Najpierw sprawdzimy dla jakich wartosci utamkowego rzedu » uklad ten jest dodatni.

Z twierdzenia 2 mamy

-1/2+n  3/10 22 -1/8+ w, 0 NN
Ay +In= eRT, 4 +w,]= eR,™, (36)
0 —1/2+n 0 -1/8+ w,
wtedy 1 tylko wtedy gdy n=1/2, poniewaz ®, = -, :TZI/S.

Obliczajac macierz osiagalnosci (25) przy g =2 otrzymamy

0 3/10}

10 37

R, =[B, ®,B] {

Macierz (37) ma 2 liniowo niezalezne monomialne kolumny. Zatem dodatni uktad utamkowy
o macierzach (35) jest osiagalny w 2 krokach dla rzgdu utamkowego n=1/2.
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1
Obliczajac ug ze wzoru (28) dla stanu koncowego x, = {2} dostaniemy

) 0 3/101'1 2
ug:RZT[RzR;]lezL 0 } uz[lw}

W celu sprawdzenia otrzymanych wynikow wyznaczymy rozwiazanie rownania (4a) o ma-
cierzach (35) przy n=1/2, x_, =x,=0 oraz u, =10/3 1 u, =2.

(38)

Ze wzoru (7) dla i =0,1 odpowiednio otrzymamy

0 1
x, = Bu, = , Xy =(Ay +nl)x, +Bu, =| | 39
S PP o
Nastepnie zbadamy sterowalnos$¢ do zera dodatniego uktadu utamkowego przy n=1/2.
Obliczajac kolejne macierze podstawowe @, dla i=1,2,... z zaleznos$ci (11) dostaniemy:
0 3/10
D, =4,+nl = ,
0 0
) 00
©, =D + (4 +0,/)P = ,
00
o o 1/16 0 40)
= = .
U000 116

5/128 3/80

Z powyzszego wynika, ze punkt b lematu 3 jest spetniony. Dodatni uktad utamkowy (4)
o macierzach (35), przy n=1/2, jest sterowalny do zera w 2 krokach.

W celu sprawdzenia otrzymanych wynikow wyznaczymy rozwigzanie rownania (4a) o ma-

2 3
cierzach (35) przy n=1/2, x_, = [3} Xy = [J oraz u, =0 1 u; =0.

Ze wzoru (7) dla i =0,1 odpowiednio otrzymamy

3/10 3

3/10"{3

i
3

J

57

3

0 0]
0 0]
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4. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem osiagalnosci i sterowalnosci do zera dodatniego uktadu
dyskretnego utamkowego rzedu z opdznieniem. Podano podstawowe definicje oraz warunki,
jakie musza spetnia¢é macierze wystgpujace w réwnaniach stanu utamkowego rzedu, aby
uktad byt dodatni.

Podano kryteria osiggalnosci uktadu oraz metod¢ wyznaczania sterowania przeprowadzajace-
go rozpatrywane uktady z zerowego stanu poczatkowego do dowolnego zadanego nieujemne-
go stanu koncowego. Podano tez warunki sterowalnosci do zera dodatnich uktadéw utamko-
wych z op6znieniem.

Powyzsze rozwazania mozna latwo uogolni¢ na przypadek dodatniego utamkowego uktadu
dyskretnego z wieloma opoznieniami od stanu, jak 1 sterowania.
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