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dr in�. Wojciech Trzasko 
Politechnika Bia�ostocka w Bia�ymstoku  

OSI�GALNO�� I STEROWALNO�� DODATNICH UK�ADÓW
DYSKRETNYCH U�AMKOWEGO RZ�DU Z OPÓ�NIENIEM
W pracy rozpatrzono dodatnie uk�ady dyskretne u�amkowego rz�du liniowe sta-
cjonarne z opó�nieniem zmiennych stanu. Podano warunki, jakie musi spe�nia�
dyskretny uk�ad u�amkowego rz�du, aby by� uk�adem dodatnim. Sformu�owane
zosta�y warunki osi�galno�ci i sterowalno�ci do zera dla przypadku, gdy opó�nie-
nie od stanu jest równe jedno�ci. Rozwa�ania zilustrowano przyk�adem.

REACHABILITY AND CONTROLLABILITY OF POSITIVE 
FRACTIONAL DISCRETE-TIME SYSTEMS WITH DELAY

In the paper the positive fractional discrete-time linear systems with delay in state 
is considered. Necessary and sufficient conditions are established for the posi-
tivity, reachability and null controllability in case of delay in state is equal to one 
The considerations are illustrated by an example. 

1. WST�P
W uk�adach dodatnich sk�adowe wektorów wymusze�, warunków pocz�tkowych, stanu 
i wyj�cia przyjmuj� tylko warto�ci nieujemne. Przyk�ady dodatnich uk�adów liniowych s�
podane w monografii [3] oraz cytowanej tam literaturze.  
W teorii uk�adów dodatnich zamiast przestrzeni liniowych korzystamy z teorii sto�ków.
Teoria uk�adów dodatnich jest wi�c dziedzin� znacznie trudniejsz� i mniej zaawansowan� od 
klasycznej teorii uk�adów liniowych. Problem analizy i syntezy dodatnich uk�adów liniowych 
stacjonarnych z opó�nieniem od stanu jest tematem wielu publikacji w ostatnich kilku latach, 
np. [1, 3, 9, 11].
W ostatnich latach coraz cz��ciej wykorzystuje si� teori� rachunku ró�niczkowego u�amko-
wego rz�du [7, 8, 12] w zagadnieniach modelowania zjawisk fizycznych i projektowania re-
gulatorów u�amkowych dla uk�adów z opó�nieniem [5, 10]. W pracy [6] rozpatrzono problem 
sterowalno�ci i obserwowalno�ci ci�g�ego uk�adu u�amkowego rz�du.
W niniejszej pracy, wykorzystuj�c rezultaty prac [1, 3, 4, 9], rozpatrzymy problem 
osi�galno�ci i sterowalno�ci do zera dyskretnych dodatnich uk�adów u�amkowych liniowych 
stacjonarnych z jednym opó�nieniem od stanu. Najpierw podane zostan� podstawowe 
definicje i warunki, jakie musi spe�nia� dyskretny uk�ad u�amkowego rz�du z opó�nieniem, 
aby by� on uk�adem dodatnim. 

2. WPROWADZENIE 

Niech mN��  b�dzie zbiorem macierzy o wymiarach mN �  o rzeczywistych elementach 
oraz .1���� NN  Zbiór macierzy o wymiarach ,mN �  których elementami s� liczby 
rzeczywiste nieujemne, b�dziemy oznacza� przez ,mN�

��  przy czym .1�
�� ��� NN  Zbiór liczb 

ca�kowitych dodatnich b�dziemy oznacza� przez ,�Z  za� macierz jednostkow� o wymiarach 
NN �  przez .I
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Jako definicj� ró�niczko-ca�ki u�amkowego rz�du w pracy zosta�a przyj�ta definicja  
Grünwalda-Letnikova [7, 8, 12], która dla uk�adów dyskretnych ma posta�
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gdzie Rn�  jest u�amkowym rz�dem, a h  jest okresem próbkowania, ��Zi  jest numerem 
próbki, dla której jest obliczana ró�niczko-ca�ka. Gdy n jest dodatnie otrzymujemy wzór na 
ró�niczk�, dla n ujemnych mamy wzór na ca�k�, za� gdy 0�n  otrzymujemy t� sam� funkcj�.

Wspó�czynniki )(n
j�  zdefiniowane s� nast�puj�co [7] 
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lub korzystaj�c ze wzoru rekurencyjnego [12] 
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W dalszych rozwa�aniach przyjmiemy, �e .1�h
We�my pod uwag� dyskretny uk�ad liniowy z opó�nieniem od stanu, opisany równaniem 
stanu u�amkowego rz�du i równaniem wyj�cia

,1101 iiii
n BuxAxAx ���
 �� ,�� Zi    (4a) 

,iii DuCxy ��      (4b) 

gdzie ,N
ix �� ,m

iu �� p
iy �� , ,0

NNA ���  ,1
NNA ���  ,mNB ���  ,NpC ���

,mpD ���  przy warunkach pocz�tkowych

,)( N
i ixx �����  .1,0�i      (5) 

Uwzgl�dniaj�c definicj� Grünwalda-Letnikova (1) dla ,1�h  równania (4) mo�emy napisa� w 
postaci
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.iii DuCxy ��      (6b) 

Wyznaczaj�c wspó�czynniki )(n
j�  dla 2,1�j  i porz�dkuj�c równanie (6a) wzgl�dem 

kolejnych opó�nie� zmiennych stanu, otrzymamy inn� posta� równania stanu
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przy czym ,)(n
jj �� ��  gdzie )(n

j�  wyznacza si� ze wzorów (2) lub (3).
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	atwo zauwa�y�, �e u�amkowy uk�ad dyskretny (6) jest równowa�ny standardowemu 
uk�adowi dyskretnemu z niesko�czon� liczb� opó�nie� od zmiennych stanu [1]  
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gdzie macierze stanu maj� posta�
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Zauwa�my, �e wspó�czynniki )(n
jj �� ��  malej� do zera, gdy j  ro�nie do niesko�czono�ci.

Twierdzenie 1. Rozwi�zanie równania stanu (6a) z warunkami pocz�tkowymi (5) ma posta�
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gdzie i�  jest macierz� podstawow� (tranzycyjn�), spe�nia ona równanie 
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z warunkiem pocz�tkowym 
  ,0 I��  0�� i  dla ,0�i                   (12) 

przy czym ,)(n
jj �� ��  gdzie )(n

j�  wyznacza si� ze wzorów (2) lub (3).

Dowód. Dowód przeprowadzimy, podobnie jak w pracach [2, 4], korzystaj�c z 
przekszta�cenia (transformaty) Z funkcji dyskretnych. 
Dokonuj�c obustronnej transformaty Z  równania (6a) przy niezerowych warunkach 
pocz�tkowych (5), otrzymamy 
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Po przekszta�ceniach dostaniemy 
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wówczas równanie (14) mo�emy napisa� w postaci 

� �.)()()()( 1
1

1
210

0
zUBzxzIAxzizX

i

i �
�

��

�

� ������ �       (17) 

Dokonuj�c odwrotnego przekszta�cenia Z  otrzymamy rozwi�zanie równania ró�nicowego
u�amkowego rz�du (6a) w postaci (10). 
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Podstawiaj�c (16) do równo�ci IzAzAzIzAzAzI nn ���
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Porównuj�c wspó�czynniki przy tych samych pot�gach zmiennej ,iz �  ,,1,0 ��i  w (18) 
otrzymamy 

,0 I��  ,01 InA ���  ,)()( 021102 ������� IAInA �            (19) 

i w ogólnym przypadku zale�no�� (11).             �
Prawdziwo�� drugiej zale�no�ci w (11) na wyznaczanie macierzy podstawowej mo�na
wykaza� podobnie jak w pracy [2] dla standardowego uk�adu dyskretnego z opó�nieniami. 
Rozwi�zanie (10) równania stanu uk�adu u�amkowego mo�na tak�e wyprowadzi� z 
zale�no�ci (7), wyznaczaj�c bezpo�rednio kolejne warto�ci ,ix �,2,1,0�i

3. DODATNI UK�AD U�AMKOWEGO RZ�DU

Definicja 1. [3, 4] Uk�ad u�amkowy (4) nazywamy dodatnim (wewn�trznie), je�eli dla 
nieujemnych warunków pocz�tkowych ,N

ix �� ��  ,1,0�i  i ka�dego nieujemnego ci�gu

steruj�cego ,m
iu ���  ,,1,0 ��i  zachodzi N

ix ���  i p
iy ���  dla wszystkich ��Zi .

Poni�sze lematy zostan� wykorzystane do podania warunków dodatnio�ci dyskretnego uk�adu
u�amkowego (4) z opó�nieniem od stanu. 

Lemat 1. [4] Je�eli u�amkowy rz�d n  spe�nia zale�no��
  ,10 !� n            (20) 

to wspó�czynniki j�  s� dodatnie, tzn.

.0)1( 1)( "��
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Dowód lematu podany zosta� w pracy [4].

Lemat 2. Je�eli u�amkowy rz�d n  spe�nia zale�no�� (20) i

,0
NNnIA �

����  ,21
NNIA �

�����         (22) 

to macierze podstawowe maj� wszystkie elementy nieujemne, tzn.  

., �
�

� ���� ZiNN
i         (23) 

Dowód lematu wynika wprost z zale�no�ci (11) i zosta� podany w pracy [4] stosuj�c metod�
indukcji matematycznej.

Twierdzenie 2. Uk�ad dyskretny u�amkowego rz�du (4), dla ,10 !� n  jest dodatni wtedy i 
tylko wtedy, gdy

,0
NNInA �

����  ,21
NNIA �

�����  ,mNB �
���  ,NpC �

���  .mpD �
���         (24) 
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Dowód. Dostateczno��: Z lematu 2 wynika, �e je�eli zachodzi (22), to NNi �
���� )(  dla 

,...2,1,0�i  Z (10) i (6b) wynika, �e je�eli zachodzi (23) i (24), to dla ,0
Nx ��� Nx �� ��1

i ,m
iu ��� ,�� Zi  mamy N

ix ���  oraz p
iy ���  dla wszystkich .�� Zi

Konieczno��: Niech 0�iu  dla .�� Zi  Wtedy z równania (7) dla 0�i  otrzymamy 

121001 )()( ����� xIAxnIAx �  oraz z (6b) mamy ,00
pCxy ����  co implikuje 

NNRInA �
���0  i NNIA �

���� 21 �  oraz ,NpC �
���  gdy� Nx ���0  i Nx �� ��1  mog� by�

dowolne. Zak�adaj�c z kolei 0, 10 ��xx  z (7) dla 0�i  otrzymamy NBux ���� 01  i z (6b) 

mamy ,00
pDuy ����  co implikuje mNB �

���  i ,mpD �
���  gdy� mu ���0  mo�e by�

dowolne.
�

4. OSI�GALNO�� DODATNIEGO UK�ADU U�AMKOWEGO RZ�DU
Niech ,ie  ,,,2,1 Ni ��  b�dzie i-t� kolumna macierzy jednostkowej I. Kolumn� iae  dla 0"a
nazywamy kolumn� monomialn�.
Uwzgl�dniaj�c prace [1, 4, 11] mo�emy sformu�owa� podan� poni�ej definicj� osi�galno�ci
dodatniego dyskretnego uk�adu u�amkowego z opó�nieniem. 

Definicja 2. Uk�ad u�amkowy (4) nazywamy osi�galnym, je�eli dla ka�dego stanu N
fx ���

istnieje taka liczba naturalna q i ci�g wymusze� m
iu ���  dla ,1,...2,1,0 �� qi  który 

przeprowadza uk�ad (4) z zerowego stanu pocz�tkowego (5) (tj. 001 ��� xx ) do zadanego 

stanu ko�cowego .N
fx ���

Twierdzenie 3. Dodatni uk�ad dyskretny u�amkowego rz�du (4), dla ,10 !� n  jest osi�galny
w q krokach wtedy i tylko wtedy, gdy macierz osi�galno�ci

],...,,[: 11 BBBR qq ����            (25) 

zawiera N liniowo niezale�nych kolumn monomialnych. 
Dowód. Rozwi�zanie równania (6a) ma posta� (10). Dla zerowych warunków pocz�tkowych

001 ��� xx  oraz qi �  mamy 
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q
qjjqqf uRBuxx      (26) 

gdzie macierz osi�galno�ci ma posta� (25), za� ci�g wymusze�
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Z definicji 2 i (26) wynika, �e dla dowolnego stanu N
fx ���  istnieje ci�g nieujemnych ste-

rowa� m
iu ���  wtedy i tylko wtedy, gdy macierz qR  (25) zawiera N liniowo niezale�nych

kolumn monomialnych.                         �
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Je�eli jest spe�nione twierdzenie 2, to ci�g nieujemnych wymusze� qu0  (27), który przepro-
wadza uk�ad (4) z zerowego stanu pocz�tkowego (5) (tj. 001 ��� xx ) do zadanego stanu 

ko�cowego N
fx ���  mo�na wyznaczy� ze wzoru [1] 

 .][ 1TT
0 fqqq
q xRRRu ��         (28) 

5. STEROWALNO�� DODATNIEGO UK�ADU U�AMKOWEGO RZ�DU
W oparciu o prace [4, 9, 11] mo�emy sformu�owa� podan� poni�ej definicj� sterowalno�ci do 
zera dodatniego dyskretnego uk�adu u�amkowego z opó�nieniem. 

Definicja 3. Uk�ad u�amkowy (4) nazywamy sterowalnym do zera, je�eli dla dowolnego nie-
zerowego stanu pocz�tkowego nxx �� ���01,  oraz stanu ko�cowego 0�fx , istniej�: liczba 

naturalna 0"q  i ci�g sterowa� ,m
iu ���  ,1,...,1,0 �� qi  takie, �e uk�ad (4) jest sterowalny 

do zera w q krokach. 

Twierdzenie 4. Dodatni uk�ad dyskretny u�amkowego rz�du (4), dla ,10 !� n  jest sterowal-
ny do zera w q krokach wtedy i tylko wtedy, gdy

,0��q .0)( 211 ��� � IAq �              (29) 

Ponadto 0�iu  dla .1,...,1,0 �� qi

Dowód. Rozwi�zanie równania (6a) ma posta� (10). Dla zerowego stanu ko�cowego 0�fx
oraz qi �  mo�emy napisa�

,)(0 012110
q

qqq uRxIAx ������ �� �         (30) 

gdzie qR  ma posta� (25), za� qu0  (27). 

Dla sko�czonego q  oraz ,21
NNIA �

�����  ,)( NNi �
���� nxx �� ��01,  i qmN

qR �
���  nie 

istnieje dodatnie qmqu ���0  spe�niaj�ce równanie (30). 

Dla 00 �qu  i qmN
qR �

���  oraz dowolnych niezerowych warunków pocz�tkowych (5) rów-
no�� (30) mo�e by� spe�niona wtedy i tylko wtedy, gdy zachodz� zale�no�ci (29).        �
Lemat 3. Dodatni uk�adu dyskretny u�amkowego rz�du z opó�nieniem od stanu (4), przy 

,10 !� n  jest sterowalny do zera: 

a) w 1�q  kroku wtedy i tylko wtedy, gdy

,00 �� nIA ,021 �� IA �             (31) 

b) w 2�q  krokach wtedy i tylko wtedy, gdy

,0)( 2
0 �� nIA ,021 �� IA �             (32) 

c) w niesko�czenie wielu krokach wtedy i tylko wtedy, gdy jest stabilny asymptotycznie. 
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Dowód. Obliczaj�c kolejne macierze podstawowe i�  dla �,2,1�i  z zale�no�ci (11), dosta-
niemy:  

,01 nIA ���

,)( 021
2
12 ������ IA �

,)()( 03121211
3
13 ����������� ��� IAIA    (33) 

,2)()()()( 0413
2

21
2
121121121

2
1

4
14 ������������������� ������ IAIAIAIA

.)( 021
2

11 ��������� �
q

qq
q IA �� �

�

Z powy�szego wynika, �e warunki (29) b�d� spe�nione wtedy i tylko wtedy, gdy zachodz�
zale�no�ci (31) i .1�q

W przypadku b macierz nIA �0  jest macierz� nilpotentn� z indeksem nilpotentno�ci 2�#  i 

macierz podstawowa .0)( 021
2
12 ������� IA �  Zatem warunki (29) b�d� spe�nione wtedy 

i tylko wtedy, gdy zachodz� zale�no�ci (32) i .2�q

W przypadku c dla 00 �qu  równanie (30) mo�e by� spe�nione tylko wtedy, gdy

0lim 0 ��
�$

xqq
 i 0)(lim 1211 ��� ��

�$
xIAqq

�            (34) 

dla ka�dych ,, 01
nxx �� ��  a wi�c gdy uk�ad jest stabilny asymptotycznie (tj. ,0$�q  gdy 

�$q  i 0$q� ).                 �

4. PRZYK�AD
Zbada� osi�galno�� i sterowalno�� do zera dodatniego uk�adu u�amkowego rz�du z opó�nie-
niem (4) o macierzach
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Najpierw sprawdzimy dla jakich warto�ci u�amkowego rz�du n  uk�ad ten jest dodatni. 
Z twierdzenia 2 mamy 
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wtedy i tylko wtedy gdy ,2/1�n  poniewa� .8/1
2

)1()(
22 %

�
���

nnn��

Obliczaj�c macierz osi�galno�ci (25) przy 2�q  otrzymamy 

.
01
10/30

],[ 12 �
�

�
�
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��� BBR             (37) 

Macierz (37) ma 2 liniowo niezale�ne monomialne kolumny. Zatem dodatni uk�ad u�amkowy 
o macierzach (35) jest osi�galny w 2 krokach dla rz�du u�amkowego .2/1�n
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Obliczaj�c 2
0u  ze wzoru (28) dla stanu ko�cowego ,

2
1
�
�

�
�
�

 
�fx dostaniemy 
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W celu sprawdzenia otrzymanych wyników wyznaczymy rozwi�zanie równania (4a) o ma-
cierzach (35) przy ,2/1�n  001 ��� xx  oraz 3/100 �u  i .21 �u

Ze wzoru (7) dla 1,0�i  odpowiednio otrzymamy 
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Nast�pnie zbadamy sterowalno�� do zera dodatniego uk�adu u�amkowego przy .2/1�n
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Z powy�szego wynika, �e punkt b lematu 3 jest spe�niony. Dodatni uk�ad u�amkowy (4) 
o macierzach (35), przy ,2/1�n  jest sterowalny do zera w 2 krokach. 
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Ze wzoru (7) dla 1,0�i  odpowiednio otrzymamy 
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4. UWAGI KO�COWE
W pracy rozpatrzono problem osi�galno�ci i sterowalno�ci do zera dodatniego uk�adu
dyskretnego u�amkowego rz�du z opó�nieniem. Podano podstawowe definicje oraz warunki, 
jakie musz� spe�nia� macierze wyst�puj�ce w równaniach stanu u�amkowego rz�du, aby 
uk�ad by� dodatni.
Podano kryteria osi�galno�ci uk�adu oraz metod� wyznaczania sterowania przeprowadzaj�ce-
go rozpatrywane uk�ady z zerowego stanu pocz�tkowego do dowolnego zadanego nieujemne-
go stanu ko�cowego. Podano te� warunki sterowalno�ci do zera dodatnich uk�adów u�amko-
wych z opó�nieniem. 
Powy�sze rozwa�ania mo�na �atwo uogólni� na przypadek dodatniego u�amkowego uk�adu
dyskretnego z wieloma opó�nieniami od stanu, jak i sterowania. 
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