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WYZNACZANIE DODATNIEJ REALIZACJI DLA SINGULARNYCH 
LINIOWYCH UK�ADÓW HYBRYDOWYCH 

Sformu�owano problem realizacji dodatniej dla singularnych hybrydowych 
uk�adów dwuwymiarowych liniowych oraz zaproponowano metod� wyznaczania 
realizacji dodatniej dla danej transmitancji niew�a�ciwej na podstawie schematu 
zmiennych stanu. Ponadto przedstawiono warunki wystarczaj�ce na istnienie 
realizacji dodatniej dla danej transmitancji niew�a�ciwej. Podano równie�
procedur� wyznaczania realizacji dodatniej, któr� zilustrowano przyk�adem 
numerycznym.

COMPUTATION OF POSITIVE REALIZATIONS OF SINGULAR 
HYBRID LINEAR SYSTEMS 

The realization problem for 2D positive singular linear hybrid systems is 
formulated and a method based on the state variable diagram for finding 
a positive realization of a given improper transfer function is proposed. Sufficient 
conditions for the existence of a positive realization of a given improper transfer 
function are established. A procedure for computation of a positive realization is 
proposed and illustrated by a numerical example. 

1. WST�P
W uk�adach dodatnich wymuszenia, zmienne stanów oraz odpowiedzi przyjmuj� tylko 
warto�ci nieujemne. Taka sytuacja jest spotykana w wielu dziedzinach techniki, biologii, 
ekonomi, medycyny, itp. Przyk�adem mog� by� wymienniki ciep�a, kolumny destylacyjne, 
modele populacji, modele epidemiologiczne, modele zanieczyszczenia �rodowiska.
Ze wzgl�du na podane ograniczenia, w odró�nieniu od uk�adów standardowych, teoria 
uk�adów dodatnich opiera si� na przestrzeniach sto�ków. Teoria takich uk�adów jest 
trudniejsza i mniej zaawansowana. Literatura dotycz�ca uk�adów dodatnich jest do�� bogata 
[2, 9]. Problem realizacji dla ci�g�ych i dyskretnych uk�adów dodatnich z opó�nieniami jak 
i bez opó�nie	 by� rozpatrywany w pracach [1, 2, 9-14]. Osi�galno��, sterowalno��
i sterowanie z minimaln� energi� dla linowych dyskretnych uk�adów dodatnich 
z opó�nieniami by�y rozpatrywane w pracy [3]. Relatywna sterowalno�� stacjonarnych 
uk�adów hybrydowych by�y analizowane w pracy [20], natomiast obserwowalno�� liniowych 
uk�adów ró�niczkowo-algebraicznych z opó�nieniami by�a analizowana w pracy [21]. Nowa 
klasa dwuwymiarowych liniowych hybrydowych uk�adów dodatnich zosta�a zaproponowana 
w pracy [14]. Problem realizacji dodatniej dla tej klasy uk�adów zosta� rozpatrzony w pracy 
[6, 15] oraz dla klasy uk�adów z opó�nieniami w publikacjach [5, 7].  
G�ównym celem niniejszej pracy jest podanie nowej metody rozwi�zania zadania realizacji 
dodatniej dla singularnych hybrydowych dwuwymiarowych uk�adów liniowych na podstawie 
danej transmitancji niew�a�ciwej. Zostan� podane warunki wystarczaj�ce istnienia realizacji 
dodatniej dla danej transmitancji niew�a�ciwej oraz zostanie podane procedura wyznaczania 
tej realizacji. Procedura ta zostanie zilustrowana przyk�adem numerycznym. 
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2. INFORMACJE PODSTAWOWE I SFORMU�OWANIE ZADANIA 
Rozwa�my singularny uk�ad hybrydowy opisany równaniami 
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Warunki pocz�tkowe dla (1a) maj� posta�
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Zauwa�my, �e uk�ad hybrydowy (1) ma podobn� struktur� do modelu Roessera [5, 14, 17]. 

Niech mnR �
�  b�dzie zbiorem macierzy rzeczywistych o wymiarach mn�  z nieujemnymi 

elementami oraz 1�
�� � nn RR .

Definicja 1. Singularny uk�ad hybrydowy (1) jest nazywany (wewn�trznie) dodatnim, gdy 
1),(1
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Transmitancja uk�adu (1) jest dana zale�no�ci�
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Definicja 2. Macierze 21212221121121 ,,,,,,,,, CCBBAAAAEE  s� nazywane realizacj� dodatni�
danej transmitancji niew�a�ciwej, je�li spe�niaj� równanie (3). 
Problem realizacji mo�na sformu�owa� nast�puj�co.
Dana jest niew�a�ciwa transmitancja ),(),( zsRzsT mp�� , nale�y wyznaczy� jej realizacj�
dodatni� E, A, B, C.
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3. ROZWI�ZANIE ZADANIA 
Najpierw istot� proponowanej metody obja�nimy na przyk�adzie nast�puj�cej transmitancji 
uk�adu singularnego 
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Podana transmitancja jest niew�a�ciwa, gdy� stopie	 licznika jest wy�szy od stopnia 
mianownika. Mno��c licznik i mianownik tej transmitancji przez 22 �� zs  otrzymamy 
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Na podstawie zale�no�ci (7) rysujemy schemat zmiennych stanu przedstawiony na rysunku 1. 

Rys. 1. 
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Za zmienne stanu wybieramy wielko�ci wyj�ciowe cz�onów ca�kuj�cych ( ),(),,( 3,12,1 itxitx )
i opó�niaj�cych ( ),(),,(),,(),,( 4,23,22,21,2 itxitxitxitx ). Jako �e jest to uk�ad singularny, 
konieczne jest obranie jeszcze jednej zmiennej stanu oznaczonej jako ),(1,1 itx . Na podstawie 
schematu zmiennych stanu (rys. 1.) wypisujemy nast�puj�ce równania
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Zgodnie z definicj� 1 uk�ad opisany równaniami (1) jest uk�adem dodatnim, gdy w dowolnej 
chwili dla nieujemnych wymusze	 i warunków pocz�tkowych stan tego uk�adu w ka�dej
chwili jest nieujemny (wektory stanu ),(),,( 21 itxitx ) i odpowiedzi przyjmuj� warto�ci 
nieujemne. 
Prawdziwe jest wi�c nast�puj�ce twierdzenie: 

Twierdzenie 1. Uk�ad singularny o transmitancji (4) jest dodatni, gdy spe�nione s� dwa 
nast�puj�ce warunki: 

�� wszystkie wspó�czynniki licznika przyjmuj� warto�ci nieujemne, 
�� wszystkie wspó�czynniki mianownika przyjmuj� warto�ci nieujemne. 

Zapisuj�c równania (8) w postaci macierzowej otrzymamy:  
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Przy spe�nieniu warunków twierdzenia 1, dodatni� realizacj� transmitancji (4) singularnego 
uk�adu hybrydowego (1) s� macierze: 
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Uogólnimy powy�szy przyk�ad na dowoln� transmitancj� o postaci 
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gdzie 0111 ��� nqr , 0222 ��� nqr .

Mno��c licznik i mianownik tej transmitancji przez 21 qq zs ��  otrzymamy 
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Schemat zmiennych stanu w tym przypadku ma posta� jak na rysunku 2. 
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Rys. 2. 

Za zmienne stanu wybieramy wielko�ci wyj�ciowe cz�onów ca�kuj�cych 
( ),(,...),,(),,( 1,12,11,1 1

itxitxitx n � ) i opó�niaj�cych ( ),(...,),,(),,(
22,22,21,2 itxitxitx n ).

Na podstawie schematu zmiennych stanu (rys. 2.) wypisujemy nast�puj�ce równania 
ró�niczkowe i ró�nicowe 
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Definiuj�c wektory 
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równania (16) mo�emy napisa� w postaci 
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Zosta�o wi�c udowodnione nast�puj�ce twierdzenie 
Twierdzenie 2. Realizacja dodatnia uk�adu hybrydowego o danej transmitancji niew�a�ciwej
(11) istnieje wtedy, gdy wszystkie wspó�czynniki tej transmitancji s� nieujemne. 
Je�eli spe�nione jest twierdzenie 2 to realizacja dodatnia dla danej transmitancji niew�a�ciwej
uk�adu hybrydowego mo�na wyznaczy� korzystaj�c z nast�puj�cej procedury: 
Procedura.
Krok 1. Dan� transmitancj� o postaci (11) sprowadzamy do postaci (13) i wyznaczamy 

zale�no�ci (13), 
Krok 2. Na podstawie równa	 (13) rysujemy schemat jak na rysunku 2,  
Krok 3. Wybieramy zmienne stanu i wypisujemy równania (14), 
Krok 4. Na podstawie równa	 (14) wyznaczamy poszukiwan� realizacj� transmitancji (11) 

o postaci (17). 

4. PRZYK�AD
Dana jest transmitancja niew�a�ciwa o postaci 
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nale�y wyznaczy� jej realizacj� dodatni� (17). W tym przypadku 0111 ��� nqr  i 
1222 ��� nqr .

Stosuj�c Procedur� otrzymamy 
Krok 1. Mno��c licznik i mianownik transmitancji (18) przez 21 �� zs  otrzymamy 
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Krok 2. Schemat zmiennych stanu ma posta� jak na rys. 3 

Rys. 3. 
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Krok 3. Na podstawie powy�szego schematu (rys. 3) wypisujemy równania stanu  
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Krok 4. Poszukiwana realizacja ma posta�
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5. PODSUMOWANIE 
Podano now� metod� wyznaczania realizacji dodatniej singularnych hybrydowych 
dwuwymiarowych uk�adów liniowych na podstawie danej transmitancji niew�a�ciwej. 
Sformu�owane zosta�y warunki wystarczaj�ce istnienia dodatniej realizacji dla danej 
transmitancji niew�a�ciwej. Zaproponowano procedur� wyznaczania realizacji dodatniej oraz 
zilustrowano t� procedur� przyk�adem numerycznym. Problemem otwartym jest 
sformu�owanie warunków koniecznych i wystarczaj�cych istnienia rozwi�zania problemu 
realizacji dodatniej dla hybrydowych uk�adów dwuwymiarowych. 
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