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WYZNACZANIE DODATNIEJ REALIZACJI DLA SINGULARNYCH
LINIOWYCH UKLADOW HYBRYDOWYCH

Sformutowano problem realizacji dodatniej dla singularnych hybrydowych
ukladow dwuwymiarowych liniowych oraz zaproponowano metode wyznaczania
realizacji dodatniej dla danej transmitancji niewlasciwej na podstawie schematu
zmiennych stanu. Ponadto przedstawiono warunki wystarczajqce na istnienie
realizacji dodatniej dla danej transmitancji niewlasciwej. Podano rowniez
procedure wyznaczania realizacji dodatniej, ktorq zilustrowano przykiadem
numerycznym.

COMPUTATION OF POSITIVE REALIZATIONS OF SINGULAR
HYBRID LINEAR SYSTEMS

The realization problem for 2D positive singular linear hybrid systems is
formulated and a method based on the state variable diagram for finding
a positive realization of a given improper transfer function is proposed. Sufficient
conditions for the existence of a positive realization of a given improper transfer
function are established. A procedure for computation of a positive realization is
proposed and illustrated by a numerical example.

1. WSTEP

W uktadach dodatnich wymuszenia, zmienne stanow oraz odpowiedzi przyjmuja tylko
warto$ci nieujemne. Taka sytuacja jest spotykana w wielu dziedzinach techniki, biologii,
ekonomi, medycyny, itp. Przykladem moga by¢ wymienniki ciepta, kolumny destylacyjne,
modele populacji, modele epidemiologiczne, modele zanieczyszczenia $rodowiska.
Ze wzgledu na podane ograniczenia, w odréznieniu od uktadéw standardowych, teoria
uktadéw dodatnich opiera si¢ na przestrzeniach stozkéw. Teoria takich ukladoéw jest
trudniejsza 1 mniej zaawansowana. Literatura dotyczaca uktadéw dodatnich jest dos¢ bogata
[2, 9]. Problem realizacji dla ciagtych i1 dyskretnych uktadow dodatnich z opdznieniami jak
1bez opoznien byl rozpatrywany w pracach [1, 2, 9-14]. Osiagalnos$¢, sterowalnosc
isterowanie z minimalna energia dla linowych dyskretnych ukladéw dodatnich
z opoznieniami byly rozpatrywane w pracy [3]. Relatywna sterowalnos$¢ stacjonarnych
uktadéw hybrydowych byly analizowane w pracy [20], natomiast obserwowalno$¢ liniowych
uktadéw rézniczkowo-algebraicznych z opdznieniami byta analizowana w pracy [21]. Nowa
klasa dwuwymiarowych liniowych hybrydowych uktadéw dodatnich zostata zaproponowana
w pracy [14]. Problem realizacji dodatniej dla tej klasy ukladow zostat rozpatrzony w pracy
[6, 15] oraz dla klasy uktadéw z opdznieniami w publikacjach [5, 7].

Glownym celem niniejszej pracy jest podanie nowej metody rozwiazania zadania realizacji
dodatniej dla singularnych hybrydowych dwuwymiarowych uktadéw liniowych na podstawie
danej transmitancji niewlasciwej. Zostang podane warunki wystarczajace istnienia realizacji
dodatniej dla danej transmitancji niewlasciwej oraz zostanie podane procedura wyznaczania
tej realizacji. Procedura ta zostanie zilustrowana przyktadem numerycznym.
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2. INFORMACJE PODSTAWOWE I SFORMULOWANIE ZADANIA
Rozwazmy singularny uktad hybrydowy opisany réwnaniami

{El 0}{ xl(t,z‘)} {A“ Au}{xl(t,i)} {B} .

. = R u(t,i) (1a)
0 E, | x,(i+]) A4, A, || x@i)| | B,
xl(t,i)}

x,(t,0)

ox, (¢,1)

y(t,i)=[C, 02]{ (1b)

gdzie teR, =[0,4], i€Z , X(t,i)= , x,(t,i)eR", x,(t,i)e R™, u(t,i)e R",

y(t,i)e R” oraz E, A, B,C sa macierzami rzeczywistymi o odpowiednich wymiarach.

E 0
W przypadku uktadu singularnego zaktada sig, ze det[ 01 £ }20 oraz ze pgk speinia
2

-~ Es 0 A4, A,
warunek regularno$ci det - #0.
0 E,z| |4, A,

Warunki poczatkowe dla (1a) maja postac
x,(0,i)=x,(i),ieZ, 1x,t0)=x,(),1€R, )

Zauwazmy, ze uktad hybrydowy (1) ma podobna struktur¢ do modelu Roessera [5, 14, 17].

Niech R™™ bedzie zbiorem macierzy rzeczywistych o wymiarach nxm z nieujemnymi

elementami oraz R" = R .

Definicja 1. Singularny uktad hybrydowy (1) jest nazywany (wewngtrznie) dodatnim, gdy
x,(t,i)eR", x,(t,i)eR”* 1 y(t,i)eR", teR_, ieZ, dla dowolnych warunkow
poczatkowych x,(i)eR!, ieZ, , x,(t)eR’*, teR,  oraz wszystkich wymuszen
u(t,iyeR",teR, ,ieZ,.

+ 9

Transmitancja uktadu (1) jest dana zaleznoScia

Es—A 4, TTB
T(s,2)=C, CQ]{ o } { } 3)
— Ay 2Z T Ay B,

Definicja 2. Macierze E|,E,,A4,,,4,,,4,,,4,,,B,,B,,C,,C, sa nazywane realizacja dodatnia
danej transmitancji niewtasciwej, jesli speiniaja rdwnanie (3).

Problem realizacji mozna sformutowaé nastgpujaco.

Dana jest niewlasciwa transmitancja 7'(s,z) € R”"(s,z), nalezy wyznaczy¢ jej realizacjg
dodatnia E, 4, B, C.
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3. ROZWIAZANIE ZADANIA

Najpierw istot¢ proponowanej metody objasnimy na przyktadzie nastgpujacej transmitancji
uktadu singularnego

2.2 2 2 2 2
b,,s°z" + b, 8"z 4 b,sz" + b,y + by,z" + b, 52+ byys + by, z + by,

T(s,z)= “4)

Sz+a,, s +ay,z+ay

Podana transmitancja jest niewlasciwa, gdyz stopien licznika jest wyzszy od stopnia
mianownika. Mnozac licznik i mianownik tej transmitancji przez s “z > otrzymamy

-1 -1 -2 -2 11 1o ] I
T(s Z):b22+b212 +b,8" +byyz +bys T +bys 2 +bys zT by s Tz +bys Tz =£(5)
’ 11 2 o )
STz 4a,s z +a,S z +a,s z U
Definiujac
U
Es— 55 (6)
Sz +a,s z tays z +tay,s z
z (5) i (6) otrzymamy
U—(s"'z" +ays 27 +ay,s7z +aes 7z )E=0 7

Y =(by, +byz" +b,s +byyz 7 +bys T b, sz +bys Tz +bys Tz +bys 2z )E

Na podstawie zaleznosci (7) rysujemy schemat zmiennych stanu przedstawiony na rysunku 1.

szz bz h02 4z

h b21 F
> d1
bZz0
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Rys. 1.
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Za zmienne stanu wybieramy wielkosci wyjsciowe cztonow catkujacych (x, ,(4,i), x5(¢,i))
iopozniajacych (x,,(2,1), x,,(t,0), x,5(¢,0), x,,(t,i)). Jako ze jest to uklad singularny,
konieczne jest obranie jeszcze jednej zmiennej stanu oznaczonej jako x,,(z,7). Na podstawie

schematu zmiennych stanu (rys. 1.) wypisujemy nastepujace rownania

0=—x,,(t,i)+u(t,i)

X, (8,0) = x,, (2,1)

X3 (,0) = x,,(2,1)

Xy (8,1 +1) = agy x5 (2,0) + X, (4,0) + x5, (2,1) ®)

Xy (2,1 +1) = agox,5(1,0) + a,x,, (2, 1)

X5 (1,0 +1) = by x5 (8,1) + by X, (£,1) + by xy (8,0) + 3, (1, 1)

X4 (1,0 +1) = boo x5 (2,0) + by x,, (2,0) + Dy x,, (2,1)

Y(t,0) = by X3 (£,0) + by, (1,0) + by, (2,1) + x5 (2, 1)
Zgodnie z definicja 1 uktad opisany rownaniami (1) jest uktadem dodatnim, gdy w dowolne;j
chwili dla nieujemnych wymuszen i1 warunkéw poczatkowych stan tego uktadu w kazdej
chwili jest nieujemny (wektory stanu x,(¢,i), x,(z,i)) 1 odpowiedzi przyjmuja wartosci
nieujemne.

Prawdziwe jest wigc nastgpujace twierdzenie:
Twierdzenie 1. Ukltad singularny o transmitancji (4) jest dodatni, gdy spelnione sa dwa
nastepujace warunki:

e wszystkie wspdtczynniki licznika przyjmujg wartosci nieujemne,

e wszystkie wspdtczynniki mianownika przyjmuja wartosci nieujemne.

Zapisujac rownania (8) w postaci macierzowej otrzymamy:

00000O0O0OO0[ x,,6/ ]| [O 0 0 =100 0fx,tD)] [1
01 00 0 0 Off x,(9) 1 0 0 0 0 0 Ofx,(@i0) 0
001 0 0 0 Of x5(,0) 0 1 0 0 0 0 O0}x;(@i) 0
000100 O0fx,i+Dh|=[0 1 a, 0 0 0 Ofx,(si)|+|0u(,i)
00 0 0 1 0 Ofxy,(t,i+]D 0 a, a, 0 0 0 O}x,(i) 0
00 0 0 0 1 Offxyti+)) by, b, by, 0 0 0 1]|x;(i) 0
00 00 0 0 1|x,@i+l)| |by by by 0 0 0 O0fx,(#i)]| |O] 9
_xn(tai)_ )
x,(8,1)
x5(2,7)
J’(tai):[bzz b, b, 0 01 O] Xy, (2,1)
Xy (1,1)
X, (2,0)
| X5 (2,7) |
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Przy spetieniu warunkow twierdzenia 1, dodatnig realizacja transmitancji (4) singularnego

uktadu hybrydowego (1) s macierze:

00000 0 O] [0 0 0 -1 0 0 O]
0100000 1 0 0 0 000
0010000 0 1 0 0 000
E=[0 001 000, A4=/0 1 a O 0 0 0|, B=
0000100 0 a, a, 0 0 0 0
0000O0T1O0 by, b, b, 0 0 0 1
000000 1] by by by O 0 0 O]
C:[bzz b12 boz 0 01 0]

+j#n+n,

gdzie n=q,—n, >0, r,=q,—n, >0.
Mnozac licznik i mianownik tej transmitancji przez s “z"* otrzymamy

-1 -1 -4 =4
+b, 1,8 +b, 1z H.tbys Mz "

T(S,Z) — bql 92 91-1.q,

i, =1 ,~(r+l)
+a,, S 'z +a

g =(n+1) 1

4 59
S z +"'+a()OS z

m—1,n,

Definiujemy

U - (S—Vlz—rz +a, _IS—VIZ—(rzH) +a, -(n+) n
>12

m —1,n,

_ -1 -1 -4 0
Y—(bql,qz+bql_1,q2s +bql,qz_,z .ot byys "z ?)E

Schemat zmiennych stanu w tym przypadku ma posta¢ jak na rysunku 2.

S O O O O o =

b

s+ ags "z P)E=0

(10)

(In

(13)
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Za zmienne stanu  wybieramy  wielkosci  wyjsciowe  czionéow  catkujacych
(x,,(8,0), x,(t,0), ... ,x,,(40))1opozniajacych (x,,(t,0), x,,(t,0), ..., X,,, (£,0)).
Na podstawie schematu zmiennych stanu (rys. 2.) wypisujemy nastgpujace rdéwnania
rézniczkowe i roznicowe

0=—x,,(t,i)+u(t,i)

Xy, (1,0) = x,,(1,1)

X5(t,0) = x,,(2,7)

xl,nﬁl (lﬁ l) = ‘xl,n1 (tﬁ l)

X, (t,i+1)=x,(2,0) + anlfl,nzxn(t, i+...+ Ay X1 1 (t,0) +x,,(,0)

Xy (2,0 +1) = a, ,n2—1x12(t’ i)+ anl—l,n2—1x13(t’ D+..+ Ay 1K1 11 (2,1) + x5 (2,1)

X2 -1 (¢,i+1)= an,,l'le(t: i)+ an171,1x13(ta D+..+ o1 X1 11 (&,0+ X2, (2,1)
Xom, (t,i+1)= a, oXn (¢,0)+ a, 1,0%13 (&) +...+ Ao X1 41 (¢,1)

Xy (it ) =b,  x,@0D)+b, ., X, (80) 4Dy, X, (6D +x,, 5 (2,1)

X3 20,1 (ti+1)= bql’lx” (¢,i)+ bql-1,1x12(fa D+..+ 501x1,n1+1 (¢,i)+ X320, (2,7)
X220, (ti+1)= bq],ox” (t,i)+ bql_ljoxlz(t, D+..+ booxm1+1 (2,7)

: : . : : (14)
wt,i)=>5,  x, @) +b, ,, x,(t,)+..+ by, X, ({,0))+x,, ,(1,0)
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Definiujac wektory
x,,(2,1) x,,(2,1)
x,(t,0) = : , X, (t,0) = : (15)

X111 (¢,1) X2,2m, (¢,1)

rownania (16) mozemy napisa¢ w postaci

{El 0}{ )'cl(t,i)} {A“ Alz}{xl(z,i)} {Bl} ,
] = T+ u(t,i)
0 E,|x,(i+]) 4, A4, | xti)| |B,

(16)
yni=[c C,] 00
’ BN ()
gdzie
0 O
E'{o I }R(mﬂw’a E =1,
0 0 ... 0 O] L0 0
10 .. 00 0 omo (17)
A,=l0 1 .. 0 0|eR"P"D 4 = o T e R
T 0 0 ... 0
00 .. 1 0]
A
Ay, :{ 211} e R+ Ay, = [0]6 RO
4,
1 A, 1, e Gy,
Dym-1 Dyt Doyl
A,,= 0 0 a, o A, 9 - Gy eR(z"ﬂ’Z”)x("‘”),
mt.g-l 0t b”laqu b"lfla‘lz*1 b"lfzaqul bo’qu
L m+1,0 n,0 bq]—l,O bql—Z,O bOO i
0 Inz_1 0 0
0 0 0
4 = €R2n2><2n2’ 17
22 0 0 0 - (17)
0 0 0 0

B = (.) eR"™, B,=[0]eR™, Cl=[bq],qz bo,qz]eRlx("‘“), ¢ =[c, C,ler™,

C,=[0]eR™, C,,=[1 0 .. 0]eR™™
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Zostato wigc udowodnione nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 2. Realizacja dodatnia uktadu hybrydowego o danej transmitancji niewlasciwe;j
(11) istnieje wtedy, gdy wszystkie wspolczynniki tej transmitancji sa nieujemne.

Jezeli spetnione jest twierdzenie 2 to realizacja dodatnia dla danej transmitancji niewlasciwej
uktadu hybrydowego mozna wyznaczy¢ korzystajac z nastepujacej procedury:

Procedura.

Krok 1. Dang transmitancj¢ o postaci (11) sprowadzamy do postaci (13) i wyznaczamy
zaleznosci (13),

Krok 2. Na podstawie rownan (13) rysujemy schemat jak na rysunku 2,

Krok 3. Wybieramy zmienne stanu i wypisujemy rownania (14),

Krok 4. Na podstawie rownan (14) wyznaczamy poszukiwang realizacj¢ transmitancji (11)
o postaci (17).

4. PRZYKLAD
Dana jest transmitancja niewlasciwa o postaci
T(S,Z)ZSZZ+2Z2+3SZ+4S+5Z+6 (18)
sz+7s+8z+9
nalezy wyznaczy¢ jej realizacj¢ dodatnig (17). W tym przypadku r, = ¢, —n, =0 1

n=q,—n,=1.
Stosujac Procedurg otrzymamy
Krok 1. Mnozac licznik i mianownik transmitancji (18) przez s 'z otrzymamy

1425 43z +4z72 455727 465727 Y
T S,Z)= = 19
(,2) 24727 4+8s 'z 49571272 U (19)

oraz
U-(z"'+7z7+8s 'z +95s7'22)E=0 (20)
Y=(1+2s"+3z" +4z7 +5s7'z7" +65'27°)E

Krok 2. Schemat zmiennych stanu ma posta¢ jak na rys. 3

»is, s, ol
\?/xz.s
b
p

z

[

-

)
2 |

2.4

=
41 ®1.2]

3
1RY Y

V4

¥
& M=
T

N PYRIN

V!

2.1 Rys. 3.
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Krok 3. Na podstawie powyzszego schematu (rys. 3) wypisujemy réwnania stanu
0=—x,,(t,i)+u(t,i
X (2,1) = x, (4,7)
Xy (2,0 +1) =x,,(2,0) +8x,,(¢,i) + x,, (¢,1)
Xy, (t,i+1)=T7x,,(¢,i) +9x,,(,i) (21)
Xy (t,i+1) =3x,,(t,0) + 5x,,(¢,1) + x,,(¢,7)
Xy, (t,i+1)=4x,,(t,i)+6x,,(,i)
Y(t,0) = x,,(¢,1) + 2x,, (¢,1) + x5 (£,1)

Krok 4. Poszukiwana realizacja ma postaé

000000 00 -1000 1
010000 10 0 000 0
001000 18 0 100 0
E= , A= , B=| |, c=[l 2 0 0 1 0](22)
0007100 79 0 000 0
000010 350 001 0
00000 1] 46 0 0 0 0] 0

5. PODSUMOWANIE

Podano nowa metod¢ wyznaczania realizacji dodatniej singularnych hybrydowych
dwuwymiarowych uktadéw liniowych na podstawie danej transmitancji niewlasciwe;.
Sformutowane zostaly warunki wystarczajace istnienia dodatniej realizacji dla danej
transmitancji niewltasciwej. Zaproponowano procedure wyznaczania realizacji dodatniej oraz
zilustrowano t¢ procedure przykladem numerycznym. Problemem otwartym jest
sformutowanie warunkéw koniecznych 1 wystarczajacych istnienia rozwigzania problemu
realizacji dodatniej dla hybrydowych uktadéw dwuwymiarowych.

LITERATURA

[1] L. Benvenuti and L. Farina: A tutorial on the positive realization problem, IEEE
Trans. Autom. Control, vol. 49, No 5, 2004, pp. 651-664.

[2] L. Farina and S. Rinaldi: Positive Linear Systems, Theory and Applications, J. Wiley,
New York, 2000.

[3] T. Kaczorek and M. Bustowicz: Reachability and minimum energy control of positive
linear discrete-time systems with one delay, 12™ Mediterranean Conference on
Control and Automation, June 6-9, 2004, Kusadasi, Izmir, Turkey.

[4] T. Kaczorek and M. Bustowicz: Minimal realization problem for positive
multivariable linear systems with delay, Int. J. Appl. Math. Comput. Sci., Vol. 14,
No. 2, 2004, pp. 181-187.

[5] T. Kaczorek and L. Sajewski: Computation of positive realization of MIMO hybrid
linear systems with delays using the state variable diagram method, 16™ International
Conference on Systems Science, Wroctaw 4 — 6 Wrzesien 2007, Vol. 1, 2007,
pp- 150-160.



Pomiary Automatyka Robotyka 2/2008

[6]

[7]

[8]
[9]
[10]

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]

[16]
[17]

[18]
[19]

[20]

[21]

[22]

T. Kaczorek and L. Sajewski: Computation of positive realization of MIMO hybrid
linear systems using the state variable diagram method, Archives of Control Sciences
—Vol. 17,2007, No.1 pp. 5-21.

T. Kaczorek and L. Sajewski: Realization problem for positive 2D hybrid systems
with one delay in state and input vectors, 8" International Workshop ,,Computational
Problems of Electrical Engineering”, Wilkasy 14 — 16 wrzesien 2007, Przeglad
Elektrotechniczny — 2/2007, pp. 242-246.

T. Kaczorek: Some recent developments in positive systems, Proc. 7th Conference of
Dynamical Systems Theory and Applications, pp. 25-35, £.6dZ 2003.

T. Kaczorek: Positive 1D and 2D systems, Springer Verlag, London 2002.

T. Kaczorek: A realization problem for positive continues-time linear systems with
reduced numbers of delay, Int. J. Appl. Math. Comp. Sci. 2006, Vol. 16, No. 3,
pp- 325-331.

T. Kaczorek: Realization problem for positive multivariable discrete-time linear
systems with delays in the state vector and inputs, Int. J. Appl. Math. Comp. Sci. 2006,
Vol. 16, No. 2, pp. 101-106.

T. Kaczorek: Realization problem for positive discrete-time systems with delay,
System Science, Vol. 30, No. 4, 2004, pp. 117-130.

T. Kaczorek: Positive minimal realizations for singular discrete-time systems with
delays in state and delays in control, Bull. Pol. Acad. Sci. Techn., Vol 53, No 3, 2005,
pp. 293-298.

T. Kaczorek: Positive 2D hybrid linear systems, Proc. Inter. Conf. Numerical Linear
Algebra in Signals Systems and Control 2007.

T. Kaczorek: Realization problem for positive 2D hybrid systems, Submitted to
COMPEL.

T. Kaczorek: Two-Dimensional Linear Systems, Springer Verlag, Berlin 1985.

T. Kaczorek: Determination of singular positive realization of improper transfer
function of 2D linear systems, SMC Zakopane 2007.

J. Klamka: Controllability of Dynamical Systems, Kluwer Academic Publ., Dordrecht,
1991.

J. Kurek: The general state-space model for a two-dimensional linear digital system,
IEEE Trans. Austom. Contr. AC-30 , June 1985, pp. 600-602.

V. M. Marchenko and O. N. Poddubnaya: Relative controllability of stationary hybrid
systems, 10th IEEE Int. Conf. on Methods and Models in Automation and Robotics,
30 Aug. -2 Sept. 2004, Migdzyzdroje, Poland pp. 267-272.

V. M. Marchenko, O. N. Poddubnaya, Z. Zaczkiewicz: On the observability of linear
differential-algebraic systems with delays, IEEE Trans. Autom. Contr. Vol. 51, No. 8,
2006, pp. 1387-1392.

R. B. Roesser: 4 discrete state-space model for linear image processing, IEEE Trans.
on Automatic Control, AC-20, 1 (1975), pp. 1-10.

a47



