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IDENTYFIKACJA REKURENCYJNYCH MODELI 
NEURONOWYCH TYPU RBF 

W pracy omówiono algorytm identyfikacji (uczenia) rekurencyjnych sieci neuro-
nowych typu RBF (ang. Radial Basis Function), które mog� by� zastosowanie 
w modelowaniu nieliniowych procesów dynamicznych. W porównaniu z po-
wszechnie stosowanym klasycznym algorytmem wstecznej propagacji b��dów, któ-
ry prowadzi do wyznaczenia modeli s�u��cych do predykcji jednokrokowej, pro-
ponowany algorytm umo�liwia identyfikacj� predyktorów wielokrokowych. Przed-
stawiony algorytm wykorzystano do modelowania reaktora chemicznego. 

IDENTIFICATION OF RECURRENT RBF NEURAL MODELS 
This paper details an identification (training) algorithm of RBF (Radial Basis 
Function) recurrent neural networks which can be used for modelling nonlinear 
dynamic processes. In comparison with the widely used classical backpropagation 
algorithm, which leads to one-step ahead predictors, the described one results in 
many-steps ahead predictors. The algorithm is used for modelling a chemical  
reactor.

1. WST�P
Warunkiem prawid�owego funkcjonowania zaawansowanych algorytmów regulacji, przede 
wszystkim algorytmów regulacji predykcyjnej [15, 21, 22], oraz algorytmów diagnostyki 
[8, 9] jest znajomo�� dok�adnych modeli dynamicznych procesów. Cho� teoretycznie mo�na 
wykorzysta� modele fizykochemiczne, z praktycznego punktu widzenia rozwi�zanie takie ma 
kilka wad. Opracowanie modeli fizykochemicznych wymaga dog��bnej wiedzy technologicz-
nej, jest zwykle d�ugotrwa�e i kosztowne, powa�n� trudno�ci� mo�e okaza� si� konieczno��
empirycznego wyznaczenia warto�ci parametrów, np. szybko�ci reakcji chemicznych. Modele 
fizykochemiczne s� zwykle bardzo z�o�one (nieliniowe uk�ady równa� ró�niczkowych i alge-
braicznych), ich bezpo�rednie zastosowanie w algorytmach regulacji i diagnostyki nie jest 
zazwyczaj mo�liwe, poniewa� podczas ich rozwi�zywania mog� wyst�pi� problemy nume-
ryczne.
W zaawansowanych algorytmach regulacji i diagnostyki bardzo cz�sto wykorzystuje si� mo-
dele neuronowe [7, 8, 9, 14, 16, 18, 19, 22, 23]. Modele neuronowe charakteryzuj� si� bardzo 
du�� dok�adno�ci�. Dowiedziono mianowicie, �e s� one w stanie aproksymowa� dowoln�
funkcj� nieliniow� z zadan� dok�adno�ci� [6]. Co wi�cej, modele neuronowe, w przeciwie�-
stwie do modeli wykorzystuj�cych zasady logiki rozmytej, maj� stosunkowo ma�o parame-
trów, nie wyst�puje tzw. zjawisko „przekle�stwa wymiarowo�ci”, polegaj�ce na gwa�townym 
zwi�kszaniu ilo�ci parametrów przy wzro�cie ilo�ci argumentów. Modele neuronowe bezpo-
�rednio obliczaj� wyj�cie na podstawie wej��, w przeciwie�stwie do modeli fizykochemicz-
nych nie rozwi�zuje si� cyklicznie uk�adów równa� ró�niczkowych, w których mog�
wyst�pi� problemy numeryczne. Warto podkre�li�, �e sieci neuronowe mog� by� stosunkowo 
�atwo wykorzystane w ró�nych odmianach algorytmów regulacji predykcyjnej i diagnostyki. 
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Modele neuronowe s� modelami empirycznymi, ich struktura dobierana jest arbitralnie, na-
tomiast parametry wyznaczane w trakcie procesu identyfikacji (uczenia) przy wykorzystaniu 
danych zarejestrowanych w trakcie dzia�ania procesu. Z punktu widzenia dok�adno�ci mode-
lu, a tym samym skuteczno�ci projektowanego nast�pnie algorytmu regulacji lub diagnostyki, 
kluczowe znaczenie ma algorytm identyfikacji modelu. Zastosowanie klasycznego algorytmu 
uczenia sieci neuronowej (algorytm wstecznej propagacji b��dów) [2, 4, 17, 20] w celu iden-
tyfikacji modelu procesu dynamicznego prowadzi do wyznaczenia predyktora jednokrokowe-
go (ARX, ang. Auto Regressive with eXogenous input). Wykorzystanie takiego modelu do 
predykcji kilka kroków do przodu, co jest niezb�dne przy prognozowaniu, w algorytmach 
regulacji predykcyjnej i w zagadnieniach diagnostyki, jest zwykle problematyczne. Dlatego 
te� warto zastosowa� uczenie rekurencyjne sieci neuronowej, dzi�ki czemu wyznacza si� pre-
dyktor wielokrokowy (OE, ang. Output Error). 
W pracy opisano rekurencyjny algorytm uczenia sieci neuronowej typu RBF (ang. Radial 
Basis Function), która mo�e by� nast�pnie wykorzystana jako predyktor wielokrokowy. Algo-
rytm jest uniwersalny, rozwa�a si� proces o wielu wej�ciach i jednym wyj�ciu, przy czym 
ilo�� wej�� procesu nie jest ograniczona. Ilustracj� algorytmu stanowi zagadnienie modelo-
wania reaktora chemicznego. Omawiany algorytm podobny jest do algorytmu uczenia reku-
rencyjnego sieci neuronowej typu perceptronowego przedstawionego w pracy [12]. Warto 
podkre�li�, �e zarówno sieci neuronowe perceptronowe jak i RBF s� uniwersalnymi aprok-
symatorami, ale sposób ich dzia�ania jest nieco inny. Sieci perceptronowe s� globalnymi 
aproksymatorami, poniewa� funkcja aktywacji neuronów ukrytych zawsze przyjmuje warto��
niezerow�. W rezultacie, wszystkie neurony ukryte s� wykorzystane do wyznaczenia warto�ci
sygna�u wyj�ciowego. W sieciach RBF wykorzystuje si� funkcje przyjmuj�ce warto�ci nieze-
rowe jedynie w pewnej przestrzeni wokó� centrów. W rezultacie, sieci RBF s� lokalnymi 
aproksymatorami. 

2. STRUKTURA MODELU NEURONOWEGO 
W dalszej cz��ci pracy omawia si� modele procesów o wielu wej�ciach i jednym wyj�ciu
(MISO, ang. Multi-Input-Single-Output). Argumentami stosowanego do predykcji jednokro-
kowej modelu typu ARX s� warto�ci sygna�ów wej�ciowych i wyj�ciowych procesu w po-
przednich dyskretnych chwilach próbkowania 
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gdzie )(ˆ ky  oznacza predykcj� wyj�cia w chwili k na podstawie pomiarów prowadzonych do 
chwili k–1 (w��cznie), nu jest ilo�ci� wej�� procesu, natomiast sta�e n� , n

Bn , gdzie n
B

n n��  dla 
wszystkich unn ,,1�� , oraz An  definiuj� rz�d dynamiki modelu. 

Argumentami stosowanego do predykcji wielokrokowej modelu typu OE, oprócz sygna�ów
wej�ciowych, s� warto�ci sygna�u wyj�ciowego modelu prognozowane w poprzednich dys-
kretnych chwilach 

))(ˆ,),1(ˆ
),(,),(,),(,),(())(()(ˆ 1

1
1

1

A

n
Bn

n
nB

nkyky

nkukunkukufkfky u

u

u

u

��

������

�
��� ��x

 (2) 

Struktur� modelu neuronowego typu RBF odpowiadaj�cego równaniu (2) pokazano na rys. 1. 
W celu ujednolicenia oznacze� symbolem xj(k) oznaczono warto�� sygna�u wej�ciowego mo-
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delu podawanego na j-te wej�cie sieci w chwili k (x0(k)=1 dla dowolnego k jest polaryzacj�
warstwy ukrytej). Sposób ponumerowania wej�� sieci jest nast�puj�cy
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Symbolem K oznaczono ilo�� neuronów ukrytych, natomiast wej�cia sieci ponumerowano od 
1 do I. Ilo�� wej�� modelu, które s� zale�ne od sygna�ów steruj�cych jest równa 

� ��
�

���
un

i

ii
Bu nI

1
1�  (4) 

natomiast ilo�� wej�� zale�nych od sygna�ów wyj�ciowych modelu wynosi nA. Ca�kowita
ilo�� w�z�ów wej�ciowych jest wi�c równa 
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Symbolem wi oznaczono wagi warstwy wyj�ciowej (i=0,...,K). Wyj�cie modelu wyra�a si�
wzorem 
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Wielko�� vi(k) jest stanem wyj�� kolejnych neuronów ukrytych ( Ki ,,1�� ), natomiast sy-
gna� v0(k)=1 jest polaryzacj� warstwy wyj�ciowej. Neurony ukryte s� nieliniowe, realizuj�
one funkcj�
 ))(exp()( kzkv ii ��  (7) 

gdzie symbolem zi(k) oznaczono sum� sygna�ów wej�ciowych neuronów ukrytych (i=1,...,K)

i
ii kkz
Q

cx �� )()(  (8) 

Dla rozwa�anego modelu danego wzorem (2) otrzymuje si�
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gdzie xj(k) jest uogólnionym wej�ciem sieci ( Ij ,,0�� ) zgodnie z przypisaniem (3). Wekto-
ry
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oraz diagonalne macierze wagowe 
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definiuj� centra oraz kszta�ty poszczególnych neuronów ukrytych ( Ki ,,1�� ).
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Korzystaj�c z (6), (7) oraz (9), wyj�cie modelu mo�na zapisa� jako 
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Zastosowana sie� neuronowa jest nazywana sieci� typu HRBF (ang. Hyper Radial Basis 
Function) [17]. W klasycznych sieciach RBF wyst�puje tylko jedna macierz wagowa Q .

1

0w

)(ˆ ky
+

�

1

1,1q

1,1c�

�

)1(ˆ �ky

)(ˆ Anky �

)( u

u

n
Bn nku �

)( 1
1 ��ku

�

+

+

Ic ,1�

+

Iq ,1

)(1 kz

+
)(kzK

�

1w

Kw

exp(–zK(k))

exp(–z1(k))

1

1,Kq

1,Kc�

�

+

+

IKc ,�

IKq ,

)(1 kv

)(kvK

Rys. 1. Struktura modelu neuronowego 
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3. ALGORYTM UCZENIA MODELU NEURONOWEGO 
Parametrami modelu neuronowego s� wagi wi, ( Ki ,,0�� ), centra ci,j oraz wspó�czynniki
wagowe ci,j funkcji przynale�no�ci ( Ki ,,1�� , Ij ,,1�� ). S� one wyznaczane w wyniku 
minimalizacji funkcji jako�ci modelu (funkcji celu) 
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przy czym )(ˆ ky  jest wyj�ciem modelu (prognoz�), )(kd  rzeczywist� (��dan�) warto�ci� sy-
gna�u wyj�ciowego (wzorcem ucz�cym), P jest ilo�ci� dost�pnych próbek, natomiast 
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Przed rozpocz�ciem uczenia modelu nale�y przygotowa� zbiór danych w postaci sygna�ów
wej�ciowych procesu oraz odpowiadaj�cych im ��danych sygna�ów wyj�ciowych d(k). 
W trakcie uczenia wykorzystuje si� gradientowe metody optymalizacji funkcji celu (13). Gra-
dienty sumaryczne wzgl�dem parametrów sieci s� sum� pochodnych cz�stkowych dla kolej-
nych próbek 
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Dla pojedynczej próbki otrzymuje si�
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Wyprowadzenie wzorów na pochodne cz�stkowe wyj�cia modelu wzgl�dem jego parametrów 
rozpoczyna si� od wag warstwy wyj�ciowej
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Pochodna sygna�u wyj�ciowego neuronów ukrytych wzgl�dem wag jest równa 
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Pochodna sumarycznego sygna�u warstwy ukrytej jest nast�puj�ca

KnKi
w

kky
ckkyq

w
kz

i

n

k
kInkIn

i

n
A

uu
,,1,,0

)(ˆ
))(ˆ(2

)( 0

1
,0,

0

00
�� ��

�
��

���
�

� �
�

�� ,  (19) 



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2008

563

Powy�szy wzór zawiera pochodn� sygna�u wyj�ciowego modelu uwzgl�dnian�
z przesuni�ciem czasowym k0 = 1, ..., na. Oznacza to wi�c, �e b��d (13) dla chwili k zale�y nie 
tylko od odpowiedzi modelu na aktualne sygna�y wej�ciowe, lecz równie� od b��dów
w przesz�o�ci (dok�adnie do chwili S). Korzystaj�c ze wzorów (15), (16), (17), (18) oraz (19) 
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dla wszystkich Ki ,,0�� .

Obliczaj�c pochodne wzgl�dem centrów ci,j otrzymuje si�

IjKi
c

kvw
c

ky

ji

n
K

n
n

ji

,,1,,1
)()(ˆ

,1,

�� ��
�
�

�
�
� �

�

,  (21) 

Pochodna sygna�u wyj�ciowego neuronów ukrytych wzgl�dem centrów ma posta�

KnIjKi
c

kzkz
c

kv

ji

n
n

ji

n ,,1,,1,,1
)(

))(exp(
)(

,,

��� ���
�
�

���
�
�

,,  (22) 

Pochodna sygna�u wej�ciowego neuronów ukrytych jest nast�puj�ca
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co mo�na zapisa� w zwi�z�ej postaci 
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Korzystaj�c ze wzorów (15), (16), (21), (22) oraz (24) 
(26)
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Pochodne wzgl�dem parametrów qi,j oblicza si� podobnie jak pochodne wzgl�dem centrów 
ci,j. Otrzymuje si�
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Pochodna sygna�u wyj�ciowego neuronów ukrytych ma posta�
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Pochodna sygna�u wej�ciowego neuronów ukrytych jest nast�puj�ca
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co mo�na zapisa� w zwi�z�ej postaci 
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Korzystaj�c ze wzorów (15), (16), (27), (28) oraz (30) 
(31)
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Z uwagi na rekurencyjny sposób prowadzenia oblicze� wszystkie pochodne sygna�u wyj-
�ciowego do chwili S–1 w��cznie s� zerowe 
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Niech g(W) oznacza wektor zawieraj�cy wszystkie gradienty dane wzorami (15) 
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Dla n-tej iteracji algorytmu minimalizacji funkcji celu (13) aktualizacja parametrów modelu 
odbywa si� zgodnie ze wzorem 

 )(1 nnnn WpWW ����  (34) 

gdzie p(Wn) jest kierunkiem poszukiwa�, natomiast �n jest krokiem, którego warto�� wyzna-
czana jest w wyniku optymalizacji kierunkowej, wykonywanej np. metod� z�otego podzia�u
[1, 3]. Sposób wyznaczania kierunku zale�y od metody optymalizacji [1, 3]. W przypadku 
najprostszej (lecz jednocze�nie najbardziej zawodnej) metody najszybszego spadku jest on 
przeciwny do kierunku gradientu, tzn. )()( nn WgWp �� . W efektywnych metodach zmiennej 
metryki kierunek wyznaczany jest na podstawie gradientu g(Wn) oraz macierzy hesjanu H(Wn)

)())(()( 1
nnn WgWHWp ���  (35) 

Aproksymacja macierzy drugich pochodnych wyznaczana jest w sposób iteracyjny. W bardzo 
skutecznym algorytmie BFGS oblicza si� odwrotno�� hesjanu 1))(( �� nn WHV  ze wzoru 
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gdzie 1��� nnn WWs , 1��� nnn ggr . 

Algorytm uczenia modelu neuronowego jest nast�puj�cy: 
1. Nadanie wagom sieci wi warto�ci pocz�tkowych (np. losowych), nadanie parametrom 

ci,j oraz qi,j warto�ci pocz�tkowych.
2. Wyzerowanie pochodnych sygna�u wyj�ciowego do chwili S–1 – wzory (32), inicjali-

zacja odwrotno�ci hesjanu Vn=I, ustawienie licznika iteracji n=0.
3. Obliczenie sumarycznych gradientów dla ca�ego zakresu czasu k – wzory (20), (26) 

i (31), wpisanie tych warto�ci do wektora g(Wn) – wzór (33). 
4. Wyznaczenie odwrotno�ci hesjanu Vn – wzór (36). 
5. Wyznaczenie kierunku optymalizacji p(Wn) – wzór (35). 
6. Minimalizacja kierunkowa – wyznaczenie kroku �n.
7. Aktualizacja parametrów modelu – wzór (34). 
8. Wyznaczenie aktualnej warto�ci funkcji celu (13). 
9. Je�eli spe�nione kryterium stopu (np. norma gradientu g(Wn) jest ma�a) – koniec obli-

cze�, w przeciwnym wypadku n=n+1, przej�cie do punktu 3. 

O ile celowa jest losowa inicjalizacja wag wi sieci neuronowej, to parametry ci,j oraz qi,j po-
winny by� dobierane. Naj�atwiej przyj�� równomierne roz�o�enie centrów w ca�ej dziedzinie 
argumentów modelu oraz takie same wspó�czynniki skaluj�ce qi,j. W najprostszej wersji algo-
rytmu mo�na przyj��, �e adaptacji (uczeniu) podlegaj� jedynie wagi, natomiast parametry ci,j
oraz qi,j s� ustalane raz, w trakcie inicjalizacji modelu i nie podlegaj� uczeniu. 
Dok�adno�� aproksymacji macierzy odwrotnej hesjanu mo�e ulec pogorszeniu w trakcie 
trwania oblicze�. Dlatego te� zaleca si� cykliczn� odnow� kierunku, tzn. Vn=I. Okres odnowy 
ustalany jest eksperymentalnie, wynosi on zwykle od kilkunastu do kilkudziesi�ciu iteracji. 
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4. WYNIKI EKSPERYMENTÓW 
Rozwa�anym procesem dynamicznym jest pokazany na rys. 2 reaktor chemiczny opisany 
w pracy [5]. Zmienn� wej�ciow� (manipulowan�) jest nat��enie przep�ywu D rozpuszczalnika 
(g�ównego surowca), zmienn� wyj�ciow� (regulowan�) jest sk�ad produktu X.

produkt
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algorytm
regulacji

D

X

Rys. 2. Reaktor chemiczny 
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Rys. 3. Zestaw danych ucz�cych
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Rys. 4. Zestaw danych testowych 
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Argumenty modelu s� ustalone, ma on nast�puj�c� struktur�

))2(ˆ),1(ˆ),2(),1(()(ˆ ����� kykykukufky  (37) 

gdzie u = D, y= X. Do celów uczenia i testowania sieci wykorzystano pokazane na rys. 3 
i rys. 4 dwa zestawy danych zawieraj�ce po 2500 próbek (okres próbkowania 10 min). 

W tabeli 1 porównano wska	niki jako�ci modelu, przy czym jest on uczony w dwu trybach: 
jako predyktor jednokrokowy (ARX) oraz wielokrokowy (OE). Model jest testowany zarów-
no w trybie ARX i OE. Przeprowadzono 10 cykli ucz�cych w ka�dym z trybów, zaprezento-
wano najlepsze uzyskane rezultaty. Na rys. 5 pokazano test modelu (tzn. wyj�cie modelu na 
tle danych testowych) uczonego w trybie ARX. Oczywi�cie, dzia�a on bardzo dobrze w trybie 
predykcji jednokrokowej ARX (EARX=4,52�10–5), natomiast jego zastosowanie jako predyktor 
wielokrokowy OE ko�czy si� niepowodzeniem (EOE=2,09�103). W przeciwie�stwie do tego, 
model uczony w trybie OE umo�liwia nie tylko predykcj� jednokrokow� (EARX = 1,45�10–1),
lecz równie� jednokrokow� (EOE=2,95�100) co pokazano na rys. 6. Na rys. 7 porównano efek-
tywno�� uczenia modelu OE algorytmem zmiennej metryki BFGS oraz najszybszego spadku. 
Algorytm najszybszego spadku, wbrew swojej nazwie, jest bardzo wolno zbie�ny, istnieje 
du�e prawdopodobie�stwo utkni�cia procedury optymalizacji w minimum lokalnym. 

Tabela 1. Porównanie dok�adno�ci modeli 

dane ucz�ce dane testowe 
tryb uczenia 

EARX EOE EARX EOE

ARX 4,79�10–5 1,65�103 4,52�10–5 2,09�103

OE 1,29�10–1 2,37�100 1,45�10–1 2,95�100
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Rys. 5. Dane testowe oraz wyj�cie modelu uczonego w trybie ARX: test w trybie ARX
(po lewej stronie), test w trybie OE (po prawej stronie) 
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Rys. 6. Dane testowe oraz wyj�cie modelu uczonego w trybie OE: test w trybie ARX
(po lewej stronie), test w trybie OE (po prawej stronie) 

5. PODSUMOWANIE 
W pracy omówiono algorytm identyfikacji rekurencyjnych sieci neuronowych typu RBF. 
W przeciwie�stwie do klasycznego algorytmu wstecznej propagacji b��dów, który prowadzi 
do wyznaczenia modeli pozwalaj�cych na predykcj� jednokrokow�, algorytm ten umo�liwia 
identyfikacj� predyktorów wielokrokowych. Otrzymane modele mog� by� zastosowane do 
celów prognozowania, w algorytmach regulacji predykcyjnej oraz w diagnostyce procesów. 
W pracy [11] przedstawiono nieliniowy algorytm regulacji predykcyjnej procesu polimeryza-
cji wykorzystuj�cy model neuronowy typu RBF, do identyfikacji którego zastosowano omó-
wiony w niniejszej pracy algorytm. 
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Rys. 7. Uczenie modelu trybie OE: algorytm BFGS oraz najszybszego spadku

Warto podkre�li�, �e w przypadku ustalenia parametrów opisuj�cych nieliniowe funkcje sieci 
(wielko�ci ci,j oraz qi,j), uczenie jest stosunkowo proste, gdy� adaptowane s� wy��cznie wagi 
wi. Najwygodniej przyj�� równomierne roz�o�enie centrów w ca�ej dziedzinie argumentów 
modelu, oraz takie same wspó�czynniki skaluj�ce qi,j. W opisanej sytuacji uczenie sieci RBF 
jest znacznie bardziej efektywne ni� uczenie sieci neuronowej typu perceptronowego, 
w której wszystkie wagi inicjalizowane s� w sposób losowy. 
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