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ZASTOSOWANIE METODY 2 ½ D W PLANOWANIU TRAJEKTORII 
ROBOTÓW MANIPULACYJNYCH 

W pracy omówiono zastosowanie metody uproszczonej analizy przestrzeni 3D 
robotów manipulacyjnych. Analiza przestrzeni roboczej manipulatora konieczna 
jest do generowania bezpiecznych �cie�ek ruchu. Autorzy zastosowali metod� 2 ½ 
D, której podstaw� jest automatyczne generowanie kolejnych przekrojów sceny 
robota na algorytmicznie dobranych wysoko�ciach. Przekroje s� poddawane 
(zgodnie z przyj�t� metod�) analizie p�askiej, przy czym wyniki s� transponowane 
do postaci grafu przej�� i poddawane dzia�aniu algorytmu Floyda. Uzyskana 
w ten sposób pojedyncza �cie�ka (o przej�ciach ortogonalnych) jest 
optymalizowana i wyg�adzana z zastosowaniem krzywych NURBS i B-Spline

THE 2 ½ D METHODE IN PLANNING PROCESS OF ROBOT TRAJEKTORY
In this paper there is presented the method of 3D manipulator’s work-space 
analisys. The analysys of robot’s work-space is necessary for generation the 
safety movement path. There was ude2 ½ D method, which is based on algorithm 
of following sections defining in robot work area. The heights of those sections 
are determining by another algorithm. Those sections are explored by using flat 
analysis, but the results are transposed into graph form. This graph is the record 
of all possible movements, so to get the optimum movement there must be used 
Floyd algorithm. This, shortest trace is optimized and smoothed by using NURBS 
and B-Spline curves.

1. WST�P
Technologiczne przygotowanie produkcji [1] obejmuje szereg istotnych zada�, których 
opracowanie jest niezb�dne do uruchomienia nowego, b�d� modernizacji istniej�cego procesu 
technologicznego. Zadania te dotycz� ogólnego (koncepcja) oraz szczegó�owego opracowania 
procesu technologicznego, a tak�e niezb�dnych do jego realizacji nowych rozwi�za�
konstrukcyjnych (narz�dzia, magazyny, uchwyty itp.). W wi�kszo�ci przypadków 
zagadnienia te rozwi�zuje si� w oparciu o techniki i narz�dzia komputerowego wspomagania 
prac in�ynierskich, jakimi s� systemy klasy CAx [1]. W ogólnym uj�ciu systemy klasy CAx 
doskonale spe�niaj� te wymagania. Jednak�e w szczególnym uj�ciu, mo�liwo�ci
poszczególnych systemów programowych grupy CAx bywaj� ró�ne, a ich przydatno�	
ograniczona. Szczególnym przyk�adem mo�e by	 oprogramowanie z grupy CAD/CAM. 
W zakresie CAM, mo�liwo�ci systemów programowania obrabiarek sterowanych 
numerycznie w pe�ni odpowiadaj� potrzebom technologii, za� w zakresie programowania off-
line robotów przemys�owych �atwo�	, szybko�	 i uniwersalno�	 ich wykorzystania cz�sto jest 
ograniczona mo�liwo�ci� takiego systemu. Jednym z istotnych powodów takiego stanu jest 
konieczna do poprawnego zaprogramowania robota dok�adna (a w wybranych miejscach 
szczegó�owo przeprowadzona) analiza przestrzeni zadaniowej robota, dzi�ki której, technolog 
- programista robota mo�e w sposób pewny wygenerowa	 off-line bezpieczny, czyli 
bezkolizyjny ruch robota w jego przestrzeni zadaniowej.
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2. PROBLEM PLANOWANIA TRAJEKTORII BEZKOLIZYJNEJ 
Planowanie bezkolizyjnego ruchu robotów manipulacyjnych jest zadaniem trudnym 
i z�o�onym, i dotyczy rozwi�zania szeregu szczegó�owych zada�, pocz�wszy od analizy 
przestrzeni wokó�robotowej 3D [2,3], której celem jest wyznaczenie obszarów wolnych od 
przeszkód, w których mo�e by	 realizowany bezkolizyjny ruch robota, przez analiz�
kinematyki i algorytmów sterowania robotem [2,3,9], których celem jest wyznaczenie 
sparametryzowanego czasem równania drogi robota w przestrzeni (trajektoria ruchu robota), 
do mo�liwo�ci praktycznego wykorzystania uzyskanego rozwi�zania w systemach 
programowania off-line robotów [3]. Mimo wielu istniej�cych metod rozwi�zuj�cych te 
zagadnienia, ich praktyczne znaczenie jest do�	 ograniczone. G�ównym powodem jest 
z�o�ono�	 obliczeniowa istniej�cych metod, powoduj�ca znaczn� czasoch�onno�	
uzyskiwania ostatecznych rozwi�za�. Dodatkowo, czasoch�onno�	 t� znacz�co zwi�ksza
konieczno�	 dynamicznego modelowania trajektorii bezkolizyjnych wynikaj�ca
z niezb�dnych modyfikacji ruchu robota w przestrzeni zadaniowej spowodowanych 
zachodz�cymi w zrobotyzowanym, elastycznym systemie technologicznym zmianami 
wynikaj�cymi z jego aktywno�ci technologicznej (dost�pno�	 wybranych obszarów 
przestrzeni zadaniowej zwi�zana z konieczno�ci� i niemo�no�ci obs�ugi obrabiarek, zaj�to�	
magazynów, stanowisk reorientacji, wymian� chwytaków itp.). 
ród�em tych trudno�ci jest 
w g�ównej mierze trójwymiarowo�	 przestrzeni zadaniowej robota manipulacyjnego i jej 
z�o�ono�	 geometryczna, wynikaj�ca z konfiguracji przestrzennej urz�dze� technologicznych 
obs�ugiwanych przez niego. 
Zagadnienie analizy przestrzeni, jako podstawowe, oraz problem wyznaczania bezkolizyjnych 
�cie�ek robota w oparciu o wyznaczone podprzestrzenie bezkolizyjne przestrzeni zadaniowej, 
jest podstaw�, dzi�ki której mo�liwe jest wyznaczanie poszukiwanej trajektorii bezkolizyjnej 
pomi�dzy pocz�tkow� i ko�cow� pozycj� robota wskazan� realizowanym zadaniem 
technologicznym.  

2.1. Wyznaczenia bezkolizyjnej trajektorii robota 
Wyznaczona w przestrzeni zadaniowej robota, w wyniku przeprowadzonego procesu 
planowania, bezkolizyjna �cie�ka [1, 3] jest podstaw� do realizacji kolejnego etapu 
planowania, jakim jest wyznaczenie sparametryzowanego czasem równania bezkolizyjnej 
drogi w przestrzeni zadaniowej 3D, czyli tzw. trajektorii bezkolizyjnej. Wyznaczon�
bezkolizyjn� �cie�k� robota w przestrzeni 3D okre�la zbiór tzw. punktów w�z�owych, które 
wyznaczaj� �aman� w przestrzeni wg której robot powinien przej�	 z po�o�enie pocz�tkowego
do wskazanego ko�cowego. Równanie to musi by	 równaniem krzywej w przestrzeni 
spe�niaj�cej warunek ci�g�o�ci w kolejno wykorzystanych do jej zdefiniowania punktów 
w�z�owych i musi spe�nia	 warunek g�adko�ci w sensie geometrycznym [4]. Warunek ten 
spe�niaj� krzywe stopnia drugiego, tzw. krzywe klasy C2 z ci�g�ym przyspieszeniem [2, 4, 
10]. Krzywe te uzyskuje si� metodami interpolacji zbioru punktów w�z�owych wielomianami 
stopnia trzeciego. Do wykorzystywanych w zadaniu sterowania wielomianów zalicza si�
[6, 7, 8, 4]: wielomiany Bestseina-Béziera, NURBS, funkcje sklejane. Podstawowym 
problemem w definiowaniu przyj�tego w zadaniu modelu krzywej ci�g�ej klasy C2 jest 
trójwymiarowo�	 (3D) definiowanego modelu geometrycznego, wynikaj�ca
z trójwymiarowo�ci przestrzeni zadaniowej robota. W celu uproszczenia tego zadania autorzy 
proponuj� wykorzystanie modelu geometrycznego 2½D, dzi�ki któremu mo�liwe b�dzie
uproszczenie typowania kolejnych punktów w�z�owych w zadaniu planowania. 
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3. ZA�O�ENIA METODY 2 ½ D 
W celu uproszczenia z�o�ono�ci obliczeniowej zadania wyznaczania bezkolizyjnych �cie�ek 
robota w przestrzeni 3D pos�u�ono si�, znanym z wcze�niejszych generacji systemów 
sterowania maszyn CNC, mechanizmem interpolacyjnym 2½D [6]. W opisywanym podej�ciu 
metoda 2½D sprowadza si� do implementacji metody 2D wraz z odpowiednim algorytmem 
steruj�cym umiejscawianiem analizowanej p�aszczyzny w przestrzeni 3D (miejsce 
dokonywania odpowiedniego przekroju). Uproszczenie to ma na celu zastosowanie 
mechanizmu automatycznego generowania kolejnych przekrojów przestrzennej sceny robota, 
które w zestawieniu ze sob� tworz� posta	 przestrzenn� analizowanego zagadnienia, za�
uzyskane p�aszczyzny przekroju przestrzeni 3D rozpatrywane osobno pozwalaj� sprowadzi	
poszukiwanie bezpiecznych �cie�ek do zagadnienia p�askiego 2D.
Aby mo�liwe by�o rozpatrywanie przestrzennej sceny otoczenia robota jako zbioru p�askich 
przekrojów musz� by	 zachowane pewne warunki. Warunkiem koniecznym jest 
zamodelowanie urz�dze� technologicznych wspó�pracuj�cych z robotem, a tym samym 
mog�cych wywo�ywa	 kolizj�, prostopad�o�cianami o podstawie kwadratu lub, co najwy�ej
prostok�ta [3]. Zastosowane uproszczenie nie mo�e by	 �ród�em b��dów procesu planowania, 
tote� wa�nym aspektem pracy planeta trajektorii opartego na mechanizmie 2½D jest w�a�ciwe 
dobieranie kolejnych p�aszczyzn przekrojów. Warto zauwa�y	, �e nadmierna ilo�	
przekrojów zwi�ksza niepotrzebnie ilo�	 oblicze� (ka�dy dodatkowy przekrój generuje ca�y
tok oblicze� p�askiego obszaru ruchu ki�ci robota). Aby z kolei zapewni	 mo�liwo�	
uzyskiwania optymalnych pod wzgl�dem d�ugo�ci dróg przej�cia konieczne jest 
rozpatrywanie wszystkich przekrojów, które ró�ni� si� ilo�ci� przecinanych urz�dze�.
Poniewa� teoretycznie ka�de urz�dzenie ma swoj� wysoko�	, a zatem, gdyby chcie	
wykonywa	 kolejne przekroje od p�aszczyzny podstawy robota w gór�, okaza�oby si�, �e
najprostsz� drog� b�dzie omini�cie gór� wszystkich urz�dze� sceny robota i przej�cie po linii 
prostej nad nimi. Poniewa� nie zawsze jest mo�liwe podniesienie ki�ci robota na odpowiedni�
wysoko�	, zatem kolejnym warunkiem, jaki musia� by	 zawarty w tworzonym 
oprogramowaniu by� warunek brzegowy maksymalnej wysoko�ci ruchu ki�ci robota. Przyj�to
wi�c, �e poprawnym rozwi�zaniem b�dzie generowanie kolejnych przekrojów sceny dla 
odpowiednich zakresów wysoko�ci. Aby zapewni	 bezpiecze�stwo ruchu koniecznym by�o
przyj�cie strefy bezpiecze�stwa [3] wokó� ka�dej maszyny w celu zagwarantowania 
odpowiednio bezpiecznego omijania kolejnych przeszkód. Zatem przyj�to zasad� podzia�u
wysoko�ci maksymalnej ruchu na zakresy, których granice wyznaczaj� kolejne wysoko�ci
maszyn otoczenia technologicznego powi�kszone o warto�	 ekwidystanty bezpiecze�stwa. 
Podzia�y wykonywane s� kolejno od do�u, tzn. pierwszy zakres obejmuje wysoko�ci od zera 
(p�aszczyzna podstawy robota) do wysoko�ci najni�szej z obrabiarek (lub jej elementu), 
powi�kszonej o przyj�t� stref� bezpiecze�stwa. Kolejny zakres obejmuje wysoko�ci wi�ksze
od wysoko�ci maszyny najni�szej do wysoko�ci kolejnej, wy�szej maszyny równie�
powi�kszonej o warto�	 strefy bezpiecze�stwa. W ten sam sposób dzielone s� kolejne cz��ci 
pozosta�ego zakresu wysoko�ci maszyn (a� do wysoko�ci granicznej - maksymalnej 
wysoko�ci ruchu ki�ci robota). Poniewa� w ten sposób okre�lone zostaj� wszystkie 
wymagane w metodzie przekroje sceny robota, tote� z�o�ono�	 obliczeniowa metody zale�y
wy��cznie od zró�nicowania wysoko�ci obiektów otoczenia technologicznego robota 
i przyj�tej wysoko�ci granicznej ruchu ki�ci manipulatora. Poniewa� p�aski planer trajektorii 
bezpiecznych wyznacza punkty podporowe przej�cia o optymalnej w sensie geometrycznym 
d�ugo�ci ruchu (najkrótszej), tote� na ka�dym z przekrojów danego zakresu wysoko�ci musi 
wskaza	 t� sam� �cie�k� ruchu. Zatem uzyskanie informacji o przej�ciu bezpiecznym na 
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danej wysoko�ci zakresu (wspó�rz�dne x, y, z punktów podporowych) wymaga jedynie 
przekszta�cenia punktów wzorcowych wyznaczonych na przekroju (aby uzyska	 punkty na 
zadanej wysoko�ci przekszta�camy punkty wzorcowe – na przekroju – na nowe punkty 
w danym zakresie wysoko�ci o tych samych wspó�rz�dnych x, y ze zmian� wspó�rz�dnej z). 
Zasad� dzia�ania podprogramu generuj�cego przekroje pokazano na rys. 1.

Rys.1. Otoczenie robota wraz z wygenerowanymi przekrojami (po wykonanej analizie ruchu 
po przekroju) 

W przedstawionym przyk�adzie (rys. 1), analiza topografii sceny robota przy przyj�tym 
warunku maksymalnej wysoko�ci ruchu ki�ci robota, wykaza�a wyst�powanie 2 ró�nych
wysoko�ci maszyn, wi�c w wyniku dzia�ania metody uzyskano dwa przekroje sceny robota 
(na rys. 1) z zaznaczonymi punktami startowym i ko�cowym ruchu o wspó�rz�dnych x i y 
(rzeczywista wspó�rz�dna z jest korygowana do wysoko�ci po�o�enia przekroju).

4.  GRAF BEZPIECZNYCH PRZEJ�� W PRZESTRZENI ROBOCZEJ 
MANIPULATORA 

Aby mo�liwe by�o zastosowanie metody 2½D wraz z ca�ym mechanizmem generowania 
przekrojów do generowania przestrzennych krzywych ruchu robota w przestrzeni zadaniowej 
musi by	 w pierwszej kolejno�ci wygenerowany, w oparciu o dane z przekrojów, graf 
bezpiecznego przej�cia. Graf ten tworz� punkty w�z�owe �cie�ki bezkolizyjnej stanowi�ce
dane wej�ciowe do omawianej metody, dla których modyfikuje si� warto�	 wspó�rz�dnej Z, 
tak by pozwala�aby umie�ci	 wszystkie punkty w�z�owe �cie�ki znajduj�ce si�
w analizowanym przekroju na wyznaczonej p�aszczy�nie podzia�u. Wa�nym aspektem tego 
etapu tworzenia grafu przej�	 jest dobranie w�a�ciwego przekroju dla punktu pocz�tkowego
i dla punktu ko�cowego ruchu. Oczywi�cie punkty te mog� le�e	 na ró�nych wysoko�ciach, 
a ponadto ich wysoko�ci mog� le�e	 w ró�nych zakresach przekrojów. Uzyskane w ten 
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sposób zmodyfikowane punkty podporowe mog� by po��czone w graf bezpiecznych przej�	.
W celu poprawienia szczegó�owo�ci przeprowadzonej analizy, postanowiono dodatkowo 
wype�ni	 graf przej�	 dodatkowymi punktami podporowymi uzyskanymi drog� kolejnych 
przekrojów sceny robota. Dzia�anie to pozwoli�o uzyska bardziej liczny zbiór punktów 
podporowych, dzi�ki czemu mo�liwe by�o przeprowadzenie optymalizacji przej�cia przez 
graf zarówno pod k�tem „p�ynno�ci ruchu robota” (�cie�ka jest �aman�), najkrótszej drogi – 
jak i pod wzgl�dem najszybszego przej�cia robota do po�o�enia docelowego. Na rys. 2 
pokazano wygenerowany w oparciu o wykonane przekroje graf bezpiecznych przej�	. Warto 
zauwa�y	, �e wierzcho�ki grafu tworz� �rodki rastrów w oparciu o które wygenerowano 
bezkolizyjn� �cie�k� robota (metody rastrowe analizy przestrzeni zadaniowej robota [3,5]. 
Dla lepszego zilustrowania na rys. 2 punktów wyznaczonych w oparciu o dokonane przekroje 
(punkty w�a�ciwe) zaznaczono je kolorem b��kitnym, za� czerwonym oznaczono punkty 
dodatkowe. Aby pokaza	 wyniki oblicze� maj�cych na celu wytypowanie kolejnych przej�	
na ka�dym z przekrojów z prawej strony rys. 2 pokazano wyniki dzia�ania planera 2D dla 
ka�dego z nich. Opieraj�c si� na tak przygotowanych danych, w kolejnym etapie jest 
optymalizacja przej�cia przez graf z zastosowaniem jednej z metod grafowych. Zastosowano 
w tym celu metod� Floyda [4, 10] znajdowania najkrótszej drogi w grafie o nieujemnych 
wagach naro�y. Aby ograniczy	 tzw. pesymistyczn� z�o�ono�	 obliczeniow� algorytmu 
postanowiono zastosowa	 funkcj� rozpoznawania i zakazu ruchu.

4.1. Algorytm przeszukiwania grafu oparty na algorytmie Floyda 
Algorytm, który zosta� zastosowany do rozwi�zania problemu wyznaczenia optymalnego 
przej�cia robota w otoczeniu oblicza wszystkie drogi, tzn. sumy wag kraw�dzi ��cz�cych 
bezpo�rednio lub po�rednio wszystkie pary wierzcho�ków grafu przej�	. Aby uzyska	 i 
zapami�ta	 podczas oblicze� wyniki konieczne jest stworzenie tablicy o rozmiarze n x n,
gdzie n oznacza ilo�	 wierzcho�ków grafu. W zwi�zku z tym, graf najlepiej przedstawi	 w 
postaci macierzy s�siedztwa. Macierz s�siedztwa [4, 10] jest tablic� dwuwymiarow� o 
rozmiarze n2. Kolejne wiersze i kolumny macierzy s�siedztwa reprezentuj� wierzcho�ki grafu, 
natomiast warto�	 na przeci�ciu i-tego wiersza i j-tej kolumny tej macierzy to waga kraw�dzi
��cz�cej wierzcho�ki (waga przej�cia z punktu o numerze i do punktu o numerze j). Aby 
zachowa	 oryginalne warto�ci wag kraw�dzi nale�y zdefiniowa	 drug� tablic� o takim samym 
rozmiarze. B�dzie to tablica robocza, w której po zako�czeniu pozostan� wyniki. Aby 
umo�liwi	 odtworzenie sekwencji kolejnych wierzcho�ków tworz�cych drogi przej�cia 
pomi�dzy wierzcho�kami potrzebna jest jeszcze jedna tablica, tzw. macierz poprzedników 
(predecessor matrix). Macierz poprzedników musi by	 zainicjowana numerami wierzcho�ków 
pocz�tkowych. Macierz poprzedników jest wykorzystana do okre�lenia mo�liwo�ci
bezpiecznego poruszania si� robota pomi�dzy poszczególnymi punktami grafu przej�	. Taka 
organizacja danych pozwala na automatyczne sortowanie analizowanych punktów 
(podporowych). Poniewa� jako wagi przyj�to rzeczywiste odleg�o�ci pomi�dzy punktami wg 
wzoru:

Li j xi xj
2 yi yj

2 zi zj
2

gdzie: x,y,z to kolejne wspó�rz�dne punktów podporowych trajektorii w grafie przej�cia. 
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Dzia�ania algorytmu Floyda w warunkach omawianego zadania mo�na zdefiniowa	 za 
pomoc� pseudokodu w nast�puj�cy sposób: 

dla k równego 0 do n-1 zrób: 

   { 

   dla i równego 0 do n-1 zrób 

      { 

      dla j równego 0 do n-1 zrób 

          { 

          je�eli istnieje droga pomi�dzy i oraz k przy jednoczesnym istnieniu drogi pomi�dzy k oraz j to zrób: 

              { 

              je�eli nie istnieje droga pomi�dzy i oraz j to przyjmuj d�ugo�	 ruchu pomi�dzy i oraz j jako sum� dróg i-k oraz k-j

              je�eli istnieje droga i-j to przyjmuj d�ugo�	 ruchu pomi�dzy i oraz j jako minimum dróg: i-k + k-j lub i-j

              aktualizuj macierz przej�	 – oznacz drog� i-j o wyliczonej d�ugo�ci jako mo�liw� do przej�cia

              } 

           } 

       } 

   } 

Wynikiem dzia�ania algorytmu (rys. 3) jest wyznaczenie minimalnej d�ugo�ci drogi pomi�dzy
ka�d� par� wierzcho�ków grafu. Poniewa� w powy�szym zapisie zawarto dodatkow� macierz 
zapisu trasy, tote� w wyniku dzia�ania algorytmu, oprócz warto�ci d�ugo�ci najkrótszego 
ruchu pomi�dzy ka�d� par� wierzcho�ków, uzyskano dodatkowo zapis sekwencji przej�cia w 
postaci kolejno�ci wierzcho�ków grafu przej�	. Po zako�czeniu wylicze� nast�puje ponowna 
kompozycja macierzy przej�	 w oparciu o numery dekomponowanych punktów 
(wyst�puj�cych w najkrótszym przej�ciu pomi�dzy zadanymi punktami). Wynik dzia�ania 
algorytmu pokazano na rys. 3.  

Rys. 3. Wynik dzia�ania algorytmu Floyda przeszukiwania grafu przej�	 robota 
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5. OPTYMALIZACJA ROZWI�ZANIA GRAFU PRZEJ�� W PRZESTRZENI 3D 
Zastosowana metoda mia�a za zadanie zminimalizowa	 z�o�ono�	 oblicze� wymaganych do 
generowania przestrzennych, bezpiecznych �cie�ek ruchu robotów manipulacyjnych. 
Koniecznym okaza�o si� wi�c opracowanie odpowiedniego modu�u optymalizuj�cego liczb�
uzyskanych w wyniku dokonywanych podzia�ów punktów w�z�owych (punkty podporowe 
trajektorii wyznaczone z grafu przej�	). Z za�o�enia, wynikowa trajektoria musi mie	
g�adko�	 nie tylko w sensie geometrycznym, ale musi by	 spe�niony warunek ci�g�o�ci
2 pochodnej poszukiwanej funkcji drogi (funkcji klasy C2). Podstawowym narz�dziem
zastosowanym przez autorów do realizacji interpolacji krzywej p�askiej i przestrzennej, 
w oparciu o uzyskane w procesie analizy geometrycznej punkty, s� funkcje B-sklejane,  
a w postaci wymiernej NURBS [2, 3, 5, 6, 7, 8]. 

5.1. Algorytm generowania krzywych interpoluj�cych
Krzywe interpoluj�ce oparte na wielomianach Bersteina-Béziera, jak i te� na NURBS  
i B-splajnach s� funkcjami z�o�onymi. Podstaw� generowania tych krzywych s� funkcje 
bazowe, których odpowiednie sklejenie ze sob� daje w rezultacie zamierzony kszta�t
przestrzennej krzywej o zadanych parametrach. Poniewa� funkcje bazowe s� okre�lone 
w dziedzinie czasu, tote� powsta�a z ich sklejenia krzywa równie� jest po�rednio okre�lona
w dziedzinie czasu. Zatem aby móc wykre�li	 krzyw� interpoluj�c� ruch robota po 
wyznaczonej �cie�ce bezkolizyjnej nale�y w pierwszym etapie przewidzie	 ca�kowity czas 
trwania ruchu. Czas ten w dalszej cz��ci przyjmowany jest jako umowna jednostka 
podstawowa, tzn. ruch trwa w umownym przedziale czasowym od 0 do 1, czyli od zera do 
100 % rzeczywistego czasu. Dalsze rozwa�ania nad procesem interpolacji dotycz� krzywych 
NURBS [2, 8]. W procesie tworzenia wielomianu interpoluj�cej funkcji gi�tkiej konieczne 
jest wyznaczenie w�z�ów interpolacji. Poniewa� ruch po krzywej trwa	 ma od 0 do 1, tote�
w�z�ami interpolacji b�d� przedzia�y czasowe z tego zakresu. Aby przyj�	 w�a�ciw� liczb�
w�z�ów interpolacji musimy ustali	 stopie� n wielomianu interpolacyjnego oraz pozna	
liczb� punktów podporowych interpolacji Li. Matematycznie zbiór w�z�ów mo�na zapisa	
w nast�puj�cy sposób [7]: 

                                                         T={t0, t1, t2, t3, t4, t5,…, tk}

przy czym ilo�	 w�z�ów ti musi by	 równa liczbie U [7]:  

                                                                        U=Li+n+1

Pierwsze n+1 w�z�ów nale�y wype�ni	 warto�ciami 0, ostatnie n+1 w�z�ów warto�ciami 1, 
natomiast pozosta�e w�z�y wype�niane s� proporcjonalnie rosn�cymi warto�ciami czasu. 
Przyk�adowy zbiór w�z�ów interpolacji dla krzywej stopnia 3-go i 7 punktów podporowych 
ma posta	 [7]: 

                                               T={0, 0, 0, 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1, 1, 1} 

Maj�c wyznaczone punkty w�z�owe interpolacji (punkty T na osi czasu – wzór 5.3) mo�na
wyznaczy	 bazowe funkcje sk�adowe wymiernego wielomianu B-sklejanego (NURBS). 
Wyznaczanie funkcji bazowych jest procesem iteracyjnym, poniewa� aby wyznaczy	 funkcje 
bazowe danego stopnia konieczne jest wyznaczenie wcze�niej funkcji bazowych stopnia 
ni�szego. W zwi�zku z tym ca�y proces rozpoczyna si� od wyznaczenia funkcji bazowych 
stopnia zerowego, które definiowane s� nast�puj�co: dla zadanego przedzia�u czasu s� równe 
1, natomiast dla pozosta�ych okresów czasu przyjmuj� warto�ci 0, co mo�na zapisa	 [7]: 

(5.1)

(5.2)

(5.3)
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Ni,0=1 dla chwili t nale��cej do przedzia�u czasu pomi�dzy w�z�ami ti oraz ti+1 oraz:
Ni,0=0 dla pozosta�ego czasu t 

Funkcje bazowe stopni wy�szych wyliczane s� w oparciu o nast�puj�c� zale�no�	 [7]: 

Ni p t( )
t ti

ti p ti
Ni p 1 

 t( )
ti p 1 t

ti p 1 ti 1
Ni 1 p 1 

 t( )

gdzie:
p przyjmuje kolejno warto�ci: 1, 2, 3 a� do warto�ci stopnia wielomianu n
i przyjmuje kolejne warto�ci od 0 a� do ilo�ci przedzia�ów pomi�dzy w�z�ami Li+n

Maj�c wyliczone warto�ci funkcji bazowych mo�na wyznaczy	 wspó�rz�dne punktów 
wielomianu interpoluj�cego X(t), Y(t), Z(t) jako superpozycji warto�ci poszczególnych 
wspó�rz�dnych uk�adu kartezja�skiego. W przypadku konwencjonalnego wielomianu  
B-sklejanego warto�ci wspó�rz�dnych liczone s� jako suma iloczynów funkcji bazowych 
i warto�ci wspó�rz�dnych punktów podporowych P, co mo�na zapisa	 jako [2, 7]: 

X t( )

j

Nj n t( ) Pxj
 Y t( )

j

Nj n t( ) Pyj Z t( )

j

Nj n t( ) Pzj
 

Dla wyliczenia wymiernego wielomianu B-sklejanego (NURBS) musimy uwzgl�dni	
ponadto wagi punktów podporowych P oznaczone jako w. Znaj�c wagi punktów 
podporowych mo�na wyliczy	 poszczególne wspó�rz�dne wielomianu interpoluj�cego
wykorzystuj�c wzory [2, 7]: 

X t( )
j

Nj n t( ) Pxj wj
 

j

Nj n t( ) wj
 

Y t( )
j

Nj n t( ) Pyj wj

j

Nj n t( ) wj

Z t( )
j

Nj n t( ) Pzj
 wj

j

Nj n t( ) wj

                               (5.7)                                        (5.8)                                            (5.9)

Zwi�kszanie stopnia wielomianu interpoluj�cego powoduje równie� zmniejszenie przegi�	
krzywej, co w rezultacie daje krzyw� o bardziej �agodnych zaokr�gleniach. 

5.2. Wynik dzia�ania algorytmu
Poniewa� proces optymalizowania trajektorii przestrzennych, ze wzgl�du na zastosowane 
narz�dzie i opracowane wcze�niej algorytmy posiada tak� sam� pesymistyczn� z�o�ono�	
obliczeniow� jak optymalizowanie p�askich przestrzeni ruchu, tote� mo�e by	 z powodzeniem 
stosowany do wspomagania programowania off-line robotów przemys�owych. Uzyskiwane 
wyniki w postaci przestrzennej krzywej NURBS mo�na dyskretyzowa	, co oznacza, �e
mo�na ustali	 liczb� wygenerowanych punktów utworzonej funkcji. Podobnie na 
p�aszczy�nie, proces wyg�adzania przebiega iteracyjnie z ka�dorazowym sprawdzaniem 
poprawno�ci oblicze� (bezkolizyjno�ci ruchu). Na rys. 4 pokazano jak zmienia si�
optymalizowana trajektoria w toku oblicze�.

(5.4)

(5.5)

(5.6)
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Rys. 4. Widok kolejnych faz wyg�adzania ruchu w przestrzeni zadaniowej 3D  

Na rys. 5 pokazano za� wygenerowan�, zoptymalizowan� trajektori� ruchu robota 
w przestrzeni zadaniowej. Zaznaczono przyj�t� stref� bezpieczn� w postaci pó�prze�ro-
czystych bry� na�o�onych na prostopad�o�ciany aproksymuj�ce rzeczywisty kszta�t przeszkód 
robota. Kolorem niebieskim oznaczono w�a�ciwe wymiary przeszkód robota (maszyn), 
a kolorem czerwonym oznaczono uzyskan� optymaln� i bezkolizyjn� �cie�k� ruchu. 

Rys. 5. Widok sceny robota wraz z naniesion� wygenerowan� �cie�k� bezpiecznego ruchu 
o g�adko�ci C2

Po�owicznie wyg�adzona �cie�ka ruchu 

�cie�ka pocz�tkowa 

�cie�ka optymalna po zako�czeniu
dzia�ania algorytmu 
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Wynik dzia�ania metody pokazany na rys. 5 reprezentuje posta	 graficzn� funkcji o g�adko�ci 
C2, reprezentuj�cej poszukiwana trajektori� bezpieczn� robota. Warto podkre�li	, �e uzyskane 
rozwi�zanie powsta�o w oparciu o optymalizacj� d�ugo�ci ruchu robota 

6. PODSUMOWANIE 
Dzi�ki zastosowanym rozwi�zaniom algorytmicznym uzyskano w pe�ni zadowalaj�cy 
przestrzenn� drog� robota mimo, �e ca�e obliczenia sprowadzone zosta�y do zagadnienia 
p�askiego, reprezentowanego przez graf przej�	 w oparciu o który wygenerowano p�askie
przekroje sceny robota. Przedstawiony w niniejszej publikacji system poszukiwania 
bezkolizyjnych �cie�ek ruchu robotów w ich przestrzeniach zadaniowych nie zosta� jeszcze w 
pe�ni uko�czony. Trwaj� prace nad dalsz� rozbudow� systemu, a w szczególno�ci nad 
opracowaniem w pe�ni funkcjonalego systemu, który móg�by by	 przy��czany do jednego  
z istniej�cych systemów programowania off-line robotów przemys�owych. Opracowane 
rozwi�zanie analizy przestrzeni wokó�robotowej 3D i jej upraszczania technik� 2 ½ D 
z zastosowaniem metod grafowych pozwala na znaczne uproszczenie i ograniczenie liczby 
iteracji obliczeniowych potrzebnych do wygenerowania równania trajektorii robota 
manipulacyjnego.  
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