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METODY PROJEKTOWANIA ROZMYTYCH STEROWNIKÓW 
W pracy przedstawiono metody projektowania rozmytych sterowników 
z wykorzystaniem podej�cia Mamdaniego, logicznego oraz Takagi-Sugeno.  
Zaproponowano now� metod� oceny efektywno�ci dzia�ania rozmytych sterowni-
ków. Metoda ta zosta�a oparta na kryteriach statystycznych zastosowanych w celu 
sprowadzenia optymalizacji wielokryterialnej do optymalizacji jednokryterialnej. 
Istotnym elementem tej metody jest wprowadzenie poj�cia linii izokryterialnych, 
które w znacznym stopniu u�atwiaj� projektantowi orientacj� w zbiorze potencjal-
nych rozwi�za�. Wyniki przedstawionych w pracy bada� potwierdz� jej przydat-
no�� w procesie projektowania systemów rozmytych. Metod� mo�na równie�
z powodzeniem zastosowa� w projektowaniu innych podobnych systemów, jak np. 
sieci neuronowych lub systemów ekspertowych. 

METHODS FOR DESIGNING FUZZY CONTROLLERS 
In the paper the problem of fuzzy controllers designing is considered as the mul-
ticriterial optimization. Various Mamdani-type, logical-type and Takagi-Sugeno 
neuro-fuzzy systems, serving as fuzzy controllers, are studied and compared. 
Methods for the autoregressive order process estimation are adopted to solve 
problem of the trade-off between accuracy and number of parameters used to the 
construction of neuro-fuzzy systems. 

1. WST�P
W literaturze �wiatowej znane s� ró�ne struktury systemów neuronowo-rozmytych [1], [2], 
[7], które znalaz�y powszechne zastosowanie w zadaniach sterowania, identyfikacji, klasyfi-
kacji i predykcji. Projektanci i u�ytkownicy tych systemów s� zainteresowani du�� dok�adno-
�ci� ich dzia�ania w sensie przyj�tego kryterium jako�ci. W zadaniach aproksymacji i predyk-
cji takim kryterium jako�ci jest b��d �redniokwadratowy, natomiast w zadaniach klasyfikacji 
jest liczba b��dnie sklasyfikowanych próbek. 
W obu zadaniach eksperymenty przeprowadza si� na ci�gach ucz�cych oraz ci�gach testo-
wych. Nale�y podkre�li�, �e zadawalaj�ce rezultaty uzyskane na ci�gu ucz�cym nie 
gwarantuj� poprawnej pracy systemu na ci�gu testowym. Innymi s�owy, system neuronowo-
rozmyty powinien mie� dobre w�asno�ci tzw. generalizacji. W szczególno�ci systemy 
neuronowo-rozmyte zaprojektowane z wykorzystaniem zarówno funkcji przynale�no�ci, jak i 
wag opisuj�cych wa�no�� regu� oraz wa�no�� zmiennych lingwistycznych w poszczególnych 
regu�ach powinny charakteryzowa� si� odpowiedni� liczb� wszystkich parametrów, które 
maj� by� przedmiotem uczenia. Du�a liczba parametrów zapewnia ma�y b��d uczenia, ale 
zazwyczaj prowadzi do z�ej generalizacji. Natomiast ma�a liczba parametrów w systemie 
prowadzi do wi�kszego b��du uczenia. W literaturze �wiatowej nie s� znane kompleksowe 
badania dotycz�ce efektywno�ci dzia�ania systemów neuronowo-rozmytych. Zagadnienie 
zaprojektowania systemów neuronowo-rozmytych, które charakteryzuj� si� osi�gni�ciem 
kompromisu mi�dzy b��dem dzia�ania systemu, a liczb� parametrów opisuj�cych ten system 



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2008

83

b��dem dzia�ania systemu, a liczb� parametrów opisuj�cych ten system nie doczeka�o si�
rozwi�zania w literaturze �wiatowej.
W artykule przedstawimy ró�ne typy sterowników rozmytych zrealizowanych z wykorzysta-
niem struktur neuronowo-rozmytych, jak równie� zbadamy efektywno�� dzia�ania tych ste-
rowników. Przez efektywno�� dzia�ania systemu neuronowo-rozmytego rozumiemy osi�gni�-
t� dok�adno�� dzia�ania takiego systemu (wyra�on� b��dem �redniokwadratowym lub liczb�
b��dnie sklasyfikowanych próbek) w kontek�cie jego rozmiaru. Przez rozmiar systemu rozu-
miemy liczb� wszystkich parametrów, które podlegaj� uczeniu. Rozwi��emy zagadnienie 
zaprojektowania systemów neuronowo-rozmytych, które charakteryzuj� si� osi�gni�ciem 
kompromisu mi�dzy b��dem dzia�ania systemu, a liczb� parametrów opisuj�cych ten system. 
Podamy koncepcj� tzw. linii izokryterialnych, które mog� by� podstaw� do zaprojektowania 
sterowników optymalnych w sensie przyj�tych kryteriów. 

2. SYSTEMY ROZMYTE 
Systemy rozmyte s� szczególn� klasa systemów wnioskuj�cych. Przetwarzaj� one informacj�
w postaci zbiorów rozmytych [14]. W stosowanej powszechnie uogólnionej metodzie modus 
ponens wnioskowanie odbywa si� na podstawie przes�anki

A�jestx  (1) 

oraz regu� sk�adaj�cych si� na wiedz� w postaci 
� � rrr ByAR jestTOjestJE�ELI x: , (2) 

gdzie Nr ,,1�� , � � Xx �� T
nxxx ,,, 21 �  jest wektorem wielko�ci wej�ciowych,

X��		�	��� nAAAA �21  jest iloczynem kartezja�skim ich warto�ci wyra�onych w postaci 
zbiorów rozmytych, X�			� r

n
rrr AAAA �21  jest iloczynem kartezja�skim warto�ci wiel-

ko�ci wej�ciowych x  okre�lonych w poprzedniku regu�y � �rR , Y�y  jest wielko�ci� wyj-
�ciow�, natomiast rB  jest jej warto�ci� w postaci zbioru rozmytego okre�lon� w nast�pniku
regu�y � �rR . Nale�y zauwa�y�, �e w niniejszych rozwa�aniach ograniczono si� do systemów 
posiadaj�cych n  wej�� ix , gdzie ni ,,1�� , ale tylko jedno wyj�cie y . Nie ogranicza to 
ogólno�ci rozwa�a�, gdy� system o m  wyj�ciach mo�emy traktowa� jako m  systemów 
o jednym wyj�ciu. W bardziej ogólnym opisie wielko�� wyj�ciowa y  mog�aby by� zdefinio-
wana jako wektor, analogiczny do wektora wej�ciowego x , a zbiór rozmyty rB  jako iloczyn 
kartezja�ski odpowiednich zbiorów rozmytych r

jB , gdzie mj ,,1�� , analogicznie do zbioru 
rA .

W tzw. podej�ciu lokalnym dla ka�dej regu�y � �rR  otrzymujemy wniosek w nast�puj�cej for-
mie: 

rBy jest . (3) 

Zbiór rozmyty Y�rB  powstaje w wyniku z�o�enia zbioru rozmytego A�  pochodz�cego
z przes�anki oraz relacji rozmytej � �rr BA 
  wyra�aj�cej regu�� � �rR  w sposób charaktery-
styczny dla poszczególnych typów systemów rozmytych. W przypadku systemu o m  wyj-
�ciach zbiór rozmyty rB  jest zdefiniowany jako iloczyn kartezja�ski zbiorów r

jB ,
mj ,,1�� .
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W niektórych przypadkach wymagane jest ustalenie wspólnego wniosku 

By �jest  (4) 

dla wszystkich N  regu�. Mo�na to zrealizowa� poprzez agregacj� wniosków postaci (3). Re-
alizacja agregacji jest zale�na od typu systemu rozmytego. 
W wi�kszo�ci praktycznych zastosowa� rozmyta posta� przes�anki i wniosku nie jest dogod-
na. Z przetworników pomiarowych uzyskujemy rzeczywist� (nie rozmyt�) warto�� mierzonej 
wielko�ci, podobnie elementy wykonawcze wymagaj� rzeczywistych wymusze� – sygna�ów
steruj�cych. Wektor rzeczywistych warto�ci wej�ciowych � �Tnxxx ,,, 21 ��x  musi wi�c zosta�
poddany operacji rozmywania polegaj�cej na odwzorowaniu go w przestrze� zbiorów rozmy-
tych. Najpowszechniejszym rozwi�zaniem jest zastosowanie rozmywania typu singleton 
przedstawionego wzorem 

� �
�
�



�
�

�� xx
xx

x
je�eli
je�eli

0
1

A� . (5) 

Podobnie zbiory rozmyte rB  wyst�puj�ce we wnioskach postaci (3) lub zbiór rozmyty B�
wyst�puj�cy wniosku postaci (4) musi by� przekszta�cony w reprezentatywn� dla niego war-
to�� rzeczywist�. Operacj� realizuj�c� to zadanie nazywamy wyostrzaniem. Realizacja wy-
ostrzania, podobnie jak agregacji, jest zale�na od typu systemu rozmytego. 
Poniewa� jedn� z wygodniejszych metod implementacji systemów rozmytych s� systemy 
rozmyto-neuronowe, w dalszym ci�gu pracy ograniczymy si� w�a�nie do nich. W�ród szero-
kiej gamy tych systemów skupimy si� na kilku charakterystycznych przyk�adach. B�d� to 
systemy typu Mamdaniego oparte o wyostrzanie typu CA (ang. Center Average) oznaczone tu 
przez liter� A, systemy Mamdaniego oparte o wyostrzanie typu DCOA (ang. Discrete Center 
of Area) oznaczone tu przez liter� B oraz systemy typu logicznego. Uwzgl�dnione zostan�
równie� systemy typu Takagi-Sugeno (TSK) charakteryzuj�ce si� odmienn� postaci� regu�
i odmiennym schematem wnioskowania. 

2.1. Systemy typu Mamdaniego (A) 
W systemach typu A wyostrzanie realizowane jest za pomoc� zale�no�ci:
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Funkcje przynale�no�ci zbiorów rozmytych ,rB Nr ,,2,1 �� , zdefiniowane s� za pomoc�
nast�puj�cego wzoru: 

� �
�
�
�

�
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�

),*sup)( yy rrrr BA

T

AB
xx

Xx
(��� . (7) 

Przy rozmywaniu typu singleton wzór (7) przyjmuje posta�:

� � � �� �yTyy rrrrr BABAB
���� ,),)( xx ��



( . (8) 
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Poniewa�

� � � �� �iA

n

iA
xT r

i
r ��

1�
�x , (9) 

wi�c
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�
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yxTTyy rr

i
rrr BiA

n

iBAB
���� ,),)(

1
x( , (10) 

gdzie T jest dowoln� t-norm�. Korzystaj�c z faktu, �e:

1)( �r
B

yr�  (11) 

oraz
aaT �)1,(  (12) 

otrzymuje si� nast�puj�c� zale�no��:
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Podstawiaj�c zale�no�� (13) do wzoru (6) otrzymujemy: 
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W systemach typu A realizuje si� osobne wnioskowanie w obr�bie ka�dej regu�y i oblicza si�
)( r

B
yr� , Nr ,,2,1 �� . Za�ó�my, �e zmienne lingwistyczne wej�ciowe i wyj�ciowe s� opisa-

ne gaussowskimi funkcjami przynale�no�ci, to znaczy: 
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Podstawiaj�c powy�sze zale�no�ci do wzoru (6) oraz stosuj�c regu�� Larsena otrzymamy na-
st�puj�cy wzór: 
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Zauwa�my, �e w zale�no�ci (17) nie wyst�puje parametr r"  wyj�ciowego zbioru rozmytego 
rB , Nr ,,2,1 �� .



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2008

86

2.2. Systemy typu Mamdaniego (B) 
W systemach typu B wyostrzanie realizowane jest za pomoc� zale�no�ci:
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W systemach tych dokonuje si� agregacji poszczególnych zbiorów rozmytych kB  danych 
wzorem (8), to znaczy wyznacza si� zbiór rozmyty 'B  poprzez operacj� sumy zbiorów roz-
mytych kB :
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N
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kBB
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� . (19) 

Funkcja przynale�no�ci zbioru rozmytego 'B  jest wyznaczona za pomoc� t-konormy, to zna-
czy:

� � � �$ %ySy kB

N

kB ��
1' �

� . (20) 

Zatem 
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Podstawiaj�c wzór (21) do zale�no�ci (18) otrzymujemy: 
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2.3. Systemy typu logicznego 
W systemach typu logicznego wyostrzanie realizowane jest za pomoc� zale�no�ci:
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W systemach tych zbiór rozmyty B�  powstaje w wyniku przeci�cia zbiorów rozmytych 
kB , tzn.: 
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� . (24) 

Funkcja przynale�no�ci zbioru rozmytego B�  jest wyznaczona za pomoc� t-normy, co zapisu-
jemy nast�puj�co:

� � � �$ %yTy kB
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1' �

� . (25) 
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Korzystaj�c ze wzoru (25), (8) i (9) mo�emy zapisa�:
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gdzie I  jest rozmyt� implikacj� [4]. Podstawiaj�c wzór (26) do zale�no�ci (23) otrzymujemy: 
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Konkretna posta� wzoru (27) zale�y od przyj�tej definicji funkcji I .

2.4. Systemy TSK 
W modelu rozmytym typu Takagi-Sugeno [13] baza regu� ma charakter rozmyty tylko 
w cz��ci IF, natomiast w cz��ci THEN wyst�puj� zale�no�ci funkcyjne 
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xxxfy
AR jestJE�ELI
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. (28) 

Je�eli za�o�ymy, �e wej�ciem systemu rozmytego jest sygna� � �nxxx ,...,, 21�x  to, aby otrzy-
ma� sygna� wyj�ciowy y  systemu, najpierw wyznaczamy: 

� � � � � �� �nAAA
xxxT r

n
rr ��� ,...,, 21
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, Nr ,,1�� . (29) 

Nast�pnym krokiem jest obliczenie: 
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r xxxfy ,...,, 21� , Nr ,,1�� . (30) 

Sygna� wyj�ciowy systemu rozmytego Takagi-Sugeno jest znormalizowan� sum� wa�on�
poszczególnych wyj�� ,,...,1 Nyy  tzn. 
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W dalszej cz��ci tego podrozdzia�u rozwa�ymy systemy Takagi-Sugeno z liniowymi zale�no-
�ciami w nast�pnikach bazy regu�, tzn.: 
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dla .,...,1 Nr �  Warto zauwa�y�, �e je�eli � � 0�r
ic , ni ,,1�� , to system (31) redukuje si� do 

uproszczonego systemu Mamdaniego danego wzorem (14) i wówczas � � rr yc �0 , Nr ,...,1� .
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2.5. Zastosowanie wa�onych norm trójk�tnych
Wszystkie systemy przedstawione powy�ej charakteryzuj� si� równym traktowaniem wszyst-
kich regu� oraz wszystkich wielko�ci wej�ciowych. Mo�e jednak istnie� wiele powodów, dla 
których nale�a�oby zró�nicowa� wa�no�� poszczególnych regu� i/lub poszczególnych wielko-
�ci wej�ciowych. Realizacja tej idei jest mo�liwa dzi�ki zastosowaniu wa�onych norm trój-
k�tnych w operacjach iloczynu kartezja�skiego przestrzeni wej�ciowych oraz agregacji wnio-
sków regu�. Wa�one normy trójk�tne definiuje si� nast�puj�co:
Definicja
Wa�on� T-norm� oznaczamy jako *T  i definiujemy [3], [9], [10] w sposób nast�puj�cy

$ % � �$ %ii
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* , (33) 

gdzie T jest dowoln� T-norm�, natomiast wagi spe�niaj� warunek ,10 '' iw  .,...,1 ni �
Definicja
Wa�on� t-konorm� oznaczamy jako *S  i definiujemy [3], [9], [10] sposób nast�puj�cy
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gdzie S jest dowoln� t-konorm�, natomiast wagi spe�niaj� warunek ,10 '' iw  .,...,1 ni �

Je�li wag� r-tej regu�y oznaczymy przez rw , a wag� i-tej wielko�ci wej�ciowej w r-tej regule 
przez riw , , to opis systemów rozmyto-neuronowych uwzgl�dniaj�cych zró�nicowan� istot-
no�� poszczególnych regu� i wielko�ci wej�ciowych [9], [10], [11] b�dzie nast�puj�cy:
System typu Mamdaniego (A) 
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System typu Mamdaniego (B) 
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Systemy typu logicznego 
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Na rys. 1-3 przedstawiono schematy przyk�adowych systemów rozmyto-neuronowych. Rys. 3 
dotyczy systemu z implikacj� logiczn� typu binarnego, tzn. 

� � $ %babaI ,1max, !� . (38) 
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Rys. 1. Struktura systemu typu Mamdaniego (A) 

Rys. 2. Przyk�adowa struktura systemu typu Mamdaniego (B) 

Rys. 3. Przyk�adowa struktura systemu typu logicznego 
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3. OCENA SYSTEMÓW ROZMYTYCH 

3.1. B��d aproksymacji i liczba b��dnych decyzji 
Ocena funkcjonowania systemów rozmytych oraz rozmyto-neuronowych mo�e by� ró�na
w zale�no�ci od zakresu ich zastosowa�. Gdy zadaniem stawianym przed systemem jest 
aproksymacja funkcji, ocen� jest miar� rozbie�no�ci (b��du) mi�dzy warto�ci� aproksymowa-
n�, a warto�ci� uznan� za poprawn�. Mo�e on by� wyra�ony przez kryterium RMSE (ang. 
Root Mean Square Error) 

� � � �� �
2

1

1 �
�

!�
T

t
T tdtyRMSE . (39) 

W przypadku zada� sterowania mo�e to by� jedna ze stosowanych w automatyce kryteriów 
jako�ci sterowania. W zagadnieniach klasyfikacji jako kryterium oceny mo�emy przyj�� licz-
b� (procent) b��dnie klasyfikowanych przypadków. 

3.2. Rozmiar systemu 
Jak wspomniano we wst�pie ocena wielko�ci badanych systemów rozmytych oparta b�dzie
o liczb� parametrów, które przechowuj� wiedz� – s� to jednocze�nie parametry, które podle-
gaj� uczeniu. Podej�cie to jest zgodne ze stosowanymi w przypadku sieci neuronowych. Dla 
danego typu sieci podaje si� zwykle liczb� warstw oraz liczb� neuronów w poszczególnych 
warstwach, co mo�na bezpo�rednio przeliczy� na liczb� wag – elementów przechowuj�cych
wiedz� i podlegaj�cych uczeniu. W systemach rozmytych uczone parametry mo�emy podzie-
li� na kilka grup. Liczba parametrów zbiorów poprzedników regu� zale�y od zastosowanych 
funkcji przynale�no�ci. Dla systemów przedstawionych powy�ej w przypadku zastosowania 
zbiorów o gaussowskich funkcjach przynale�no�ci, o dwóch parametrach r

i"  i r
ix , wynosi 

ona Nn ��2 . Dla funkcji przynale�no�ci o trzyparametrowych funkcjach przynale�no�ci (np. 
trójk�tnych) b�dzie ona wynosi� Nn ��3 . W przypadku systemów rozmyto-neuronowych 
uwzgl�dniaj�cych istotno�� poszczególnych wielko�ci wej�ciowych kolejn� grup� parame-
trów s� wagi wej�� w liczbie Nn � . W przypadku systemów rozmyto-neuronowych uwzgl�d-
niaj�cych istotno�� poszczególnych regu� istnieje grupa wag regu� w liczbie N . Ostatnia gru-
pa parametrów przechowuje informacj� o nast�pnikach regu�. W przypadku systemów typu 
Mamdaniego (A) oraz uproszczonych wersji systemów typu logicznego, gdzie ka�dy zbiór 
jest reprezentowany przez jeden parametr ry , parametrów tych jest N . W pozosta�ych przy-
padkach ich liczba jest zale�na od zastosowanej funkcji przynale�no�ci i wynosi N�2  dla 
funkcji dwuparametrowych (np. gaussowskich) lub N�3  dla funkcji trójparametrowych (np. 
trójk�tnych). W systemach TSK liczba parametrów w tej grupie jest sum� liczby parametrów 
opisuj�cych funkcje wyst�puj�ce w nast�pnikach wszystkich regu�.
Jest oczywistym, �e zwi�kszenie rozmiarów systemu, czyli zwi�kszenie liczby uczonych pa-
rametrów systemu p wp�ywa bezpo�rednio na zmniejszenie warto�ci kryterium Q (np. RMSE) 
lub zmniejszenie liczby b��dnych decyzji w odniesieniu do zbioru próbek wykorzystywanych 
w trakcie uczenia (zbioru ucz�cego). W przypadku badania systemu próbkami, które nie by�y
wykorzystywane w procesie uczenia (zbiór testowy) zale�no�� ta jest obserwowana tylko 
w ograniczonym zakresie zmian wielko�ci badanego systemu. Mamy wi�c przypadek poszu-
kiwania systemu rozmytego b�d�cego kompromisem mi�dzy jego wielko�ci�, a dok�adno�ci�
realizowanego odwzorowania. Jest to wi�c klasyczny przypadek poszukiwania rozwi�zania
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optymalnego w sensie Pareto [15], w tym przypadku z uwzgl�dnieniem dwóch sprzecznych 
kryteriów p i Q. Prowadzi to do okre�lenia ca�ego zbioru rozwi�za� (systemów rozmytych) 
Pareto-optymalnych. W zbiorze Pareto nie mo�na poprawi� �adnego z dwóch sprzecznych 
kryteriów (b��d �redniokwadratowy versus rozmiar systemu), nie pogarszaj�c pozosta�ego.
W dalszym ci�gu pracy przedstawiona zostanie propozycja zastosowania metod zaczerpni�-
tych z teorii procesów autoregresji. Metody te pozwal� sprowadzi� problem optymalizacji 
wielokryterialnej do optymalizacji jednokryterialnej i istotnie ograniczy� zbiór rozwi�za�
uznanych za optymalne. 

3.3. Kryteria oceny systemów rozmytych 
Rozwa�ania prowadzone w punktach 3.1 i 3.2 i próba oceny badanych systemów rozmytych 
opiera�y si� o wielko�ci b��du jako kryterium oceny. Z rozwa�a� tych wynika, �e zwykle sys-
temy zawieraj�ce wi�ksz� liczba uczonych parametrów pozwala�y na osi�gni�cie lepszych 
rezultatów. Jednak�e po��dany system neuronowo-rozmyty powinien charakteryzowa� si� jak 
najmniejszym b��dem, ale jednocze�nie powinien by� mo�liwie najprostszy. Wybór systemu 
kompromisowego mo�na wi�c skojarzy� z problemem Pareto [15]. Nale�y przypomnie�, �e
systemy o mniejszej liczbie uczonych parametrów charakteryzuj� si� m.in. lepszymi zdolno-
�ciami generalizowania uzyskanych rozwi�za�. W tym miejscu warto wspomnie�
o tzw. zasadzie oszcz�dno�ci [12]. Zasada ta jest bardzo u�yteczna przy wyznaczaniu w�a�ci-
wego rz�du modelu. Mo�na j� sformu�owa� w nast�puj�cy sposób: spo�ród dwóch alterna-
tywnych i satysfakcjonuj�cych nas modeli wybieramy ten, w którym wyst�puje mniej nieza-
le�nych parametrów. Zasada ta pozostaje w zgodzie ze zdrowym rozs�dkiem: „nie wprowa-
dzaj dodatkowych parametrów do opisu procesu, je�li nie s� one niezb�dne”.
Metody estymacji rz�du systemu najlepiej zosta�y rozwini�te dla procesów autoregresji [5], 
[6], [8]. Szereg czasowy � � � � � �pnununu !! ,..,1,  jest procesem autoregresji rz�du p, je�eli
spe�nia równanie ró�nicowe

� � � � � � � �nepnununu p �!&&!& (( ...11  (40) 
lub, równowa�nie

� � � � � ��
�

&!!�
p

k
k neknunu

1

(  (41) 

gdzie p(( ,...,1  s� wspó�czynnikami procesu, natomiast � �ne  jest szumem bia�ym 
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W teorii autoregresji stosuje si� kryteria pozwalaj�ce estymowa� rz�d predyktora p 
wyznaczaj�c b��d predykcji pQ̂  na podstawie ci�gu ucz�cego o d�ugo�ci M. Najwa�niejsze
z nich to kryterium informacyjne Akaike (AIC), metoda Schwarza oraz metoda ko�cowego
b��du predykcji (FPE). 
W nast�pnym punkcie najpierw przedstawimy podstawowe kryteria oceny modeli 
z uwzgl�dnieniem ich z�o�ono�ci, pierwotnie stosowane do estymacji rz�du procesów autore-
gresji, a nast�pnie zostan� one zaadoptowane do oceny efektywno�ci systemów neurono-
wo-rozmytych. 
Poni�ej przedstawiono dwa ogólne kryteria uwzgl�dniaj�ce z�o�ono�� modelu, wskazano na 
zale�no�ci mi�dzy tymi kryteriami, a nast�pnie pokazano ich szczególne postacie. 
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3.3.1. Kryterium A 
Ogólna posta� kryterium A uwzgl�dniaj�cego z�o�ono�� modelu jest dana wzorem: 

� � � �� �pMQpW p ,1ˆ )&� , (43) 

gdzie pQ̂  jest b��dem �redniokwadratowym, natomiast � �pM ,)  jest funkcj� d�ugo�ci ci�gu
ucz�cego M i liczby parametrów p modelu. Aby eliminowa� zbyt z�o�one struktury (zgodnie 
z zasad� oszcz�dno�ci) zak�adamy, �e pQ̂  jest b��dem �redniokwadratowym, natomiast 

� �pM ,)  jest funkcj� d�ugo�ci ci�gu ucz�cego M i liczby parametrów p modelu. Aby elimi-
nowa� zbyt z�o�one struktury (zgodnie z zasad� oszcz�dno�ci) zak�adamy, �e:

� � *�
*


pM
p

,lim ) . (44) 

Jednocze�nie, aby obecno�� cz�onu karz�cego w wyra�eniu (43) nie utrudnia�a zaobserwowa-
nia zmniejszania si� warto�ci b��du �redniokwadratowego pQ̂  ze wzrostem z�o�ono�ci mode-
lu przyjmujemy, �e:

� � 0,lim �
*


pM
M

) . (45) 

Typowy wybór to � � MppM /2, �)  i wówczas: 

� � ��
�

��
� &�

M
pQpW p

21ˆ . (46) 

3.3.2. Kryterium B 
Alternatywnym kryterium w stosunku do wzoru (43) mo�e by� nast�puj�ca formu�a:

� � � �pMQMpW p ,ˆlog +&� , (47) 

gdzie cz�on dodatkowy � �pM ,+  powinien uwzgl�dnia� kar� za przyj�cie modeli zbyt wyso-
kiego rz�du. 	atwo sprawdzi�, �e je�li:

� � � �,,, pMMpM )+ �  (48) 

to kryteria (43) i (47) s� asymptotycznie równowa�ne.
Poni�ej zostan� przedstawione podstawowe metody kompromisowego doboru rz�du modelu. 
Wi�kszo�� tych metod to przypadki szczególne wy�ej przedstawionego kryterium A lub B. 

3.3.3. Metoda kryterium informacyjnego Akaike (AIC) 
Przyj�cie � � ppM 2, �+  w kryterium (47) daje tzw. informacyjne kryterium Akaike (ang. 
Akaike Information Criterion). Z�o�ono�� systemu p mo�na znale
� szukaj�c najmniejsz�
warto�� wyra�enia:

pQMp p 2ˆln)( &�AIC . (49) 
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3.3.4. Metoda ko�cowego b��du predykcji (FPE) 
Kryterium FPE równie� zaproponowa� Akaike. W metodzie ko�cowego b��du predykcji (ang. 
Final Prediction Error), która nie wynika z ogólnych formu� (43) i (47), z�o�ono�� systemu p 
znajdziemy szukaj�c najmniejszej warto�ci wyra�enia:

pQ
pM
pMp ˆ)(

!
&

�FPE . (50) 

W wyra�eniu (49) wraz ze wzrostem parametru p  czynnik 
pM
pM

!
&  ro�nie, natomiast warto��

b��du �redniokwadratowego pQ̂  maleje. Zauwa�my, �e dla du�ych warto�ci M mo�na stoso-
wa� nast�puj�ce przybli�enie:

��
�

��
� &,�

�

�
�
�

�
!

&�
M

pQ
Mp

MpQpFPE pp
21ˆ

/1
/21ˆ)( , (51) 

które jest typu (43), tzn. 

� �
M

ppM 2, �) . (52) 

Wyra�enia (43) i (47) s� asymptotycznie równowa�ne je�li spe�niony jest warunek (48), 
a zatem: 

� � ppM 2, �+ . (53) 

W konsekwencji: 

pQMppFPE p 2ˆln)()( &�, AIC . (54) 

Kryteria FPE oraz AIC wykazuj� tendencj� do wyboru modelu zbyt ma�ego rz�du. Dlatego 
w literaturze [12] proponuje si� trzy inne metody opisane poni�ej.

3.3.5. Metoda Schwarza 
Przyj�cie � � MppM log, �+  w kryterium (47) daje tzw. kryterium Schwarza. W metodzie tej 
z�o�ono�� systemu p mo�na znale
� szukaj�c najmniejsz� warto�� wyra�enia:

MpQMpS p lnˆln)( &� . (55) 

3.3.6. Metoda Södeströma i Stoica 
Przyj�cie � � � �,loglog2, MpcpM �+  gdzie ,1-c  w kryterium (47) daje tzw. kryterium 
Södeströma i Stoica. W metodzie tej z�o�ono�� systemu p znajduje si� szukaj�c najmniejszej 
warto�ci wyra�enia:

� �MpcQMpH p loglog2ˆln)( &� . (56) 

3.3.7. Metoda CAT 
W metodzie CAT (ang. Criterion Autoregressive Transfer Function) z�o�ono�� systemu p 
mo�na znale
� szukaj�c najmniejsz� warto�� wyra�enia:
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� � �
�

!�
p

i pi QQM
pCAT
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111 , (57) 

gdzie ii Q
iM

mQ ˆ
!

� .

Opisane powy�ej metody wyznaczania rz�du modelu pierwotnie zosta�y zaproponowane do 
analizy procesów autoregresji danych wzorem (40). Jednak�e nale�y stwierdzi�, �e metody te 
pozwalaj� wyznaczy� w�a�ciwy rz�d modelu niezale�nie od tego, czy system nale�y do klasy 
struktur modelu, czy te� nie [12]. 

3.4. Metoda linii izokryterialnych 
Opisane w poprzednim punkcie metody estymacji rz�du predykcji zaadoptujemy teraz do 
oceny systemów rozmytych. Dzi�ki temu poszukiwanie po��danego systemu rozmytego na 
podstawie dwóch kryteriów (liczba parametrów oraz b��d �redniokwadratowy) sprowadzimy 
do jednego, wybranego kryterium, tzn. AIC, Schwarza lub FPE. Kryteria te zosta�y zaadop-
towane dla potrzeb oceny systemów neuronowo-rozmytych w nast�puj�cej formie: 

pQMQp pp 2ˆln)ˆ,( &�AIC , (58) 

MpQMQpS pp lnˆln)ˆ,( &� , (59) 

pp Q
pMn
pMnQp ˆ)ˆ,(

!
&

�FPE , (60) 

gdzie p  jest liczb� parametrów systemu podlegaj�cych uczeniu (liczba parametrów wszyst-
kich funkcji przynale�no�ci oraz liczba wszystkich wag je�li wyst�puj� w danym systemie), 

pQ̂  jest miar� b��du wykorzystywan� w symulacjach, M  okre�la liczb� próbek w ci�gu ucz�-
cym, natomiast n jest liczb� wej�� systemu. Iloczyn nM �  mo�e by� zatem traktowany jako 
miara wielko�ci rozwi�zywanego zagadnienia. Tabele 1 i 2 zawieraj� wyliczone warto�ci
kryteriów dla poszczególnych badanych struktur dla ci�gu ucz�cego i testowego u�ytych
w zagadnieniu polimeryzacji. Na rys. 4 i 5 zamieszczono punkty odpowiadaj�ce poszczegól-
nym badanym systemom neuronowo-rozmytym. Wspó�rz�dna p okre�la liczb� parametrów 
danego systemu, wspó�rz�dna Q okre�la b��d, z jakim system realizuje postawione przed nim 
zadanie. Linie izokryterialne przedstawiaj� sta�e warto�ci kryterium AIC, Schwarza i FPE, 
przy ró�nych warto�ciach b��dów i liczby parametrów. Takie podej�cie pozwala rozwi�za�
problem kompromisu mi�dzy b��dem dzia�ania systemu, a liczb� parametrów opisuj�cych ten 
system. Zagadnienie doboru systemu kompromisowego okre�lone pocz�tkowo jako zagad-
nienia optymalno�ci w sensie Pareto zosta�o sprowadzone do jednokryterialnego zagadnienia 
optymalno�ci. Linie izokryterialne o tych samych warto�ciach kryterium AIC, Schwarza lub 
FPE, pozwalaj� ograniczy� zbiór rozwi�za� optymalnych w sensie Pareto (systemy rozmyto-
neuronowe nr 1, 28, 29 i 30 na rys. 4 oraz 1, 2, 5, 29 i 30 na rys. 5), w prezentowanych przy-
padkach do jednego najlepszego (w obu przypadkach system nr 1). Punkty le��ce na liniach 
izokryterialnych o najmniejszych warto�ciach kryterium AIC, Schwarza lub FPE, charaktery-
zuj� systemy neuronowo-rozmyte, które nazwano suboptymalnymi. Suboptymalne systemy 
neuronowo-rozmyte przedstawione na wykresach zapewniaj� najmniejsz� warto�� kryteriów 
statystycznych w ramach przebadanych struktur (nie stosuje si� terminologii „optymalne sys-
temy”, gdy� nie przebadano wszystkich mo�liwych struktur). 
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Tab. 1. Warto�ci kryteriów dla ci�gu ucz�cego

L.p. Struktura b��d p AIC

1 Larsena uproszczona 0,0042 42 -299,09 

2 Larsena uproszczona z wagami regu� 0,0039 48 -292,27 

3 Larsena uproszczona z wagami wej�� i regu� 0,0031 66 -272,34 

4 	ukasiewicza uproszczona 0,0059 42 -275,30 

5 	ukasiewicza uproszczona z wagami regu� 0,0039 48 -292,27 

6 	ukasiewicza uproszczona z wagami wej��
i regu� 0,0037 66 -259,96 

7 Zadeha uproszczona 0,0049 42 -288,30 

8 Zadeha uproszczona z wagami regu� 0,0041 48 -288,77 

9 Zadeha uproszczona z wagami wej�� i regu� 0,0038 66 -258,09 

10 Binarna 0,0063 48 -258,70 

11 Binarna z wagami regu� 0,0054 54 -257,49 

12 Binarna z wagami wej�� i regu� 0,0036 72 -249,88 

13 Larsena 0,0049 48 -276,30 

14 Larsena z wagami regu� 0,0043 54 -273,44 

15 Larsena z wagami wej�� i regu� 0,0035 72 -251,85 

16 	ukasiewicza 0,0065 48 -256,52 

17 	ukasiewicza z wagami regu� 0,0041 54 -276,77 

18 	ukasiewicza z wagami wej�� i regu� 0,0038 72 -246,09 

19 Mamdaniego 0,0041 48 -288,77 

20 Mamdaniego z wagami regu� 0,0039 54 -280,27 

21 Mamdaniego z wagami wej�� i regu� 0,0034 72 -253,88 

22 Reichenbacha 0,0040 48 -290,50 

23 Reichenbacha z wagami regu� 0,0037 54 -283,96 

24 Reichenbacha z wagami wej�� i regu� 0,0034 72 -253,88 

25 Willmotta 0,0056 48 -266,95 

26 Willmotta z wagami regu� 0,0047 54 -267,21 

27 Willmotta z wagami wej�� i regu� 0,0039 72 -244,27 

28 Zadeha 0,0038 48 -294,09 

29 Zadeha z wagami regu� 0,0030 54 -298,64 

30 Zadeha z wagami wej�� i regu� 0,0028 72 -267,47 

31 Takagi-Sugeno 0,0034 60 -277,88 

32 Takagi-Sugeno z wagami regu� 0,0031 66 -272,34 

33 Takagi-Sugeno z wagami wej�� i regu� 0,0030 84 -238,64 
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Tab. 2. Warto�ci kryteriów dla ci�gu testowego 

L.p. Struktura b��d p AIC

1 Larsena uproszczona 0,0045 42 -294,26 

2 Larsena uproszczona z wagami regu� 0,0041 48 -288,77 

3 Larsena uproszczona z wagami wej�� i regu� 0,0033 66 -267,97 

4 	ukasiewicza uproszczona 0,0063 42 -270,70 

5 	ukasiewicza uproszczona z wagami regu� 0,0041 48 -288,77 

6 	ukasiewicza uproszczona z wagami wej��
i regu� 0,0039 66 -256,27 

7 Zadeha uproszczona 0,0053 42 -282,80 

8 Zadeha uproszczona z wagami regu� 0,0044 48 -283,83 

9 Zadeha uproszczona z wagami wej�� i regu� 0,0040 66 -254,50 

10 Binarna 0,0067 48 -254,40 

11 Binarna z wagami regu� 0,0057 54 -253,71 

12 Binarna z wagami wej�� i regu� 0,0038 72 -246,09 

13 Larsena 0,0052 48 -272,14 

14 Larsena z wagami regu� 0,0045 54 -270,26 

15 Larsena z wagami wej�� i regu� 0,0038 72 -246,09 

16 	ukasiewicza 0,0069 48 -252,34 

17 	ukasiewicza z wagami regu� 0,0045 54 -270,26 

18 	ukasiewicza z wagami wej�� i regu� 0,0041 72 -240,77 

19 Mamdaniego 0,0043 48 -285,44 

20 Mamdaniego z wagami regu� 0,0042 54 -275,09 

21 Mamdaniego z wagami wej�� i regu� 0,0037 72 -247,96 

22 Reichenbacha 0,0044 48 -283,83 

23 Reichenbacha z wagami regu� 0,0039 54 -280,27 

24 Reichenbacha z wagami wej�� i regu� 0,0037 72 -247,96 

25 Willmotta 0,0060 48 -262,12 

26 Willmotta z wagami regu� 0,0049 54 -264,30 

27 Willmotta z wagami wej�� i regu� 0,0043 72 -237,44 

28 Zadeha 0,0043 48 -285,44 

29 Zadeha z wagami regu� 0,0033 54 -291,97 

30 Zadeha z wagami wej�� i regu� 0,0031 72 -260,34 

31 Takagi-Sugeno 0,0036 60 -273,88 

32 Takagi-Sugeno z wagami regu� 0,0034 66 -265,88 

33 Takagi-Sugeno z wagami wej�� i regu� 0,0033 84 -231,97 
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Rys. 4. Linie izokryterialne: wyniki osi�gni�te przez poszczególne systemy dla kryterium 
Akaike dla ci�gu ucz�cego – zagadnienie polimeryzacji 
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Rys. 5. Linie izokryterialne: wyniki osi�gni�te przez poszczególne systemy dla kryterium 
Akaike dla ci�gu testowego – zagadnienie polimeryzacji 

Z tab. 1 i tab. 2, jak i z rysunków wynika, �e zarówno dla ci�gu ucz�cego, jak i testowego, 
kryterium AIC najlepiej ocenia system 1 (uproszczona struktura Larsena), a zaraz za nim sys-
tem 29 (struktura Zadeha z wagami regu�), Na rysunkach tych �atwo zauwa�y� zbiór syste-
mów optymalnych w sensie Pareto (1, 28, 29 i 30 na rys. 4 oraz 1, 2, 5, 29 i 30 na rys. 5), 
o którym by�a mowa wy�ej.

4. PODSUMOWANIE 
W pracy przedstawiono ró�ne typy rozmytych sterowników zrealizowanych z wykorzysta-
niem modelowania neuronowo-rozmytego. Zaproponowano równie� now� metod� oceny ste-
rowników rozmytych. Zosta�a ona oparta o kryteria statystyczne zastosowane w celu sprowa-
dzenia optymalizacji wielokryterialnej do optymalizacji jednokryterialnej. Istotnym elemen-
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tem by�o wprowadzenie poj�cia linii izokryterialnych, które w znacznym stopniu u�atwiaj�
projektantowi orientacj� w zbiorze potencjalnych rozwi�za�. Wyniki przedstawionych w pra-
cy, jak i innych przeprowadzonych bada� potwierdzaj� jej przydatno�� w procesie projekto-
wania systemów rozmytych. Metod� mo�na równie� z powodzeniem zastosowa� w projekto-
waniu innych podobnych systemów, jak np. sieci neuronowe, czy systemy ekspertowe. 
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