Przedmowa

Technika pomiarowa jest podstawa rozwoju dziatalnosci ludzkiej w obszarze wiedzy
i kultury materialnej, wymianie dobr i ustug, gospodarce, ochronie zarowno zycia
i zdrowia, jak i srodowiska. Pomiary wykonywane w roznych krajach, miejscach
i czasie powinny dawa¢ poréwnywalne ze sobg wyniki. Analiza danych i szacowanie
doktadnosci wielkosci mierzonej — czyli menzurandu — musza by¢ ujednolicone
w skali migdzynarodowej. Funkcje t¢ w ograniczonym zakresie petni obechie doku-
ment o nazwie Evaluation of measurement data — Guide to the Expression of Uncer-
tainty in Measurement oraz angielskim akronimie GUM. Pierwsza jego wersje wydata
Miedzynarodowa Organizacja Standaryzacji (1SO) w 1993 r. Dwa lata p6zniej uka-
zata si¢ wersja poprawiona, a nastepnie — Suplementy. Ostatnia wersja Przewodnika
GUM z 2008 r. jest juz tylko w wersji elektronicznej. W 2012 r. ukonczono kolejny
Suplement 2 o wyznaczaniu niepewnos$ci wielowymiarowych pomiaréw posrednich.
Opracowaniem dalszych Suplementow i nowej wersji GUM opartej na podejsciu
Bayesa zajmuje si¢ obecnie utworzony w 1997 r. wspolny komitet osmiu organizacji
migdzynarodowych ds. przewodnikéw metrologicznych o skrocie JCGM, pod prze-
wodnictwem dyrektora Miedzynarodowego Biura Miar i Wag (BIPM) w Sévres na
obrzezach Paryza. W jezyku polskim istnieje tylko thumaczenie wersji GUM z 1995 r.
Wyrazanie Niepewnosci Pomiaru. Przewodnik wraz z komentarzami prof. Janusza
Jaworskiego, wydane przez Gtowny Urzad Miar w 1999 r. W praktyce pomiarowej
wykorzystuje si¢ aktualne angielskie wersje przewodnika GUM i jego Suplementow
oraz miedzynarodowy stownik terminéw metrologicznych VIM (fr. Vocabulaire in-
ternational de métrologie — Concepts fondamentaux et généraux et termes associés)
i inne wydawnictwa BIPM.

Przewodnik GUM zawiera reguly szacowania i wyrazania niepewnos$ci pomia-
réw rekomendowane do stosowania przy wszystkich poziomach doktadno$ci pomia-
réw W laboratoriach pomiarowych i innych placéwkach wykonujgcych pomiary — od
handlu do badan technicznych i podstawowych. Stuzby Miar i akredytowane labora-
toria w wiekszosci krajow stosujg te zalecenia juz od wielu lat. Rozpowszechnity sie
tez one w praktyce pomiarowej, w tym w kontroli procesoOw przemystowych, analizie
chemicznej, badaniu materiatow i urzadzen podczas ich wytwarzania i eksploatacji
oraz w monitoringu §rodowiska i w nauce.

W Polsce zalecenia przewodnika GUM zostaty bardzo szybko wdrozone do
praktyki pomiarowej i dydaktyki akademickiej. Przyczynito si¢ do tego kilkanascie
sympozjow o tematyce wyznaczania niepewnos$ci pomiarow, ktore w latach 1993—
2013 prowadzita poczatkowo prof. Danuta Turzeniecka z Politechniki Poznanskiej,
a nastgpnie prof. Stefan Kubisa z Politechniki Szczecinskiej. Rowniez na kongresach
metrologii i corocznych konferencjach Podstawowych Problemow Metrologii byty
sekcje obejmujace te zagadnienia. Dotychczasowy polski wklad w ksztattowanie
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przepisow miedzynarodowych dotyczacych analizy i niepewnosci danych pomiaro-
wych nie odzwierciedla jednak ani potencjatu wiedzy metrologicznej, ani poziomu
teorii pomiarow w kraju. Jednym z powodow byta zmiana statusu Gtéwnego Urzedu
Miar w 1993 r. na urz¢dniczy (stuzba cywilna), ktory nie obejmuje prowadzenia prac
badawczych. Ponadto wiele z oryginalnych publikacji polskich autoré6w o niepewno-
$ci pomiaréw ukazywato si¢ gtdéwnie w jezyku rodzimym, co tez ma znaczenie.

Wraz z rozwojem elektroniki i informatyki powstaja nowe narzedzia pomiarowe
oraz rozwijajg si¢ metody i procedury przeprowadzania pomiaréw. Przepisy przewod-
nika GUM nie nadazaja za biezacymi potrzebami szybko rozwijajacej si¢ techniki
pomiarowej. Stosowanie obecnej wersji tych zalecen natrafia na ograniczenia, gdyz
nie obejmujg one wielu rodzajéow pomiardw. Propozycje interpretacji, udoskonalen
i rozszerzania zakresu stosowania przewodnika prezentowane sa na wielu konferen-
cjach i w licznych publikacjach krajowych i zagranicznych. Wymaga to jednak wielu
badan i ich weryfikacji w praktyce pomiarowej. Niezbedne jest tez doprowadzanie do
uwzglednienia ich w tresci przepisdw metrologicznych. Jest to jednak proces dtugo-
trwaty. Europejskie i §wiatowe srodowiska metrologiczne — glownie Narodowe Insty-
tuty Metrologiczne (NMI) — prowadza prace badawczo-rozwojowe (w Unii Europej-
skiej w ramach EURAMET) niezbedne do opracowania nowych przepisdOw na miarg
potrzeb wspotczesnej techniki pomiarowej. Polska metrologia od lat nie uczestniczyta
w nich tworczo. W Gléwnym Urzedzie Miar zagadnieniami tymi zajmuje si¢ jedynie
dr Pawet Fotowicz. Aby taki stan zmieni¢ polscy metrolodzy starszego pokolenia
utworzyli juz w 1991 r. Polskie Towarzystwo Metrologiczne (PTM), ktore zaczeto
wydawa¢ wktadke Metrologia i Technika Pomiarowa w miesi¢czniku Pomiary Auto-
matyka Kontrola. Tej inicjatywy spotecznej nie wsparly jednak poprzednie kolejne
kierownictwa Gltownego Urzedu Miar. Autor, po przejeciu obowigzkow prezesa
PTM, dalsza dziatalno$¢ opart zatem glownie na bezposrednich kontaktach osobi-
stych z metrologami zainteresowanymi rozwojem podstaw naukowych metrologii
i techniki pomiarowej, w tym metod szacowania niepewno$ci pomiaroOw 0raz zajat si¢
wspomaganiem publikowania prac z tej dziedziny autoréw polskich i z innych krajow,
gtownie z Ukrainy.

Wykorzystujac dhugoletnie do§wiadczenie, zarowno W konstruowaniu przyrza-
dow pomiarowych, jak i w prowadzeniu metrologicznych prac badawczych autor for-
mutowal kolejno tematy z dziedziny podstaw metrologii, ktore jego zdaniem sg
istotne dla rozwoju techniki pomiarowej w przemysle i szerzej — w wielu obszarach
gospodarki krajowej. Ich rozwigzanie przekraczato mozliwosci jednej osoby. Dosko-
naleniem problematyki wyznaczania niepewnos$ci pomiarow i jej rozszerzeniem na
obszary nieobjete dotychczas zaleceniami przewodnika GUM — obok nielicznych me-
trologéw polskich — byli tez zainteresowani metrolodzy z innych krajow srodkowo-
europejskich, wtym z Ukrainy i Biatorusi oraz Rosji. Autor wraz z bytym dtugoletnim
redaktorem naczelnym miesi¢cznika Pomiary Automatyka Kontrola — mgr. Tadeu-
szem Ustaborowiczem zainicjowat i uczestniczyl w powotaniu w 2008 r. nowego pe-
riodyku — kwartalnika Pomiary Automatyka Komputery w Gospodarce i Ochronie
Srodowiska wydawanego w Rzeszowie. Obecnie pismo wydawane jest w Lublinie
pod nazwa Informatyka Automatyka Pomiary w Gospodarce i Ochronie Srodowiska.
Jest ono ukierunkowane na prezentacje srodkowo-europejskich dokonan, migdzy in-
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nymi w dziedzinie metrologii i techniki pomiarowej. Ponadto autor zainicjowat i na-
wigzal nieformalng wymian¢ naukowsa i wspolne opracowywanie publikacji — reali-
zowane gtownie droga internetows — zaréwno z metrologami z polskich uczelni, jak
i krajow o$ciennych (przede wszystkim z Ukrainy). Wspolprace z autorem podjeli
profesorzy z Polski: Tadeusz Skubis (Politechnika Slaska), Andrzej Zigba (Akademia
Goérniczo-Hutnicza) i Stefan Kubisa (Zachodniopomorski Uniwersytet w Szczecinie)
oraz doktorzy: Jerzy Korczynski (Politechnika ¥.6dzka), Jarostaw Makal i Adam 1dz-
kowski (Politechnika Bialostocka). Z Ukrainy wspolpracowali profesorzy: Eugenij
Volodarski (prezes stowarzyszenia Akademia Metrologii Ukrainy, Politechniki Ki-
jowska) wraz z aspirantami i Larysa Kosheva (Akademia Lotnicza w Kijowie), Mi-
khailo Dorozhovets (Politechnika Lwowska i Politechnika Rzeszowska), Igor Zacha-
row (Instytut Radioelektroniki w Charkowie), Volodimir Kucheruk (Uniwersytet
Techniczny w Winnicy) oraz Orest Serediuk (Instytut Nafty i Gazu w Ilwano-Fran-
kiwsku). Ponadto wspotpracowali: doc. Aleksandr Mikhal (Instytut Elektrodynamiki
Ukrainskiej Akademii Nauk w Kijowie), dr Marina Galovska (jako aspirantka Poli-
techniki Kijowskiej i nastepnie autorka wyrdznionej rozprawy doktorskiej w Politech-
nice w Brunszwiku), dr Sergiej Zabolotny (obecnie prorektor Uniwersytetu Technicz-
nego w Czerkasach) oraz dr VVolodimir Ezhela (gtowny specjalista ds. przetwarzania
danych z Instytutu Fizyki Wielkich Energii IHEP ,,Rosatom” w Protvino w obwodzie
moskiewskim). Rezultaty wielu wspolnych prac byty prezentowane na kongresach,
konferencjach i sympozjach krajowych i zagranicznych oraz publikowane w polskich
i zagranicznych czasopismach naukowych.

Ostatnio zmienita si¢ sytuacja w Glownym Urzedzie Miar. Nowy prezes,
dr Wtodzimierz Lewandowski, podjat starania o przeksztatcenie tego Urzedu w Naro-
dowy Instytut Metrologiczny (NMI), w ktorym obok zadan metrologicznych zwigza-
nych z utrzymaniem i doskonaleniem wzorcéw bgda prowadzone prace badawczo-
rozwojowe ukierunkowane na rozwoéj gospodarki. Prezes zapowiada tez rychte utwo-
rzenie zespotu rozwijajacego podstawowe zagadnienia metrologii i techniki pomiaro-
wej.

Zalecenia przewodnika GUM dotyczace analizy i wyznaczania niepewnosci po-
miardéw stosuje si¢ obecnie w $§wiatowej praktyce pomiarowej, cho¢ nie obejmuje on
jeszcze wielu potrzeb badan uzytkowych w nauce i gospodarce, w tym dotyczgcych
jakosci w przemysle i innych dziedzinach. W szczego6lno$ci brakuje zalecen, jak w
statystycznym opisie niepewnosci pomiarowych wykorzystywac¢ optymalne estyma-
tory dla danych o niegaussowskich rozktadach prawdopodobienstwa w pomiarach
menzurandow jedno- i wielowymiarowych. Nie ma tez zalecen, jak jednolicie wyzna-
cza¢ niepewno$¢ w pomiarach réznych proceséw dynamicznych zmiennych w czasie
i W przestrzeni. W modelowaniu pomiaréw — poza metoda Monte Carlo opisang w
Suplemencie 1 do GUM — nie ma informacji, jak uzywac innych wspotczesnych zaa-
wansowanych narz¢dzi matematycznych, w tym statystyke odpornosciowa. Przygo-
towanie nowego bayesowskiego ujecia przepisOw metrologicznych i dalsze rozsze-
rzenie ich tre$ci wymaga wielu szczegdélowych badan i weryfikacji w praktyce 0 za-
siggu miedzynarodowym. Cz¢$¢ z tych zagadnien zostata ujeta w tresci niniejszej mo-
nografii. Autor zamierza tez opracowa¢ nastepng monografie poswiecong tematyce
metrologicznej w akredytacji i kontroli wiarygodnosci pomiarow w laboratoriach ba-
dawczych i kontrolnych.



Streszczenie

Niniejsza monografia prezentuje wyniki prac autora i wspotpracujacych z nim metro-
logéw z Polski, Ukrainy i innych krajow nad mozliwo$ciami rozszerzenia analizy nie-
pewno$ci pomiardow objetej migdzynarodowym Przewodnikiem Wyznaczania Nie-
pewnos$ci Pomiaréw (GUM). Poswigcona jest ona omoéwieniu wybranych badan nad
adaptacja wspotczesnych podstaw teorii prawdopodobienstwa i proceséw stocha-
stycznych do praktyki metrologicznej. Tre§¢ monografii obejmuje przedmowe, 12 au-
tonomicznych rozdzialéw i dwa samodzielne dodatki, tacznie 191 stron tekstu.

W rozdziale 1 przedstawiono syntezg stosowanych obecnie metod opisu doktad-
nosci przyrzadow pomiarowych za pomoca btedow oraz doktadnosci pomiaréw przez
niepewnosci wg zalecen przewodnika GUM. W nast¢pnych rozdziatach proponuje si¢
metody rozszerzajace te zalecenia. Sg one ukierunkowane na zastosowania nie tylko
w pomiarach Stuzby Miar, ale we wszystkich badaniach uzytkowych.

W rozdziale 2, dla obserwacji pomiarowych uzyskiwanych przez probkowanie
ciaglego sygnatu wielko$ci mierzonej, omowiono czyszczenie ich surowych danych
z nieznanych regularnie zmiennych sktadowych systematycznych. Szacowanie nie-
pewnosci typu A, gdy te oczyszczone dane powigzane sg ze sobg statystycznie, czyli
auto skorelowane wraz z wyznaczaniem ich funkcji autokorelacji otrzymang z warto-
$ci tych danych eksperymentalnych, oméwiono w rozdziale 3.

Przedstawiono wyniki badan okreslajacych mozliwos$¢ zastosowania rozktadu
prawdopodobienstwa w postaci jednego okresu funkcji cos? jako alternatywy rozktadu
normalnego, ale 0 ograniczonym zakresie dla prawdopodobienstwa rownego 1 (rozdz.
4). Podano wyniki modelowania metodg symulacji Monte Carlo statystyk sko$nosci i
kurtozy probek danych o matej liczebnosci z populacji o rozktadzie normalnym oraz
réwnomiernym i trojkatnym (rozdz. 5).

Nastgpnie omowiono inne niz $rednia estymatory wartosci i niepewnosci men-
zurandu dla danych wynikéw powtarzanych pomiarow, ktéore modeluje si¢ roznymi
rozkladami niegaussowskimi, w tym réwnomiernym, arc Sin, trapezowymi Trap oraz
CTrap i ich splotami (rozdz. 6-9). Najlepszym estymatorem dla rownomiernego roz-
ktadu jest srodek rozstgpu. Dla rozktadow trapezowych zaproponowano nowy esty-
mator dwuelementowy: 0,5(Srednia + $rodek rozstgpu). Jest on bardziej efektywny
niz jednoelementowe estymatory, takie jak srednia, mediana i $rodek rozstepu. Nie-
konwencjonalne sposoby wyznaczania najefektywniejszego z rozpatrywanych esty-
matorow dla probek o nieznanym a priori rozkladzie, realizowane sg metodami sy-
mulacji Monte Carlo i resamplingu, ktore nie wymagajg identyfikacji rodzaju roz-
ktadu. Przedstawiono je w rozdziale 9.
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W rozdziale 10 przedstawiono wyniki badaf nad zastosowaniem do analizy nie-
pewnosci metody maksymalizacji wielomianu (PMM) opartej na kumulantach. Nato-
miast w rozdziale 11 rozpatrzono dwie statystyczne metody odporne wyznaczania
niepewno$ci pomiar6w: metode o przeskalowanym odchyleniu medianowym MADs
i metodg iteracyjng dwukryterialng podang przez Hubera z zastosowaniem winsory-
zacji danych odstajgcych oraz ich zastosowanie w badaniach migdzylaboratoryjnych.

Ostatni 12 rozdziat zawiera oméwienie kilku podstawowych zagadnien dotycza-
cych wyznaczania niepewnosci i zaokraglania wynikow pomiaréw posrednich wielo-
wymiarowych. Jest to wyjasnienie i pewne rozszerzenie tresci Suplementu 2 do prze-
wodnika GUM.

Tres$¢ rozdzialdéw monografii uzupetniaja dwa dodatki. Pierwszy zawiera przy-
ktady obliczania bardziej efektywnych estymatorow menzurandu niz $rednia dla roz-
ktadow rownomiernego i Laplace’a. W drugim dodatku przedstawiono kilka propo-
zycji wyznaczania niepewnoéci rozszerzonej, ktore mozna zastosowaé w nowym
przewodniku GUM 2 opartym na podej$ciu Bayesa, w tym réwniez dla srodka roz-
stepu jako estymatora.

Monografia ta przeznaczona jest zar6wno dla stuzby miar, jak i dla tych wszyst-
kich, ktérzy dokonujg i interpretuja wyniki pomiaré6w w badaniach stosowanych w
praktyce przemystowej i we wszystkich innych dziedzinach gospodarki oraz w me-
dycynie, wojskowosci i w nauce.
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Podziekowania

Serdecznie dzigkuje autorom i wspotautorom wszystkich publikacji, ktorych wyniki
wykorzystatem w tre$ci tej monografii, a w szczegdlnosci (w porzadku alfabetycz-
nym) profesorom Mykhailowi Drozhovetsowi, Stefanowi Kubisie, Eugenowi Volo-
darskiemu i Andrzejowi Zigbie oraz doktorom Marinie Galovskiej, Volodimirovi
Ezheli, Jerzemu Korczynskiemu i Sergiejowi Zabolotnemu. Wspotpracowali oni ze
mng od 2007 r. nad rozwigzywaniem wielu problemow tu przedstawionych i znacznie
wzbogacili moja wiedzg. Postanowitem wiec podzieli¢ si¢ nig z Czytelnikami.

Pragne podkresli¢, ze nawigzanie tresci tej monografii do poziomu miedzynaro-
dowych prac badawczych w dziedzinie metod analizy i szacowania niepewnosci po-
miaréw stato si¢ mozliwe dzieki ogromnej zyczliwosci i poparciu dyrekcji Przemy-
stowego Instytutu Automatyki i Pomiarow PIAP. Dzi¢ki temu w latach 2010-2015
mogtem nie tylko opracowac¢ i opublikowac kilkadziesigt wtasnych i wspdlnych prac,
lecz takze aktywnie uczestniczy¢ w wielu polskich i kilku najwazniejszych europej-
skich konferencjach, sympozjach i warsztatach naukowych z podstaw teoretycznych
metrologii i techniki pomiarowej.

Szczegdlne podziekowania nalezg si¢ dr. Janowi Jabtkowskiemu, naczelnemu
dyrektorowi Instytutu PIAP w powyzszych latach, ktory ponadto skutecznie pokonat
moj opor oraz zachecit i przekonat mnie do opracowania niniejszej monografii.

Dzickuj¢ tez dr Matgorzacie Kaliczynskiej, ktora dotozyta wiele staran jako re-
daktor naukowy tej monografii i cierpliwie akceptowata wnoszone do ostatniej chwili
poprawki autorskie.

Dzi¢kuje rowniez recenzentom: prof. Andrzejowi Zigbie z Instytutu Fizyki Aka-
demii Gorniczo-Hutniczej w Krakowie oraz dr. Pawlowi Fotowiczowi — sekretarzowi
naukowemu Glownego Urzedu Miar za wniesionych wiele bardzo cennych uwag me-
rytorycznych i redakcyjnych.

Wreszcie, ogromne i nieocenione zashugi ma tu nade wszystko moja zona Da-
nuta Nilsson, ktora przez wiele lat sama realizowata ogrom zadan zycia codziennego,
by umozliwi¢ mi nieustanna, zwykle wielogodzinng prace przy komputerze w Ciszy
domu w zdrowym le$nym klimacie Zalesia Gornego. Dzigkuj¢ Jej za to zarowno z
calego serca, jak i z glebi duszy.

Zygmunt Lech Warsza Zalesie Gorne, grudzien 2016 r.
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Rozdziat 1

Metody wyznaczania btedéw i niepewnosci pomiaréw
oraz potrzeba ich rozszerzenia

Streszczenie. Wprowadzono w tematyke monografii, omowiono proces pomiarowy, podano
definicje i podstawowe wzory do wyznaczania btedow pomiarowych, w tym granicznych oraz
niepewnos$ci pomiaru wg migedzynarodowego przewodnika GUM. Scharakteryzowano zakres
oraz ograniczenia w stosowaniu niepewnosci. Podano potrzeby rozszerzenia sposobu szaco-
wania niepewno$ci metodg A na dane pozyskiwane przez probkowanie sygnatow. Powinno
by¢ ono poprzedzone czyszczeniem danych ze sktadowych regularnych i uwzgledniaé auto-
korelacje migdzy obserwacjami probki. Dla danych z rozktadéw innych niz normalny nalezy
stosowa¢ wlasciwe estymatory, a w matych probkach przy wystepowaniu danych odstajacych
statystyke odporna. Podano tez podstawows literaturg polska i obcojezyczna.

Pomiary towarzysza cztowiekowi od zarania dziejow. Jako$ciowe obserwacje, takie
jak: maty — wickszy — najwickszy lub blisko — dalej — najdalej, ciezki — cigzszy —
najciezszy itp., stopniowo przerodzily si¢ w ujecia ilo§ciowe. Najstarsze przyktady —
to mierzenie wielkosci opadu w starozytnych Indiach na podstawie poziomu wody
w okre$lonym naczyniu, mierzenie odleglosci poprzez czas potrzebny na dotarcie
karawany, mierzenie czasu klepsydra lub wg okresowych zjawisk astronomicznych
oraz kierunku wg potozenia stonca i gwiazd. Stopniowo powstawaly jednostki roz-
nych wielko$ci, systemy ich podziatu, urzadzenia do pomiaru warto$ci réznych
wielkosci, metody ich uzytkowania i sprawdzania oraz nazewnictwo. Szereg opisow
mozna znalez¢ juz w Biblii. Stopniowo nastepowato ujednolicanie jednostek i in-
strumentarium stosowanego na coraz to wickszych obszarach i opracowywano prze-
pisy dotyczace kalibracji i zasad uzytkowania urzadzen pomiarowych. Tworzono tez
r6zne uktady jednostek. Uktad o symbolu Sl jest przyjety w skali globalnej.

W 1875 r. na mocy Konwencji Metrycznej utworzono Migdzynarodowe Biuro
Miar i Wag BIPM (fr. Bureau International des Poids et Mesures) w Sévres pod Pa-
ryzem, ktére organizuje migdzynarodowe pordwnania krajowych standardow po-
miaru i przeprowadza kalibracje jednostek w panstwach cztonkowskich. Bliski za-
konficzenia jest tez proces tworzenia wzorcoOw warto$ci podstawowych jednostek
miar opartych na zjawiskach kwantowych. Powstaty tez krajowe instytucje metrolo-
giczne dbajace 0 rozwdj i utrzymanie wzorcow panstwowych, zapewnienie jednoli-
tosci i poprawnosci pomiaréw, metod sprawdzania przyrzadéw w oparciu o te wzor-
ce oraz o tworzenie i przestrzeganie przepisoOw prawnych dotyczacych pomiarow
(metrologia prawna). Jak jest to istotne dla gospodarki niech §wiadczy fakt, ze sze-
reg krajow Unii Europejskiej zrezygnowato z wlasnego pieniadza, ale utrzymuje Na-
rodowe Instytuty Metrologiczne NMI (ang. National Measurement Institute). Wyto-
nita si¢ tez samodzielna interdyscyplinarna dziedzina wiedzy stosowanej
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1. Metody wyznaczania btedéw i niepewnos$ci pomiaréw oraz potrzeba ich rozszerzenia

o pomiarach i urzadzeniach techniki pomiarowej 0 nazwie metrologial. Zostaly
opracowane i nadal rozwijane sa oryginalne podstawy teoretyczne i filozoficzne
[20]. Technika pomiarow oraz przetwarzania i przekazywania sygnatéw pomiaro-
wych stanowi obecnie podstawe niemal kazdego rodzaju dziatalnoéci ludzkiej, od
wytwarzania poprzez handel, uzytkowanie, medycyne, edukacj¢ i nauke, az do
ochrony zycia, mienia i $rodowiska. W ponizszej monografii przedstawi si¢ zasady
opisu i oceny miar doktadno$ci pomiaréw oraz omoéwi propozycje ich rozszerzenia
powstate gtéwnie z inicjatywy autora i opracowane z udziatem innych osob.

Proces pomiarowy i sposoby opisu wyniku pomiaréw

Przebieg procesu pomiarowego ilustruje rysunku 1.

Pomiar Odtwarzanie
Zjawiska Modele
wplywajgce oddziatywan
A= K E D ol S R
Menzurand l l l l J, i(x ] l l 3l
(wielkod¢ ait) | Wynik | 4§ ¥ ¥ v | Moziwe
mierzona) pormiaru wartosci
Lrt—_ L
X — 1 = wielko$ci
e —] v o : ’ .
x - wartodé Wartosc mierzonej
' ] Srednia § q)
rzeczywista| Tor pomiarowy Srednia § Modele para- x{q)
Obiekt badany Obserwacje metréw toru
pomiarowe pomiarowego

Rys. 1. Proces pomiardw i odtwarzania wartos$ci wielko$ci mierzonej (menzurandu)
Fig. 1. The process of measurements and recovery of the measured value (measurand)

Na poczatku procesu pomiarowego nastgpuje przetwarzanie wartosci X wielko-
$ci mierzonej X w zalezny od niej sygnat pomiarowy, ktory kolejno jest przetwarza-
ny dalej w torze pomiarowym, az do otrzymania obserwacji gi(X) w postaci sygnatu
o pozadanej formie lub jako odczyt wartosci (wynikow obserwacji). Proces ten nie
jest idealny. Na obiekt mierzony i sygnal w torze pomiarowym oprocz wielkosci
mierzonej oddziatuja inne wielkos$ci zaleznie od warunkoéw pomiaru oraz zaktocenia
zewngtrzne 1 wewnetrzne. Oddzialywania rdéznego pochodzenia oraz zmiany para-
metréw toru pomiarowego powoduja, ze przy powtarzaniu pomiaru poszczegélne

! Alternatywng nazwe angielska measurement science o szerszym zakresie zaproponowat
w latach 70. XX wieku prof. Ludwik Finkelstein z City University w Londynie (urodzony
we Lwowie).
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obserwacje pomiarowe gi(X) przyjmuja inne warto$ci niz mierzona warto$¢ X bada-
nej wielkos$ci X, nazywanej obecnie menzurandem?.

Przetwarzanie sygnatu i propagacje zaktécen w torze pomiarowym rozpatruje
si¢ w kierunku na wprost, tj. od wielkosci mierzonej do zbioru tzw. ,,surowych”
warto$ci wynikéw obserwacji pomiarowych. Po wprowadzeniu poprawek uwzgled-
niajacych znane zdeterminowane (czyli systematyczne) oddziatywania otrzymuje si¢
skorygowane warto$ci obserwacji ¢i. Ze zbioru n wartoéci (i nazywanych probka
wyznacza si¢ (estymuje) najbardziej prawdopodobny statystycznie wynik pomiaru,
np. jako ich warto$¢ Srednia U oraz parametry charakteryzujace przedzial rozpro-
szenia obserwacji z przyczyn losowych i wskutek braku wiedzy o potozeniu warto-
$ci rzeczywistej menzurandu. Na tej podstawie dalej w procesie pomiarowym od-
twarza si¢ potozenie i szeroko$¢ przedziatu dla zbioru wartosci wielkosci mierzone;j
X, ktore wg zadanego kryterium odpowiadaja temu wynikowi pomiaru przy zada-
nym modelach oddzialywan, strukturze i parametrach toru pomiarowego. Procedura
odtwarzania tego zbioru przebiega w kolejnosci odwrotnej niz przetwarzanie sy-
gnalu w poczatkowej czesci procesu pomiarowego z rys 1.

Realizacja procedury odtwarzania moze odbywac sie:

— poza systemem pomiarowym — obliczenia z wartosci wynikow obserwacji,

— w dalszej czgsci toru pomiarowego, zwykle skomputeryzowanej, w sposob nie-
jawny i praktycznie na biezaco, poprzez operacje na zbiorze wartosci sygnatow
otrzymywanych dla poszczegolnych obserwacji.

Z surowych wynikow obserwacji pomiarowych, stosujac poprawki, nalezy wy-
eliminowa¢ wplywy znanych oddziatywan systematycznych, ktore wystepuja jako
zdeterminowane w danym cyklu pomiarowym. Nie mozna jednak wyeliminowaé
skutku biezacych wptywow statych oddziatywan, gdyz warto$¢ prawdziwa x nie jest
znana. Moga tez by¢ one inne w kazdej z serii obserwacji oraz w ciggu catego okre-
su eksploatacji przyrzadu lub badania obiektu, w tym wskutek zmian zaréwno wa-
runkoéw pomiaru, jak i Stabilnosci parametrow wewngtrznych. Natomiast przy regu-
larnym lub innym znanym sposobie probkowania ciagtej wielkoSci mierzonej moz-
liwa jest identyfikacja i eliminacja wptywu nieznanych a priori zmiennych oddzia-
tywan aperiodycznych i periodycznych.

Poprawny metrologicznie wynik pomiaru powinien zawiera¢ zmierzong naj-
bardziej prawdopodobng warto$¢ X badanej wielkosci X wraz z oceng miary jej nie-
doktadno$ci wyznaczong w okreslony, znany i powszechnie zaakceptowany sposob.
Zadania te moga spetnia¢ roznie zdefiniowane parametry metrologiczne i dla za-
pewnienia jednolito$ci opisu niezbgdne sa ustalenia migdzynarodowe.

Miary niedoktadnosci pomiaréw: bltedy i niepewnosci pomiarowe

Do opisu doktadnosci pomiaréw i przyrzadow pomiarowych od dawna stosowano
pojecie blgd pomiaru. W najprostszym przypadku, tj. w pomiarze pojedynczej war-

2 Menzurand definiowany jest obecnie jako pojecie szersze niz pojedyncza wielko$é mierzo-
na. Obejmuje ono tez wieloparametrowe modele matematyczne obiektow pomiaru, takie jak
zalezno$¢ funkcyjna y = f(x), wspotrzedne wektora X, charakterystyka czgstotliwo$ciowa
F(w), wielkosci opisywane liczbami zespolonymi, np. w obwodach pradu przemiennego itp.
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tosci wielko$ci mierzonej, wystepuje btad bezwzgledny jako réznica pomigdzy war-
toscia sygnatu przyrzadu lub jego wskazania, a warto$cia rzeczywista wielko$ci mie-
rzonej w chwili pomiaru. Warto$¢ rzeczywista wielko$ci mierzonej jest zwykle nie-
znana i wykonujac odpowiednie pomiary mozna jg poznaé tylko z okre$long do-
ktadnoscia. Przy szacowaniu bledéw pomiaru warto$¢ rzeczywista zastgpuje si¢
warto$cig poprawnag, np. parametrem wzorca lub wskazaniem doktadniejszego przy-
rzadu kontrolnego, albo tez warto§ciami znamionowymi parametréw przyrzadéw
i urzadzen pomiarowych.

Wielkosci mierzone, zalezne od nich sygnaty przyrzadow i systemow pomia-
rowych oraz btgdy pomiarowe podlegaja zwykle zmianom, zardbwno w czasie wy-
konywania pojedynczej serii (probki) powtarzanych pomiardw, jak i w okresie wie-
lokrotnych badan obiektu oraz w okresie uzytkowania przyrzadu [13, 14]. Jest to
skutek réznych wewngtrznych jak i zewnetrznych oddziatywan. Biedy state podczas
wykonywania pomiaréw, lub zmieniajace si¢ w sposob zdeterminowany, nazywa si¢
systematycznymi, za$ zmieniajace si¢ 10sowo — bledami przypadkowymi. Zaréwno
w btedzie chwilowym, jak i w jego warto$ciach opisujacych seri¢ pomiard6w mozna
wyrdzni¢ sktadowe o wartosciach wyznaczalnych w danym eksperymencie pomia-
rowym, jak i sktadowe niewyznaczalne. Pierwsze z nich dajg si¢ tatwo usuwac przez
poprawki. Laczny maksymalny mozliwy wptyw pozostatych szacuje si¢ jako btad
graniczny dla najgorszego przypadku znakéw i warto$ci bledow sktadowych.

Matematyczna teoria opisu btedéw pomiaru zostala zapoczatkowana przez
Gaussa i Laplace’a w XVIII wieku. Jest oparta na teorii prawdopodobienstwa, za-
ktada przypadkowy rozrzut wynikéw obserwacji pomiarowych i operuje bledami
przypadkowymi oraz prawdopodobiefstwem ich wystepowania w okre§lonym prze-
dziale wartosci.

W opisie wlasciwosci metrologicznych przyrzadow i systemow pomiarowych
oraz ich podzespotow producenci podaja btedy graniczne jako tolerancje dla warun-
kow znamionowych i dla zakresow dopuszczalnych zmian warunkow pracy lub dla
innych okre§lonych ich wartosci. Definicje btedow pomiarowych i wzory dla ich
propagacji przy ogolnej i kilku podstawowych zalezno$ciach funkcyjnych zestawio-
no w tabeli 1.

Na podstawie wzoréw (tab. 1) wyznaczany jest pozadany rodzaj btedu wypad-
kowego (zagadnienie analizy) i btgdu granicznego (najgorszy przypadek wartosci
i znakow jego sktadowych), np. dla rezystancji wypadkowej zestawu roéznie polg-
czonych rezystoréw o znanych tolerancjach, dla pomiaréw mocy za pomocg kilku
przetwornikdw o znanych parametrach metrologicznych lub pomiaréw rezystancji
mostkiem dekadowym lub cyfrowym. Dla zadanego dopuszczalnego btedu wypad-
kowego istnieje tez zwykle niejednoznaczne zagadnienie odwrotne — znalezienie
dopuszczalnych przedziatéw btedow sktadowych i tolerancji elementow przyrzadu
lub zestawu pomiarowego (zagadnienie syntezy).

Wyrazanie niedoktadnosci urzadzen i systemow pomiarowych oraz wykony-
wanych nimi pomiaréw przez rézne rodzaje btedow pomiarowych (systematyczne
oraz przypadkowe, chwilowe i graniczne) trwato do lat 90. ubiegtego wieku [9-11].
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Tab. 1. Rodzaje btedow pomiarowych i klasyczny sposéb wyznaczania wyniku pomiaru
Tab. 1. Types of measurement errors and the classic method of determining the measurement

result
Pojedynczy pomiar wartosci X wielko$ci mierzonej
Warto$ci chwilowe bledéw
Blad bezwzgledny  Ax = x—x,, Blad wzgledny 5 = X=X, _AX
X, X
gdzie: X — warto§¢ wskazana, X,, — warto§¢ poprawna
Bledy graniczne (moduly)
X=X AX
‘AX‘ :‘Xixﬂ‘max ‘6x‘: = Rl
sz max X max

Zapis wyniku pomiaru
X £|AX|

Wyznaczanie bledéw wartosci y z zalezno$ci funkcyjnej pomiaréw posrednich Xi
y = f(X,%X,,...X,)

Btedy chwilowe
Ay ~ CAX, +C,AX, +... O, =0, +8,0,, +...
gdzie: ~ of of gdzie: of x of x,
Q= Gm =_—2, a=_——-"2,.
OX, OX, axl y 6X1 y
Bledy graniczne
[AY] =ea[ A%, +[c, | A%, [+ | 8, =[ul|6] + 2 [[6.2] +

Bledy przypadkowe nieskorelowane
B R ) ‘ 5, ~\Jarsiraiss +.. ()

Bledy przypadkowe skorelowane

_ — — ——— = T2 .2 =2 ==
Ay = \/cf AX? +C5 AXS +...2C,C, Py AX, AX, + ... ‘ S, = \/81 O +a; O +..28,8,0,,0,,0,, + ...

gdzie: pi; wspotezynnik korelacji blgdow wielkoscei Xi, Xj (-1< pj; <1)

Podstawowe zalezno$ci funkcyjne i ich bledy

y =kX £K,X, ... 2K, X, (przy ki=const >0)
AY =KA,, TKA, kKA S, = kli;axl +k, L;axz +...
Y] = KA [+ Ko A |+ K A l5,|= kl% 165,4]+ kzx—y2 16,5] + .
y =Ky X xZ - x? (przy kw = const)
Ay = y(%Axl +£2sz +---+X%Ax") S, =ad, +f6,,+..+95,,

Zapis wyniku pomiaru

y =Y+ (|Ay|+Ay)

Prawdopodobienstwo wystapienia btgdu granicznego (dla najgorszego prze-
padku) jest bardzo mate. Opis doktadnosci przyrzadéow i pomiaréw poprzez ten btad
nie w petni odpowiadat potrzebom zaréwno stuzb metrologicznych, jak i pomiarow
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uzytkowych. Inny ujednolicony sposob opisu zaproponowano w publikacji ,,Guide
to the Expression of Uncertainty in Measurement” (GUM) opracowanej wspoélnie
przez siedem organizacji mi¢dzynarodowych i wydanej po raz pierwszy przez Mig-
dzynarodowa Organizacje Standaryzacji ISO w 1993 r. [1].

Obecnie kolejne wersje tego Przewodnika i jego uzupelnienia, w tym Suple-
menty publikuje Migdzynarodowe Biuro Miar i Wag BIPM [1-6]. Przewodnik ten
zawiera reguly szacowania i wyrazania wyniku pomiaréw oraz jego niedoktadnosci
0 wszystkich istotnych w praktyce poziomach. W Przewodniku GUM jako miarg
oceny niedoktadnosci przy sprawdzaniu przyrzadow, jak i dla wynikow wszelkich
pomiaréw, wprowadzono jako pojecie podstawowe — uncertainty®. Ma ono charak-
ter losowy i zdefiniowane jest inaczej niz bledy, tj. wzgledem oszacowanej wartosci
wyniku pomiaru, czyli bez wykorzystywania pojecia — warto$¢ rzeczywista, ktorg w
praktyce daje si¢ okresli¢ jedynie teoretycznie. Jako odpowiednik tego nowego ter-
minu, w polskiej literaturze metrologicznej zaczeto uzywaé niepewnosé i to nawet
kilka lat wcze$niejszej niz ukazalo si¢ ttumaczenie Przewodnika GUM [2]*. Niemal
wszystkie kraje przyjety zalecenia GUM do stosowania w Stuzbie Miar, akredyto-
wanych laboratoriach oraz w innych placowkach — od pomiaréw handlowych do
pomiaréw w badaniach technicznych i podstawowych.

Podstawowe definicje niepewnosci pomiaréw
W Przewodniku GUM podano nastgpujacag definicje ogolna:

Niepewnos$¢é — parametr zwigzany z wynikiem pomiaru, charakteryzujacy roz-
rzut wartosci mierzonej, ktory mozna w uzasadniony sposob przypisa¢ wielko-
$ci mierzone;j.

Tego terminu uzywa si¢ tez w nazwach poje¢ pochodnych, ujetych tu opisowo
wraz z uzywanymi dalej w tek$cie oznaczeniami:

— niepewno$¢ standardowa ua(X) — odchylenie standardowe, wyznaczane staty-
stycznie, tj. metoda typu A z warto$ci obserwacji pomiarowych wg wzorow ta-
kich, jak dla rozktadu normalnego,

— niepewno$¢ standardowa ug(X) — szacowana metoda typu B z modelowania
wplywow réznych oddziatywan,

— niepewno$¢ standardowa zlozona u(x) — dla wypadkowej kompozycji rozkta-
déw przy opisie niedoktadnos$ci wyniku pomiaru,

— niepewno$¢ rozszerzona Up(x) — wiclokrotno$¢ Kyu(x) jako potowa szeroko$ci
przedziatu X o ustalonym poziomie ufnosci p.

w

Pojecie statystyczne o angielskiej nazwie uncertainty, uzyt po raz pierwszy George Airy
w koncu XIX wieku. Jako jego odpowiednik w literaturze polskiej utrwalit si¢ termin nie-
pewnosé. W GUM wprowadzono tez szereg poje¢ pochodnych, np. standard uncertainty —
niepewnos¢ standardowa i expanded uncertainty — niepewnos$¢ rozszerzona.

4 Ttumaczenie polskie przewodnika GUM ukazato si¢ dopiero w 1999 r. pod auspicjami
Glownego Urzedu Miar jako: Wyrazanie Niepewnosci Pomiaru. Przewodnik [2]. Opracowat
je 1 bogatym komentarzem opatrzyt prof. Janusz Jaworski z Politechniki Warszawskie;j.
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Samo pojecie hiepewnosé i jego nazwa, pomimo ze utrwalita si¢ juz w pi-
$miennictwie polskim, wzbudzata zastrzezenia niektorych metrologow®. Wedhug [2]
komentarza prof. Janusza Jaworskiego do polskiego ttumaczenia przewodnika GUM
termin ten jest nigjednoznaczny. Uzywa si¢ go zaréwno jako pojecie ogdlne — ceche
pomiaru, jak i wg powyzszej definicji podstawowej — réwniez dla parametréw roz-
ktadu prawdopodobienstwa wynikéw pomiaru jako poj¢é szczegdlowych. Zmarty
niedawno wybitny polski specjalista z dziedziny podstaw teoretycznych techniki
pomiarowej prof. Janusz Piotrowski z Politechniki Slaskiej [13, 14] uwazat, ze nale-
Zato przyja¢ inne polskie stowo, np. niedokladnosé. Zdaniem autora i w nawigzaniu
do dyskusji miedzy profesorami: mechanikiem Janem Obalskim i elektrykiem Artu-
rem Metalem prowadzonej w latach 60. Ubieglego wieku na famach dziewieciu nu-
merdw czasopisma ,,Pomiary Automatyka Kontrola”, mozna nawet tez byto rozpa-
trzy¢ reaktywowanie terminu uzywanego wowczas przez pomiarowcow elektrykow
— uchyb pomiaru®, gdyz np. wystrzelona kula ani nie bigdzi, ani nie jest niepewna,
lecz chybia celu. Ponadto termin niepewnosé¢ ma tez pewien odcien pejoratywny.
Jednakze stosuje si¢ ja juz teraz szeroko w polskim pismiennictwie i w praktyce
pomiarowej. Zapewne jest za p6zno na zmiang.

Na rysunku 2 przedstawiono pogladowo wystgpowanie poszczegdlnych skta-
dowych niepewnosci wyniku pomiarow wartosci X wielkosci X wraz z definicjami
poprawnosci i precyzji stosowanymi w opisach doktadno$ci badan laboratoryjnych
w chemii i innych dziedzinach eksperymentalnych [13].

Zalecenia Przewodnika GUM [1] dotycza postgpowania ze zbiorem pozyska-
nych obserwacji pomiarowych gi wielko$ci mierzonej, czyli menzurandu (wg ostat-
niej polskiej wersji stownika VIM [8]). Warto$ci obserwacji Koryguje sie przez po-
prawki niwelujgce bledy systematyczne znane w danym eksperymencie pomiaro-
wym. Nastepnie skorygowane obserwacje traktuje si¢ tak, jakby stanowity probe
statystyczng z populacji o normalnym rozktadzie prawdopodobienstwa. Wyznacza
si¢ jej warto$¢ érednia @ i odchylenie standardowe. Do oceny niedoktadnosci wy-

nikajacej z rozproszenia wynikow obserwacji pomiarowych podstawe stanowi stan-
dardowe odchylenie wartosci §redniej nazwane niepewnoscia standardowa, wyzna-
czane metodg statystyczng typu A i oznaczone jako Ua(X).

Miare niedoktadnosci wyniku pomiaru wywotang tagcznym wptywem wszyst-
kich oddziatywan, ktorych na biezaco nie mozna zidentyfikowa¢ ilosciowo by sko-
rygowa¢ wyniki, szacuje si¢ poprzez niepewnos¢ wyznaczang metoda typu B. Roz-
ktad prawdopodobienstwa i warto$¢ standardowa Ug(X) tej niepewnos$ci ocenia sie
jako wystepujace przez dluzszy okres, niz trwato uzyskanie danej serii obserwacji.
Wyznacza si¢ je na podstawie struktury systemu pomiarowego, wlasciwosci uzytych
przyrzadow, przewidywanych zakresow i rozktadéw wartosci czynnikow oddziatu-
jacych na warto$¢ wyniku pomiaréw oraz ich wspolczynnikow wplywu.

5 Niepewno$¢ pomiarow zdefiniowano w Przewodniku bez stosowania pojecia — warto$é rze-
czywista, wykorzystywanej dla btgdow pomiarowych. Stoi to w sprzecznosci z definicja
podawang w innym dokumencie Migdzynarodowego Biura Miar i Wag BIPM, tj. w Mig-
dzynarodowym Stowniku Metrologii o akronimie VIM [7, 8].

6 W innych jezykach stowianskich, np. w ukrainskim, dla bledu pomiarowego stosowany jest
termin zblizony fonetycznie do uchybu: pochibka, a w rosyjskim — pogreshnost lub oshibka.
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Rys. 2. Sktadowe niepewnos$ci wyniku pomiaru wg przewodnika GUM [1]
Fig. 2. Components of the uncertainty of the measurement result by GUM [1]

Obie niepewnosci sktadowe w zaleceniach GUM wyznaczane sa zgodnie z za-
sadami teorii prawdopodobienstwa, ale inaczej, tj.:

1. niepewno$¢ Ua — na podstawie obliczen statystycznych dla serii (probki) wyni-
kéw obserwaciji,

2. niepewnos¢ Ug — przez heurystyczne szacowanie tacznego oddzialywania we-
wnetrznych i zewnetrznych czynnikow wpltywajacych przy znanych lub zakta-
danych a priori ich rozktadach prawdopodobienistwa oraz wspoétczynnikach
wptywu’.

~

Podejscie statystyczne, niemal identyczne jak zastosowane w Przewodniku GUM, podat
w Polsce okoto 40 lat wezesniej, tj. juz w 1951 r., w swojej pracy doktorskiej Stanistaw
Trzetrzewinski, pozniejszy profesor Politechniki Gdanskiej. Proponowal on, by jako naj-
bardziej prawdopodobny liczy¢ sredni biad graniczny. Ta pionierska praca byla napisana po
polsku i pewnie dlatego jej wyniki nie zostaty wowczas spopularyzowane migdzynarodowo.
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Standardowa niepewno$¢ Ug danego eksperymentu pomiarowego szacuje si¢
wedtug GUM metodg typu B randomizujac spodziewane, lecz o wartosciach nie-
znanych w danym eksperymencie pomiarowym, jej sktadowe jako skutki oddziaty-
wan roznych wielkosci wplywajgcych. Dokonuje si¢ tego zamiast stosowanej po-
przednio analizy ,,najgorszego przypadku” dla sumy podstawowych i dodatkowych
bledow granicznych uzytych przyrzadow oraz uwzglednia si¢ przyblizenia operacji
matematycznych opisujacych dany eksperyment pomiarowy.

Niepewnos$ci standardowe wyznaczane metodami typu A i B sa traktowane
w przewodniku GUM jako statystycznie od siebie niezalezne. Dla oceny doktadno-
$ci wyniku pomiaré6w wartosci menzurandu tworzy si¢ rozktad wypadkowy jako
kompozycje (splot) rozktadow niepewnosci sktadowych, w tym metoda Monte Car-
lo [5]. W postepowaniu uproszczonym, podanym we wszystkich wersjach przewod-
nika GUM, odchylenie standardowe ua(X) warto$ci $redniej probki (oszacowane na
podstawie zbioru obserwacji pomiarowych) i heurystycznie oszacowang niepewnos¢
standardowa ug(x) sktada si¢ geometrycznie, tj. wg wzoru

Ue(x)=Jua(x)+uz(x)

Wynik pomiarow charakteryzuje si¢ przez skorygowang warto$¢ srednig X ob-
serwacji w probce, wyznaczong po wprowadzeniu znanych poprawek i przez jej
wypadkowa niepewno$¢ standardowa u(x). Z niej wyznaczana jest niepewnos¢ roz-
szerzona Up(X) przy przyjetym arbitralnie wspotczynniku rozszerzenia kp, np. jak dla
rozktadu normalnego ke=2 lub kp=3, odpowiednio dla prawdopodobienstwa
P =0,95 lub P = 0,99 lub metoda Monte Carlo dla splotu rozktadow prawdopodo-
bienstwa obu niepewnosci Ua i Ug. Jest to, symetryczny wzgledem wartosci $redniej,
przedzial wystepowania warto$ci wielkosci mierzonej o szerokosci 2Up(X), odpo-
wiadajacy tym prawdopodobienstwom.

Pomiar Odtwarzanie
Zjawiska Modele
wplywajgce oddziatywan
/tr-‘“ x ;"\h /,Ir"—' R= ‘\‘& Moziwe
wartoscil  Wynik
Menzurand| | | | | |9 Wartos¢ l l l l l x(q)| pomiaru:
(WIC.‘ROSC $rednia UB(.\') ! wartos¢
mierzona) " g "‘,41: $rednia
X =% == k_ X
X - wartosé Niepewnosci niepewnosé
rzeczywista| Tor pomiarowy u,(x) Modele para- rozszerzona
. U
Obiekt badany Obserwacje metrow foru —— y (x)= p™

pomiarowe POMIArowego =, fuZ(x)+uZ(x)

Rys. 3. Proces pomiarow i tworzenia wyniku menzurandu wraz z oceng jego niepewnosci
Fig. 3. The process of measurement and evaluation of the result value and uncertainty of the
measurand
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Na rys. 3 przedstawiono proces pomiarowy z rys. 1 z zaznaczonymi miejscami,
w ktorych wyznaczane sg poszczegolne niepewnosci wg zalecen GUM. Wzory, kto-
re przy opracowywaniu opisu wyniku pomiaréw sluzg do wyznaczania poszczego6l-
nych parametréw, w tym sktadowych niepewnosci, zestawiono w tabeli 2.

Wigcej informacji, z przyktadami obliczen, mozna znalez¢é w kolejnych opu-
blikowanych wersjach przewodnika GUM, wraz z dotychczas wydanymi czteroma
jego Suplementami [3-6] oraz w podstawowej literaturze o niepewnosciach, polskiej
[12-18, 37] i bardzo bogatej, gtdwnie anglojezycznej, literaturze zagranicznej [21-36].

Tab. 2. Parametry wyniku pomiaru (warto$¢ $rednia i niepewnosci) obliczane wg GUM [1]
Tab. 2. Parameters of the measurement result (the mean value and uncertainty) calculated ac-
cording to GUM [1]

Pomiary pojedynczej wartosci x wielko$ci mierzonej

Skorygowane warto$ci N obserwacji (probka):
01, G5 -5 -0,

Warto$¢ wyniku pomiaréw (estymator menzurandu)
Jest to parametr charakterystyczny dla okreslonego rodzaju rozktadu obserwacji g;
np. dla rozktadu normalnego najbardziej prawdopodobna jest
warto$¢ Srednia obserwacji pomiarowych

13

X=q=—20
n i=1

Niepewnos$¢ standardowa typu A Niepewnos¢ standardowa typu B
ua(x) us(x)
obliczana statystycznie ze zbioru warto$ci ob- szacowana z wiedzy o oddziatywaniach, ich pa-
serwacji jako: rametrach i rozktadach jako:
odchylenie standardowe $redniej odchylenie standardowe

“A(X):s(a):%:

TP ICRL ux(x):Jiug(x\qi)+zr§j_mzlnju8(x\qi)uB(x\m.)
i= i=1 j+i=

gdzie: s(q), 5(q) — odchylenia standardowe

gdzie: rij — wspdtezynniki korelacji pomigdzy
sktadowymi niepewnosci od réznych
wielkosci wptywajacych.
Ztozona niepewnos$¢ standardowa uc(x)
wyniku pomiaru warto$ci X

ue (x) = Jux(x)+ug(x)
Niepewnos$¢ rozszerzona Up(X) o poziomie ufnosci p

U, (x)=k,uc(y)

gdzie: k,=t, (Veﬁ ) — wspotezynnik rozszerzenia, tp — wspotczynnik z rozktadu Studenta

probki i $redniej.

dla zatozonego poziomu ufnosci p i efektywnej liczby stopni swobody vet

Zapis wyniku pomiaru
X=XxU,(X)
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Pomiary posrednie warto$ci y wielko$ci mierzonej

Réwnanie pomiaru
y = f(x1, X2, ... Xm)

Warto$¢ wyniku pomiaru

y="F(%%,.. %)

Niepewnos¢ standardowa zlozona wielkosci y

u(y)
nieskorelowane argumenty skorelowane argumenty o wsp. korelacji r;;
m m m-1m
u(y)= 3 uzlx) u - Jzuaxmzzznjciuc<xi>cjuc(xj)
= i—1 i-1j=1
I

Niepewnos$¢ rozszerzona U(y) o poziomie ufnosci p
U(x)=ku(y)

gdzie: k — przyjety arbitralnie wspotczynnik rozszerzenia (2 lub 3) lub wyznaczony dla
rozktadu u(y) jako splotu rozktadéw y (x;) otrzymanego metoda Monte Carlo [2]

Zapis wyniku pomiaru
y=y=U(y)

Krétka charakterystyka literatury o niepewnosci pomiaréw

Rozdziat ten wprowadza ogolnie we wspolczesne zagadnienia wyznaczania warto$ci
i miar niedoktadnosci pomiaréw. W jego bibliografii podano mi¢dzynarodowe prze-
pisy zawierajgce zalecenia GUM oraz zestaw najwazniejszych pozycji literaturo-
wych, w tym podstawowe ksigzki polskie oraz angielskie i inne. Poruszane w tej li-
teraturze zagadnienia s opracowane na réznym poziomie, jednak tak, by byly tez w
duzym stopniu dostepne dla sredniej i wyzszej kadry technicznej w przemysle, ener-
getyce i eksploatacji oraz dla szeregowych pracownikow izb pomiarowych, akredy-
towanych i innych laboratoriow badawczych oraz wszystkich zainteresowanych
opracowywaniem wynikow pomiaréw. Ogromu wszystkich publikacji na ten temat
w czasopismach polskich i zagranicznych nie udatoby sie tu zamie$ci¢. Ograniczono
si¢ tu do wyboru pozycji najbardziej istotnych.

W tresci Przewodnika GUM [1, 2] i w jego Suplementach [5-8] omdwione sg
wszechstronnie obecnie przyjete sposoby szacowania niepewno$ci standardowe;j
i rozszerzonej przy ograniczonej liczbie statystycznie niezaleznych obserwacji po-
miarowych z uwzglgdnieniem rozktadu Studenta i dla splotu ich rozkladow przy
pomiarach posrednich jedno- i wieloparametrowych.

Wyznaczanie niepewnosci komputerowo realizowana metoda statystyczna
Monte Carlo omawia Suplement 1 do GUM [3]. Opracowano tez wiele procedur ob-
liczeniowych i programéw komputerowych, w tym dostgpnych w Internecie, np. na
stronach amerykanskiego Narodowego Instytutu Wzorcow i Technologii NIST.

Kierunki dalszych prac miedzynarodowych dotyczacych zmian tresci obecnej
wersji przepisow GUM sg zarysowane w publikacji W. Bicha i innych [19].
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Ograniczenia w stosowaniu zalecen Przewodnika GUM i jego
Suplementéw oraz zadania do opracowania stad wynikie

Przewodnik GUM uporzadkowal ujecie metod wyznaczania i opisu niedoktadnosci
wyniku pomiaréw, aby ujednolici¢ je w skali migdzynarodowej do celow metrolo-
gicznych. Zawarte w nim metody szacowania doktadnos$ci wzorcow, przyrzadow
pomiarowych i pomiaréw opisane poprzez ich niepewnosci przyjety do stosowania
niemal wszystkie narodowe stuzby miar. Szersze ich wykorzystanie w rutynowej
praktyce pomiarowej i badaniach natrafia jeszcze na szereg ograniczen.

Z surowych wynikow obserwacji pomiarowych nie mozna wyeliminowac bie-
zgcych statych wplywow oddziatywan, gdyz prawdziwa warto$¢ X nie jest znana.
Moga tez by¢ one inne w kazdej z serii obserwacji w ciggu calego okresu eksploata-
cji przyrzadu lub badania obiektu, w tym wskutek zmian warunkéw pomiaru. Po-
trzebny jest tu badz dodatkowy pomiar kontrolny, badz bardziej doskonate przyrza-
dy i systemy o wewnetrznym zerowaniu i wzorcowaniu. W zbiorze obserwacji moz-
na natomiast zidentyfikowac i usuna¢ wptywy oddziatywan zdeterminowanych pro-
gresywnych (aperiodycznych) i periodycznych, jesli sposdb probkowania wielkosci
mierzonej jest znany, np. jest to zwykle stosowane regularne probkowanie. Warto$¢
$rednia wyniku pomiaru nie ulega zmianie jedynie przy wystepowaniu sktadowej
progresujacej liniowej i dla wszystkich sktadowych oscylacyjnych o okresach beda-
cych parzystg wielokrotnoscig odstgpu czasu AT probkowania rownomiernego. Po-
wickszajg one jednak odchylenie $rednie standardowe i dlatego powinny tez zostaé
usuniete z surowych wynikow obserwacji przed dalszym ich przetwarzaniem. W za-
leceniach GUM i jego Suplementach nie podano jak to uczyni¢. Najbardziej zaa-
wansowane technicznie przyrzady i systemy pomiarowe s3 wyposazone w odpo-
wiednie podzespoty, przetworzenia sygnatu i oprogramowanie obejmujgce procedu-
ry do identyfikacji i eliminacji wptywow sktadowych systematycznych o przebie-
gach zdeterminowanych: statych oraz zmiennych periodycznie i aperiodycznie. Bar-
dziej rozbudowane zestawy i systemy pomiarowe zawierajg tez automatyczne wzor-
cowanie i korekcje zera, filtracje cyfrowa i przeksztalcenie Fouriera warto$ci obser-
wowanych sygnatdéw w zadanym oknie czasowym itp.). Nie ma jeszcze przepisow
0 jednolitym sposobie ujecia niepewnosci przy takich przeksztatceniach.

W wielu pomiarach w praktyce laboratoryjnej i przemystowej trzeba na biezg-
co radzi¢ sobie mozliwie najprostszymi sposobami, wspomaganymi jedynie poprzez
zewngtrzne, obecnie na ogot realizowane komputerowo, przetwarzanie zebranych
wynikoéw obserwacji pomiarowych.

Metody wyrazania niepewnosci zawarte w Przewodniku GUM i jego zalece-
niach nie ujmuja opisu niedoktadnosci wielu pomiaréw wystepujacych w praktyce
laboratoryjnej i przemystowej. Na przyktad jako najkorzystniejsze parametry (war-
to$¢ $rednia, odchylenie §rednie standardowe) i wzory do obliczen niepewnosci Ua
wybrano takie, jak dla opisu danych pomiarowych rozktadem normalnym. Tymcza-
sem dla innych rozktadow lepsze sa inne estymatory menzurandu i ich niepewnosci.
Aby to zagadnienie przyblizy¢, w Dodatku 1 poréwnano oceny liczbowe wartosci
i doktadnosci menzurandu dla probki z populacji 0 rozktadzie réwnomiernym oraz
o0 rozktadzie Laplace’a. Obliczone je wg GUM dla sredniej oraz dla bardziej efektyw-
nego estymatora, tj. o0 mniejszym odchyleniu standardowym, kazdego z rozktadow.
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Zalecenia GUM nie ujmuja tez przypadkow, w ktorych wielko$¢ mierzona,
zmiany parametrow obiektu mierzonego i toru pomiarowego oraz wielkosci wply-
wajace nalezy modelowaé w funkcji czasu (lub wspotrzednych przestrzennych, np.
w pomiarach optycznych i badaniu rozktadu pdl), a wiec procesami stochastycznymi
stacjonarnymi i niestacjonarnymi, jako opisem najblizszym rzeczywistosci [13, 14].

Dotychczas przy wyznaczaniu niepewnosci wg GUM nie bada si¢ i nie
uwzglednia wptywu autokorelacji migdzy obserwacjami niedaleko odlegltymi w ko-
lejnosci zbierania, czyli opisywanych szeregami losowymi, np. w dziedzinie czasu.
Autokorelacja wystepuje przy szybkim probkowaniu wskutek ograniczonego widma
szumow i dryftow niskoczestotliwosciowych. Dotyczy to wielu pomiarow stosowa-
nych w badaniach, naukowych i technicznych, w przemysle i eksploatacji przy zbie-
raniu danych pomiarowych w réznych przedziatach czasowych.

Klasyczne metody statystyczne przetwarzania danych opierajg si¢ na zatozeniu
modelowania prawdopodobienistwa rozrzutu ich warto$ci rozktadem normalnym.
Jednak dla szeregu przypadkow w praktyce liczba danych probki nie jest wystarcza-
jaca do budowy w pelni wiarygodnych ich modeli parametrycznych. Ponadto
w latach 60. ubiegtego wieku statystycy, na podstawie wynikow szczegotowych ba-
dan ustalili, ze rzeczywiste dane eksperymentalne, ktore przetwarzano przy zatoze-
niu o rozkladzie normalnym, zawieraja zwykle $rednio okoto 10% (0 zakresie od
1% do 20%) danych odstajacych od tego rozktadu. Poprzednio, ze wzgledu na
zmudne obliczenia, opracowywano tylko dane o wysokiej jakosci, a teraz, przy po-
wszechnym stosowaniu komputerow mozna przetwarza¢ prawie kazde dane i o in-
nych rozktadach niz normalny.

W praktyce pomiarowej zdarza si¢ tez, ze wartosci jednej lub kilku obserwacji
w probce istotnie odstajg od pozostatych danych (ang. nazwa outliers). Dla probki
0 malej liczbie elementéw nawet niewielka ich liczba moze znaczaco zmieni¢ wy-
znaczane klasycznie jej parametry statystyczne. W wielu przypadkach nie ma moz-
liwo$ci powtdrzenia, lub uzupetnienia pomiarow. Warto§¢ wyniku pomiaréw i nie-
pewno$¢ statystyczna Ua, obliczone w dotychczas stosowany sposob wg zasad mig-
dzynarodowego przewodnika GUM, moga okazaé si¢ niewiarygodne, a nawet
sprzeczne ze zdrowym rozsadkiem. Aby unikna¢ takiej sytuacji, tradycyjnie stosuje
si¢ testy statystyczne. Pozwalajg one zidentyfikowaé, a nast¢pnie usunaé nietypowe,
tj. odstajace wartosci danych. Postepowanie takie jest skuteczne tylko dla duzych
probek, gdyz dla matych testy te traca wrazliwo$¢ na wartosci odstajace. Dotychczas
takie testy opracowano tylko dla probek z populacji o rozktadzie normalnym. Jezeli
w pomiarach uzyska¢ mozna probki tylko o matej liczbie danych, np. przy duzym
koszcie pojedynczego pomiaru, w badaniu metoda niszczaca nielicznych dostgpnych
obiektow fizycznych, lub gdy pomiaréw nie mozna powtdrzy¢, to trzeba staraé sig
wykorzysta¢ wszystkie otrzymane dane. Usuniecie jednej lub kilku obserwacji
z malej probki zmniejsza wiarygodno$¢ jej oceny statystycznej. Do analizy tych
przypadkéw opracowano tzw. metody odporne. Wykorzystuja one réwniez dane od-
stajgce traktujaC je w inny sposob niz pozostate dane. Metody te rowniez nie sg ob-
jete rekomendacjami GUM, ale wystepuja juz w przepisach dotyczacych chemicz-
nych i innych badan laboratoryjnych.

Do oceny miar doktadnosci wieloparametrowych pomiaréow posrednich, opi-
sywanych liniowymi i nieliniowymi zaleznosciami, dopiero ostatnio ukazaty sig re-
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komendacje BIPM — jak liczy¢ niepewnosci, W postaci Suplementu 2 [4]. Obejmuja
jednak one gtéwnie przypadki, gdy rozrzuty obserwacji wielkoéci bezposrednio mie-
rzonych opisuje si¢ rozktadami normalnymi.

Metody wyznaczania niepewnosci wg Przewodnika GUM i jego Suplementéw
nie obejmujg tez jeszcze analizy doktadno$ci pomiaréw dynamicznych oraz $ledze-
nia niedokladnosci w cyfrowym przetwarzaniu sygnaléw pomiarowych o réznych
algorytmach. Od kilku lat zapowiadany jest jednak kolejny Suplement GUM o sza-
cowaniu doktadnos$ci wielko$ci zmiennych w czasie.

W opisie wlasciwosci metrologicznych przyrzadow i ich podzespotow nadal
stosuje si¢ btedy graniczne. Podaje si¢ je dla znamionowych parametrow urzadzen
i do opisu dopuszczalnych przedzialow zmian warto$ci parametréw W czasie pracy
(innych w laboratorium, przemysle oraz dla eksploatacji urzadzeh w $rodowisku
otwartym, np. w transporcie i dla techniki wojskowej). Dla cze$ci pomiarow zarow-
no rutynowych, jak i stosowanych w badaniach naukowych i technicznych sposoby
estymacji niepewnosci sg znane w niewystarczajacym stopniu, by je stosowac sze-
rzej w praktyce lub nawet jeszcze nie sa opracowane.

Istniejgce przepisy metrologiczne nie nadazaja za biezacymi potrzebami prak-
tyki pomiarowej. Przedstawione w 2006 r. [19] zamierzenia dotyczace rozszerzenia
tresci przewodnika GUM zrealizowano dotychczas jako dwa Suplementy [3, 4].
Tylko czgéciowo zaspakaja to istniejace potrzeby. Skuteczne rozszerzenie zakresu
stosowania w praktyce pojecia niepewnosci jako miary doktadno$ci pomiarow wy-
maga rozwini¢cia metod zawartych w Przewodniku GUM i jego Suplementach ukie-
runkowanego na pomiary stosowane w praktyce roznych dziedzin. Zaawansowane
sg prace nad nowg wersje GUM opartg na teorii prawdopodobienstwa warunkowego
Thomasa Bayesa. Jednak z prac tych jeszcze nie wynika, czy podejscie to wiele
wniesie W przysztosci do szacowania doktadno$ci pomiarow ciagtych procesow
przemystowych oraz do tych badan technicznych materiatéw i urzadzen, w opisie
ktorych trzeba stosowac rozktady niegaussowskie i statystyke odporng. Dlatego tez
W kolejnych rozdziatach tej monografii przedstawione sa niektoére wybrane propozy-
cje w sposob niezbyt zmatematyzowany. Zdaniem autora moga one okaza¢ si¢ juz
obecnie istotne w wielu badaniach uzytkowych, gdyz z nich wynikty i dla nich sa
przeznaczone.
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Rozdziat 2

Wykrywanie i eliminacja wplywu dryftu i oscylacji w danych
na niepewnos¢ pomiarow typu A

Streszczenie. Zaproponowano udoskonalenie metody typu A szacowania niepewnosci zale-
canej przez przewodnik ISO GUM. Polega ono na wykryciu nieznanego a priori trendu i pod-
stawowe] sktadowej oscylacyjnej oraz ich wyeliminowaniu z surowych wynikéw obserwacji
pomiarowych otrzymanych przy znanym, np. rownomiernym probkowaniu. Dla dwu przykta-
dow liczbowych przedstawiono i omoéwiono wplyw takiego ,.czyszczenia” wynikow suro-
wych ze sktadowych systematycznych na warto§¢ odchylenia standardowego probki.

W wielu pomiarach przemystowych i podczas eksploatacji, np. w badaniach diagno-
stycznych, czesto wystepuja silne i nieznane a priori oddzialywania czynnikoéw za-
ktocajacych lub sygnal pomiarowy uzyskuje si¢ tacznie z innymi zmiennymi sygna-
tami, za§ uzyteczng informacj¢ zawieraja tylko niektore jego parametry. Wskutek
tego, przy wielokrotnych pomiarach parametru o statej wartosci pojawiajg si¢ duze
rozrzuty kolejnych wynikéw obserwacji o pochodzeniu nie tylko losowym, ale row-
niez zdeterminowanym, czyli systematycznym. Poprawny metrologicznie wynik
pomiaru menzurandu powinien zawiera¢ najbardziej prawdopodobng warto$¢ bada-
nej wielko$ci wraz z oceng jej dokladnos$ci wyznaczona w okre$lony, znany i po-
wszechnie zaakceptowany jednolity sposob, np. wedhig postepowania opisanego
w miedzynarodowym Przewodniku GUM [1] (patrz rozdziat 1). Szacowanie skta-
dowej losowej ua niepewnosci pomiaréw metoda statystyczng typu A zalecang przez
GUM daje w powyzszych przypadkach wartosci zawyzone przy kazdej liczbie ob-
serwacji, gdyz na odchylenie standardowe rozrzutu wynikéw pomiaru wpltywaja tez
nieznane, a wigc nieusunigte zaklocenia systematyczne o charakterze regularnym,
takie jak aperiodyczny trend i oscylacje. Zaktocenia te nalezy wykry¢ i wyelimino-
wac z surowych wynikéw pomiarowych, czyli ,,oczysci¢” probke pomiarowa.

Metoda tu proponowana dotyczy przypadkow, gdy wartos¢ X wielkosci mie-
rzonej wystepuje na tle zaklocen i znana jest kolejnos¢ oraz wzajemne wzgledne od-
legtosci poszczegodlnych obserwacji pomiarowych, np. pozyskano je przy regular-
nym probkowaniu badanej wielkosci. Proces pomiarowy nalezy analizowa¢ dla ca-
fego kanatu pomiarowego, tj. od wartosci wielkosci mierzonej do wyjscia w postaci
wyniku pomiaru menzurandu wraz z okreslong miarg jego doktadnosci. Nie wyod-
rebnia si¢ wptywow czastkowych pochodzacych od poszczegodlnych oddziatywan
oraz od zmian parametréw wewngtrznych, ani nie lokalizuje miejsc ich wystgpowa-
nia w obiekcie i torze pomiarowym. W opracowaniu tej tematyki wspotuczestniczyt
dr J. M. Korczynski [10-13].
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Rys. 1. Model procesu pomiarowego o udoskonalonej ocenie szacowania niepewnosci typu A
przez dodanie funkcji wykrywania i ,.czyszczenia” (filtracji) wynikéw surowych
z nieznanych a priori zaktocen — etap 2

Fig. 1. Model of the measurement process with improved assessment of estimating uncertain-
ty of type A by adding detection and "clean" (filtering) the raw results from the un-
known a priori interferences — stage 2

Proces pomiarowy byt juz oméwiony szczegdtowo w rozdziale 1. Wartos¢ bie-
zaca X wielkoéci mierzonej X, czyli warto$¢ menzurandu, dociera poprzez obiekt na
wejscie toru pomiarowego (rys. 1) i jest przetwarzana za pomoca czujnikow lub ob-
wodow wejsciowych w pierwotny sygnal pomiarowy. Podlega on nastgpnie odpo-
wiedniemu ksztattowaniu — kondycjonowaniu, dalszemu przetwarzaniu i probkowa-
niu, az do otrzymania zbioru pojedynczych wartosci sygnalu w pozadanej formie lub
zbioru ich odczytéw, czyli tzw. surowych danych pomiarowych x;. Proces ten nie
jest idealny. Na obiekt badany i sygnat w torze pomiarowym oprocz wielkosci mie-
rzonej oddziatujg warunki pomiaru oraz zaktocenia zewngtrzne i wewngtrzne, w tym
zmiany parametroOw toru. Jak juz wspomniano oddziatywania te sg roznego rodzaju,
deterministyczne i przypadkowe. Zakltdcenia pojawiajg si¢ zarowno podczas propa-
gacji sygnalu przez obiekt, jak i w poczatkowej czesci toru pomiarowego oraz na-
stepnie przy przetwarzaniu. Powoduja, ze poszczegdlne obserwacje X; majg inne
wartosci niz mierzona warto$¢ X badanej wielkosci X. W pozostalej swojej czgsci
proces pomiarowy zawiera procedur¢ odtwarzania warto§ci wielko$ci mierzonej,
czyli estymacji najbardziej prawdopodobnego wyniku pomiaru wraz z oceng jego
doktadnosci wg zalozonego kryterium i przy przyjetych modelach oddziatywan,
strukturze i parametrach toru pomiarowego. Zwykle estymatorem menzurandu jest
warto$¢ $rednia X =0 zbioru obserwacji skorygowanych przez znane poprawki. Jako

miar¢ doktadno$ci wyznacza si¢ granice przedziatu wartosci mierzonej X, w ktorym
wielko$¢ ta bedzie si¢ znajdowaé z zadanym prawdopodobienstwem. W etapie 1
(rys. 1) wprowadzane sg odpowiednie poprawki wtedy, gdy oddzialywania na sy-
gnal pomiarowy sa systematyczne (czyli zdeterminowane) i znane a priori. Otrzy-
muje si¢ zbior skorygowanych wartosci sygnatu lub odczytéw gi(Xi).
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Metody rozszerzenia analizy niepewnosci pomiarow

W szeregu przypadkach, przez odpowiednie uksztattowanie procesu pomiaro-
wego, mozna tez wykry¢ 1 wyeliminowa¢ wptywy przej$ciowych zaklocen przypad-
kowych i tych wszystkich oddziatywan systematycznych, ktore a priori nie sa znane
— etap 2 (rys. 1). Nie dotyczy to jedynie statych co do wartosci skutkéw oddziaty-
wan w samym obiekcie. Sa one nieznane w danym cyklu pomiarowym, gdyz brak
jest informacji o wartosci prawdziwej X menzurandu. Zakldcenia moga by¢ inne w
kazdej serii obserwacji w ciggu catego okresu eksploatacji przyrzadu lub badania
obiektu, w tym réwniez wskutek zmian warunkéw pomiaru [3] i operacje takiego
czyszczenia probki muszg by¢ kazdorazowo powtarzane.

W rozdziale 1 podano, ze szacowanie niepewno$ci pomiarow wg Przewodnika
GUM [1] odbywa si¢ bez postugiwania si¢ pojeciem: warto$é rzeczywista lub praw-
dziwa, gdyz nie jest ona nigdy znana. Za najlepszy statystycznie wynik pomiaru
menzurandu X (estymate jego wartosci) przyjeto w GUM arbitralnie warto$¢ érednig
X=0 wyznaczong ze zbioru n skorygowanych obserwacji ¢; jako proby statystycz-

nej z populacji wszystkich mozliwych wartosci sygnatu. Ocena doktadnosci polega
na wyznaczeniu dwu nieskorelowanych ze soba sktadowych niepewnosci: niepew-
nos¢ standardowa Ua(X) wyznaczanej metodg statystyczna typu A jako odchylenie
standardowe S(q) sredniej ze skorygowanych obserwacji proby i niepewnos¢ Ug(x)
szacowang w inny zroéznicowany, sposob metoda B, w tym subiektywnie heury-
stycznie w oparciu o wczesniejszg wiedze o tym procesie.

Spos6b obliczania niepewnosci typu A i B wg GUM zestawiono w tabeli 2
(rozdz. 1). Jest on omowiony szczegdtowo w licznej zagranicznej i polskiej metro-
logicznej literaturze ksigzkowej.. Wyznaczanie niepewnosci Ua(X) tylko nieznacznie
zmodyfikowane w stosunku do stosowanego wczesniej dla pozornego btedu przy-
padkowego proby losowej z populacji o rozktadzie normalnym (Gaussa).

Teoretyczne zatozenia poprawnosci obliczen s nastgpujace:

1. Po wyeliminowaniu z obserwacji znanych sktadowych systematycznych prob-
ke traktuje si¢ jako losows.
2. Wyniki obserwacji sg niezalezne statystycznie (nie sa ze soba skorelowane)

i majg jednakowe wagi.

3. Parametry statystyczne, takie jak warto§¢ Srednia X=Q oraz jej odchylenie

standardowe S(q), czyli niepewnosci typu A, daja sie¢ wyznaczy¢ i sg wlasciwe

do oceny wyniku i jego niepewnosci dla rozktadu prawdopodobienstwa, ktory
z zadanym poziomem istotno$ci odwzorowuje populacje wynikow obserwacji.

Zbidér surowych obserwacji, nawet po korekcji przez poprawki, nie jest jednak
proba z czysto losowej populacji, gdyz obserwacje te moga zawiera¢ zaktocenia sys-
tematyczne spowodowane roznymi niezidentyfikowanymi oddziatywaniami. Jed-
nakze mozna istotnie zmniejszy¢ ich wptyw. Omowig to bardziej szczegdtowo.

W stosunku do czasu zbierania obserwacji probki (lub do ich liczby) zaktoce-
nia wystepujace w obiekcie badanym i torze pomiarowym dziela si¢ na wolno-
i szybkozmienne [3] oraz na ciggte i impulsowe. Gdy dysponuje sie¢ dodatkowg in-
formacjg o przebiegu procedury mierzenia w aparaturze pomiarowej, np. 0 po-
wszechnie stosowanym rownomiernym probkowaniu oraz o jego czestotliwosci
i dlugo$ci okresu zbierania danych probki, to staje sie mozliwa identyfikacja i elimi-
nacja wptywu niektorych z tych zaktocen. Wymaga to badz zastosowania on-line
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odpowiednich procedur filtracji i przetwarzania warto$ci sygnatow surowych da-
nych, badz obliczen off-line z odczytow ich wartosci. Aby mozna bylo skutecznie
oszacowac statystyczna sktadowa btedow — przez niepewnos¢ Ua, lub dla niektorych
rozktadow innych niz normalny — przez jej odpowiednik w postaci standardowego
odchylenia od wartosci estymatora wyniku pomiaru korzystniejszego niz warto$¢
$rednia, np. $srodek rozpigcia dla rozktadu rownomiernego, mediana dla rozkladu
podwojnie wyktadniczego, to obserwacje w probce powinny by¢ punktami stacjo-
narnego procesu losowego. Rzeczywista probka moze zawieraé nieznane a priori
zaklocenia roznego rodzaju, w tym:

— dane odstajace, czyli tzw. outliery (od ang. outliers), zwykle krétkotrwate im-
pulsowe zaktocenia przypadkowe o wartos$ciach istotnie r6znigcych si¢ od po-
zostatych oraz

— zakldcenia regularne (systematyczne), np. trend aperiodyczny i oscylacje.

Zaktocenia te nalezy wykry¢ i probke z nich oczysci¢ zanim przystapi si¢ do
szacowania niepewnosci Ua wedlug zalecen Przewodnika GUM. Cel ten realizuje si¢
W etapie 2 procesu pomiarowego z rys. 1. Zalecenia, jak takie zadania realizowac,
nie wystepuja dotychczas w jawnej formie ani w podstawowych podrecznikach
omawiajacych analize¢ i szacowanie niepewnosci pomiaréw, zaro6wno polskich [3—
5], jak i zagranicznych podanych w literaturze rozdzialu 1, ani w GUM.

Do wykrywania outlieréw w danych surowych probek opracowano szereg te-
stow. Jesli dane te uzyskano z populacji o gaussowskiej sktadowej losowej!, np.
przez probkowanie sygnatu to zwykle uzywa si¢ testow Grubbsa [5].

) IO Xiet

Rys. 2. Trzy przypadki wykrywania outlierow wg testow Grubssa: a) G(1), b) G(2), ¢) (3) [5]
Fig. 2. Three types of outlier identification by Grubbs tests: a) G(1), b) G(2), ¢) G(3) [5]

L Autor kilka lat temu na jednej z konferencji Podstawowych Probleméw Metrologii przed-
stawil poglad, ze w pomiarach sg tez potrzebne testy dla wykrywania outlierow w probkach
z rozktadu rownomiernego. Temat ten podjat prof. M. Dorozhovets i na ostatnim Kongresie
Metrologii 2016 w Lublinie zaprezentowat oryginalna propozycje¢ takiego testu [16]. Wy-
maga ona jeszcze weryfikacji w praktyce pomiarowe;j.
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Testy te polegaja na kontroli, czy krancowe dane nie przekraczaja warto§ci uznane;j
za odstajaca, czyli za outlier. Odleglos¢ granic zalezy od liczby potencjalnych ou-
tlierd6w: pojedynczy G(1), dwa z jednej strony G(2), dwa po réznych stronach G(3) —
rys. 2 [5] i od liczby elementéw n w probce. Warto$ci granic sg stabelaryzowane.
Przedstawiaja je wykresy na rys. 3, dla prawdopodobienstw P = 0,95 i 0,99.
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Rys. 3. Granice dla danych odstajacych, odniesione do odchylenia standardowego, w funkcji
liczby elementéw n probki

Fig. 3. Relations (in SD values) between borders of outliers and numbers n of sample ele-
ments

Metoda wykrywania sktadowych systematycznych w surowych
danych i ich eliminacja

Po usunieciu danych odstajacych, czyli outlierow wartos$ci y(i) sygnatu wyjsciowego
uzyskiwane w wyniku probkowania wynosza

y(i)= f(@)+frR()+N(0.0) @

gdzie: ie(1n) — numer kolejny obserwacji w probee, ti — czas uzyskania obserwacji
y(i), f(i) — warto$ci w chwilach ti funkcji menzurandu znanej a priori lub jej estyma-
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ty wyznaczonej z pomiardéw (w szczegdlnym przypadku f(i) = const), fr(i) — wartosci
innych niepozadanych sktadowych regularnych w chwili ti, N(0, o) — sktadowa lo-
sowa o rozktadzie normalnym (lub innym znanym).

Wystepowanie w wynikach obserwacji pomiarowych probki zaktécen w posta-
ci zmiennych sktadowych zdeterminowanych o nieznanym z géry pochodzeniu
i przebiegu, a wiec niemozliwych do natychmiastowego wyeliminowania, spowodu-
je, ze $rednia wynikow obserwacji bedzie obcigzona przesunigciem 0 nieznanej war-
tosci, a jej odchylenie standardowe bedzie wigksze niz wynikajace z przyczyn loso-
wych. Statystycznego ciaggu opisujacego obserwacji probki nie mozna wowczas
traktowaé jako stacjonarnego (tj. o stalych parametrach podczas proceséw pozyski-
wania i przetwarzania danych probki). Sktadowa stata dryftu moze byé¢ tez inna
w kazdej z probek pozyskiwanych w réznych chwilach okresu badan obiektu oraz
zmienia¢ si¢ w trakcie pelnego okresu uzytkowania przyrzadu. Jest to skutek zmian
warunkéw pomiaru i parametrow wewngtrznych powstajacych w catym torze po-
miarowym, lacznie z obiektem badanym. Zmiany te mozna wykry¢ tylko po wyko-
naniu dodatkowych pomiaréow kalibrujacych. Na ich podstawie mozna dokona¢ ko-
rekty warto§ci wyniku pomiarow. Jesli korekta ta nie jest mozliwa, to wptyw trendu
nalezy oszacowac jako sktadowa niepewnosci Ug(X).

Wplywy regularnie zmienne aperiodycznie i okresowo mozna jednakze wykry¢
1 czeSciowo usunagé poprzez analiz¢ zbioru surowych warto$ci obserwacji pomiaro-
wych przy znanym, np. rbwnomiernym sposobie probkowania. Trend pojawiajacy
si¢ w czesci elektrycznej toru pomiarowego, np. dryft wzmacniacza, mozna ponadto
wyznaczy¢ 1 jego wplyw wyeliminowaé poprzez wzorcowanie wewngtrzne tej cze-
Sci toru. Jego wplyw usuwa si¢ poprzez zerowanie w procesie r¢cznej lub automa-
tycznej adiustacji.

Jesli obok trendu w probee wystepuja tez zaktdcajace sktadowe oscylacyjne, to
nie zmieniaja one warto$ci §redniej zbioru jej obserwacji Qi tylko wowczas, gdy ich
okresy sa wielokrotnoscia okresu AT probkowania réwnomiernego. Najwickszy
wplyw wystepuje, gdy okres sktadowej oscylacyjnej rowna si¢ podwojonemu cza-
sowi zbierania wynikéw probki, a faza poczatkowa rowna si¢ zero. Natomiast takie
niewyeliminowane sktadowe zawsze powigkszaja niepewnosc¢ Ua(x).

Zidentyfikowanie wystepowania sktadowych systematycznych, tj. trendu i skta-
dowych periodycznych wystepujacych rownocze$nie w serii obserwacji pomiaro-
wych wymaga zastosowania odpowiednich procedur filtracji i przetwarzania ich sy-
gnatow lub obliczen off-line z ich odczytow. W czesci przypadkéw mozna stosowac
metody uproszczone, np. kolejno wyznaczajac i eliminujac te sktadowe. Znajduje tu
zastosowanie metoda najmniejszych kwadratow MNK. Przy wigkszej liczbie skta-
dowych oscylacyjnych o porownywalnych amplitudach zagadnienie komplikuje sig,
gdyz dla kazdej sinusoidy trzeba by wyznaczy¢ trzy parametry: czgstotliwos¢, am-
plitudg i faz¢. Natomiast stosowanie przeksztatcenia szybkiej transformaty Fouriera
FFT przy krotkich probkach natrafia na istotne ograniczenia. Trend mozna usuwacé
kilkoma metodami [2] — p. 9.1.3. Nalezy w tym celu wyznaczy¢ jego rOwnanie, np.
powszechnie znang metoda najmniejszych kwadratow, w skrocie MNK. Proces
czyszczenia probki z trendu i pojedynczej sktadowej oscylacyjnej, oméwiony w pu-
blikacjach [7—12] zostanie przedstawiony w tek$cie ponizej. Oba przyktady liczbo-
we stworzono za pomocg symulacji komputerowe;.
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Przyktad 1

Probka zawiera seri¢ n = 121 surowych wynikow obserwacji o 4% znakach odczytu,
ktore otrzymano w regularnych odstgpach probkowania badanego procesu. Ich war-
tosci Vi podano w tabeli 1. Wptywy czynnikéw oddziatujacych na obiekt i tor pomia-
rowy nie sa znane a priori. Nalezy wyznaczy¢ najlepsza warto$¢ wyniku pomiaru
sredniego napiecia tej serii obserwacji oraz dokona¢ oceny doktadnosci tego wyniku
w postaci odchylenia standardowego otrzymanego po wyeliminowaniu z surowych
obserwacji wplywu gtownych sktadowych systematycznych, w tym trendu (sktado-
wa aperiodyczna odchylen) oraz przebiegdw periodycznych.

Tab. 1. Surowe wyniki obserwacji w przykladzie 1

Tab. 1. Rough results of observations of Example 1
1,2200 1,2080 1,2186  1,2263  1,2497 12725 1,2981 1,2731
1,2500 1,2286  1,2181 12183 12162 11,2247 1,2253  1,2108
1,2409  1,2529  1,2696 12577 1,2397 12300 1,2341  1,2562
1,2449 12378  1,2203  1,1920 1,2056 1,2092 1,2198  1,2227
1,2210  1,2134  1,2064 1,2138 1,2154 1,2220 1,2352  1,2479
1,2385  1,2277  1,2206  1,2320 1,2466  1,2679 12412  1,2279
1,1897  1,2123  1,2291  1,2498  1,2450 1,2343 12356  1,2420
1,2239  1,2101  1,2057 1,2044 1,2011 1,1940 1,1941  1,1836
1,1956  1,2002  1,2159 12142  1,1963 1,1840 1,1726  1,1657
1,1553  1,1726  1,1932 12146  1,1983 1,1904 1,1736  1,1874
1,2003  1,1950 1,1911  1,1754  1,1594 11748 1,799  1,1817
1,1816  1,1907  1,1937  1,1982 1,195  1,1977 1,1868 1,1684
1,1455 1,648 1,2019 1,2126  1,2086 1,1885 1,1760  1,1729
11706 1,692  1,1921  1,2036  1,2229 1,1996 1,1810  1,1609
11314  1,0975 1,0704 1,0845 10954 1,1146 11172  1,1148
1,1263

Rozwigzanie

Odchylenia Av; surowych wartosci obserwacji od ich warto$ci $redniej v=1,2029
w kolejnosci ich pozyskania przy rownomiernym probkowaniu przedstawiono na
rys. 4a. Mozna zauwazy¢, ze maja one tendencj¢ zmniejszania si¢ wraz ze wzrostem
kolejnego numeru i obserwacji w probce. Wyznaczono histogram dla 8 jednako-
wych przedziatow, na ktore podzielono pelny zakres zmian odchylen Avimax — AVi min
= 0,2277. Laczac punkty histogramu otrzymano wypadkowy rozktad surowych da-
nych przedstawiony jako krzywa 1 (rys. 5). Rozni si¢ on od rozktadu normalnego
(4) na tym rysunku. Jest wyraznie niesymetryczny i przy zatozonym poziomie istot-
nosci 5% nie spetnia kryterium y2 (tab. 2).

Zadne wplywy nie byty tu znane a priori, wiec nie ma jak wprowadzié¢ popra-
wek. Natomiast przy rownomiernym (lub innym znanym) probkowaniu mozna zdo-
by¢ dodatkowa informacje¢. Stosujac metod¢ najmniejszych kwadratow wyznaczono
réwnanie trendu w odchyleniach obserwacji proby jako wielomian drugiego stopnia:

y(v)=-7,82-10"°2 +7,82-10°v + 0,033

Nalezy zatozy¢, ze przechodzi on przez zero dla warto$ci §redniej probki, gdyz
zmian tej warto$ci nie mozna wykry¢ bez kalibracji zewnetrznej z wykorzystaniem
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innego doktadniejszego przyrzadu lub wzorca. Po odjgciu zmian trendu od suro-
wych odchylen, czyli jego przyrostow liczonych wzglgdem wartosci $redniej,
otrzymuje si¢ wartoéci skorygowane Ag; 0 mniejszym zakresie zmian, tylko 0,143.

a)

0.15

Odchylenia od wartosci sredniej

-0.05 ' ‘wf
-0.10 V

-0.15

dane pomiarowe w kolejnosci prébkowania

=+ | - dane surowe —*= 2 - trend —+ 3 - zaklocenie 0k1'e50we|

b)
‘Wartosci danych pomiarowych
1.30

1.05 T T T T T T T
0 11 22 33 44 55 66 77 88 99 110 121

dane pomiarowe w kolejnosci probkowania

-+ 1 - surowe dane pomiarowe
=== 2 - dane pomiarowe po odjeciu przyrostow trendu wzgledem sredniej

—+ 3 - dane pomiarowe po wyeliminowaniu wplywu trendu 1 sinusoidy

Rys. 4. Przebiegi danych pomiarowych probki wg kolejnoéci probkowania: a) obwiednia od-
chylen danych surowych od warto$ci $redniej i jej sktadowe systematyczne, b) dane
surowe po usuni¢ciu trendu, a nastgpnie i sinusoidy

Fig. 4. Sets of measurement data in order as they are regularly sampled: a) deviations of raw
measurement data from mean value and systematic components discovered in them,
b) sets of measurement data after cleaning from trend and from trend and oscillation
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- rozktad surowych danych pomiarowych
2 - rozktad danych pomiarowych bez trendu

Rys. 5. Histogramy odchylen danych pomiarowych od ich wartosci $redniej
Fig. 5. Histograms of the dispersion from mean value of the measurement data: 1 — for raw
data; 2 — after elimination of the trend; 3 — after elimination of the trend and the oscil-

lation

Podstawowe parametry statystyczne surowych wynikow o réwnomiernym
probkowaniu i po eliminacji z nich wptywu sktadowej pochodzacej od samego tren-
du liniowego oraz od trendu i sktadowej oscylacyjnej, podano tacznie w tabeli 2.

Tab. 2. Parametry statystyczne probki surowych obserwacji i po kolejnych ,,czyszczeniach” z
trendu i z przebiegu oscylacyjnego

Tab. 2. The statistical parameters of collected measurement data sample of raw observations
and after two steps of cleaning: firstly from trend and then from oscillations

Wyniki pomiaréw

Dane oczyszczone z:

Dane surowe vi

trendu gi’

trendu i sinusoidy (|,

Kryterium 2 dla
rozktadu normalnego

7% =5228> 28 g5 =111

7% =383< 152, 005 =111

7% =325< 42 05 =111

rezultat negatywny

rezultat p

ozytywny

Warto$¢ srednia

v=1,2029

q =1,2028*

§=1,20262*

Standardowe
odchylenie probki

s(v;) = 0,03953 ~ 0,040

s(q;) = 0,02409*

s(qg;) =0,02407*

Niepewnos¢ Ua

0,003593 = 0,0036

0,002190 = 0,0022

0,002188 =~ 0,0022

Stosunek odchylen S Vi‘ _ 0,03953 ~1,6407* S(Vi ) ~1,6420*
standardowych slg;) 0,02409 s(q)
Wynik koficowy po- | bez uwzglednienia autokorelacji x=1,2026+0,0044

miaru dla U=2ua

z uwzglednieniem autokorelacji [15] (rozdz. 3)

x=1,2026+0,0095

* Warto$ci podano bez zaokraglenia do 2 cyfr, by lepiej uwidoczni¢ mate roznice.
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Na rys. 5 podano tez funkcj¢ gestosci rozktadu probki oparta na nowym histo-
gramie 2. Z analizy tabeli 2 wynika, Ze spetnia juz ona zatozone kryterium 2. War-
to$¢ $rednia jest taka sama jak poprzednio dla surowych wartosci obserwacji.

W podobny sposoéb wykryto tez i wyznaczono metoda MNK oraz usuni¢to za-
warty w danych pomiarowych niewielki sinusoidalny przebieg oscylacyjny( rys. 4a).
Histogram 3 po dwukrotnym czyszczeniu i odpowiadajacy jego punktom rozktad
normalny 4 tez podano na rys. 5. Przedstawione w kolejno$ci probkowania na rys.
4b tacznie dane surowe i ich warto$ci otrzymane po kazdym z obu etapow ,,czysz-
czenia”, uszeregowano wg wartosci i podano na rys.6.

1.30
Wartosci danych pomiarowych }
L

1.25

1.20 pweTT

105 T T T T T T T T T 1
0 11 22 33 44 55 66 77 88 99 110 121

=+ 1 - surowe dane pomiarowe
-2 - dane pomiarowe po usunieciu samego trendu

3 - dane pomiarowe po usunieciu wplywu trendu 1 sinusoidy

Rys. 6. Dane surowe (1) i po kolejnych czyszczeniach (2, 3) uporzadkowane wg ich wartosci
Fig. 6. The raw measurement data (1) and after steps of their cleaning (2, 3) ordered by values

Na podstawie rysunkow 5 i 6 wstgpnie mozna oceni¢, jaki model rozktadu
przyja¢ dla oczyszczonych danych eksperymentalnych. Z poréwnania ich obu wyni-
ka, ze jest on zblizony do rozktadu normalnego, gdyz dla tego rozktadu wykres na
rysunku 6 ma ksztatt obroconej o 90° jego dystrybuanty. Jesli na osi y rys. 6 zasto-
sowano by nieliniowa podziatk¢ dostosowana do tego rozktadu, to jego wykres
otrzymano by w postaci linii prostej. Ulatwia to ocen¢ wizualng jak dalece rozktad
rzeczywisty odbiega od normalnego. Dawniej do tego celu stosowano specjalny pa-
pier milimetrowy o takiej podzialce, tzw. probabilistyczny, dzi$ do wizualizacji da-
nych mozna wykorzysta¢ odpowiedni program komputerowy.

Postanowiono tez dodatkowo sprawdzi¢, czy w odchyleniach probki po wyeli-
minowaniu obu sktadowych wystepuja jeszcze jakie§ inne harmoniczne o duzej am-
plitudzie. W tym celu wyznaczono widmo odchyleni o czgstotliwo$ciach liczonych
wzgledem okresu probkowania i amplitudach a w % wartosci skutecznej RMS
wszystkich sktadowych. Przedstawiono je na rys. 7.
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Rys. 7. Widmo czgstotliwosciowe skorygowanych podwojnie odchylen probki z przyktadu 1
jako funkcja okresu harmonicznej odniesionej do czasu probkowania AT

Fig. 7. Frequency spectrum of data cleaned from non-periodical and periodical component
measurement data deviations of Example 1 as function of period of harmonics related
to the sampling time AT

Zasadnicza, tj. poczatkowa cze$¢ tego widma wykazuje, ze proces losowy jest
niskoczestotliwosciowy i nie wystepuja juz w nim wyraznie widoczne sktadowe
oscylacyjne. Potwierdza to przyjete zalozenie, ze dalsze poszukiwanie i eliminacja
sktadowych oscylacyjnych wyzszego rzedu w wynikach surowych juz jest nicuza-
sadniona. Wyznaczono nawet metoda MNK kolejng z nich, ale jej amplituda okazata
si¢ pomijalnie mata.

Rozktad wynikow obserwacji pomiarowych oczyszczonych z obu tych skta-
dowych systematycznych jest juz wystarczajaco bliski rozktadowi normalnemu.

Whniosek

Dla surowych wynikdw obserwacji otrzymano eksperymentalne odchylenie standar-
dowe probki o ok. 64% wigksze niz dla tych danych po wyeliminowaniu trendu. Jest
tez one jeszcze nieznacznie, tj. o ok. 64,2% wigksze od standardowego odchylenia
otrzymanego po oczyszczeniu wynikow surowych z obu skltadowych systematycz-
nych, tj. z trendu i z przebiegu periodycznego. Proces czyszczenia wptynal wigc
istotnie na zmniejszenie niepewnosci Ua.

Sprawdzenie doktadnosci procesu czyszczenia surowych
obserwacji

W celu sprawdzenia skutecznosci metody sukcesywnego czyszczenia zostanie do-
konana nastgpujaca symulacja. Poczatkowe wartosci obserwacji probki pobranej
z pewnej populacji losowe]j zostang zanieczyszczone znang sktadowa oscylacyjna.
Tak zanieczyszczona probka bedzie stanowila dane surowe. Nastgpnie dokona si¢
procesu czyszczenia takiej probki. W tym celu wyznaczy si¢ roOwnania podstawo-
wych sktadowych systematycznych, w tym sktadowa oscylacyjnag, i poréwna si¢ ja
z funkcjg pierwotng. Sposob uproszonego postgpowania przy wyznaczaniu skory-
gowanych wartosci (i bedzie podobny jak w przyktadzie 1, tj. zastosuje si¢ kolejno
metode MNK. Zilustruje to przyktad 2.
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Przyktad 2

Probka pomiarowa wraz z dodanym przebiegiem periodycznym o nieznanych dla
eksperymentatora parametrach, stanowi zbior surowych wynikéw 144 obserwacji
pomiarowych otrzymanych kolejno przy regularnym probkowaniu. Podano je w ta-
beli 3. Nalezy wykry¢ wystepujace w probce podstawowe regularne zakltdcenia, wy-
znaczy¢ ich rdwnania, oczy$ci¢ z nich probke i na podstawie dodatkowej informaciji
0 wprowadzonych zanieczyszczeniach oceni¢ skuteczno$¢ tej operacji. Ponadto na-
lezy okresli¢ wlasciwy przyblizony model rozktadu oczyszczonych danych i jego
podstawowe parametry.

Tab. 3. Surowe wyniki pomiaréw Xi przyktadu 2
Tab. 3. Rough results of observations xi of Example 2
6,822 2,699 5,044 1,816 -0,161 -0,546 1,935 4,881
2,419 -0,939 -0,298 6,267 5,456 2,478 1,651 -1,473
-1,642 -0,459 -0,121 5,459 2,909 5,266 -1,158 -0,123
-0,041 6,291 1,052 -0,016 0,094 8,007 6,843 6,622
7,135 0,491 2,224 6,554 4,375 7,798 4,114 7,142
6,845 4,101 7,056 7,158 6,413 8,447 4,648 7,645
8,899 11,732 7,704 10,874 7,318 4,332 7,215 7,382
12,499 9,169 12,006 11,745 11,177 7,582 13,859 8,480
7,433 9,193 10,012 7,291 8,923 5934 13,750 8,464
9,873 9,430 9,783 8,307 5,442 7,183 10,296 10,020
11,525 10,785 12,501 5314 12,002 5,604 4,885 4,755
6,672 9,822 4,861 4,237 3,979 8,964 6,566 8,831
1,829 8,438 3,358 1,417 8,454 4,869 7,054 3,330
8,075 6,166 3,312 1,908 1,258 5,028 7,681 4,551
7,377 1,164 5,820 3,133 3,222 2,954 3,066 4,290
5,562 8,535 1,452 4,571 3,260 9,625 8,141 5,622
7,375 9,423 5,955 8,816 11,407 11,274 7,272 6,626
8,935 4,091 9,406 5,393 7,987 5,159 7,365 10,211

Rozwigzanie

Odchylenia wynikéw surowych od wartosci $redniej sa dosy¢ duze. Wraz z wystg-
pujacym w nich trendem przedstawiono je na rys. 8, a ich histogram znajduje si¢ na
rys. 10 — (czarne stupki). Wyznaczono réwnanie tego trendu — prosta 2, przyjmujac,
ze jest on w przyblizeniu liniowy i podobnie jak w przykladzie 1, z danych suro-
wych usunig¢to liniowo narastajace przyrosty wzgledem $redniej probki wynikajace
Z tego rOwnania. Otrzymano punkty podane na rys. 9 — obwiednia 1. Z oceny wizu-
alnej wynika, ze odchylenia mogg zawiera¢ pojedynczg sinusoide — krzywa 2. Me-
todg MNK wyznaczono jej rownanie o przebiegu podanym na tym rysunku. Opty-
malne wartosci jej amplitudy Unm, czestotliwo$ci /-7 (unormowanej w stosunku do
Czasu zbierania T probki) i jej fazy ¢ wynosza:

Un = -3,063; £T=1,465; 0=0,678

W symulacji sprawdzajacej skuteczno$¢ wykrywania sktadowych systematycznych
w wartosciach obserwacji probki dodano do nich sinusoid¢ o znanych parametrach

Un =-3,123; £T=1,481; ¢=0,561
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Parametry tej sinusoidy i powyzej zidentyfikowanej metoda MNK réznig si¢ niewie-
le. Roznice wynikaja zapewne stad, iz w wartoSciach poczatkowych probki przy
skonczonej liczbie obserwacji przypadkowo pojawita si¢ mata sktadowa okresowa.

Rys. 8.
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Fig. 8. Deviations Axi of raw measurement results from their mean presented in the order of
sampling
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—— 2 - zaklocenie okresowe

—+ 3 - zbior danych po wyeliminowaniu przyrostow trendu liniowego 1 zaklocen

Rys. 9. Zbior odchylen Agi’ dla przyktadu 2 po wyeliminowaniu z surowych przyrostow AxXi
trendu liniowego oraz odchylenia AgQi po oczyszczeniu tez i z sinusoidy
Fig. 9. Deviations of raw measurement data of example 2 after steps of their cleaning:

1 - Agi’ from the linear trend, 3 — Agi from trend and then from sinusoid 2
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Na rys. 9 podano réwniez wartosci obserwacji probki otrzymane po petnej ko-
rekcji — obwiednia 3. Rozrzut wynikow jest jeszcze mniejszy i nie widaé by wyste-
powata w nich jeszcze jakas regularnosc.

Na rys. 10 zawarto trzy histogramy: dla wynikéw surowych, po usuni¢ciu z nich
trendu liniowego, a nastgpnie przebiegu sinusoidalnego. Natomiast na rys. 11 dla
kolejnych etapéw procesu czyszczenia podano dane uporzadkowane wg wartosci.
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B 1 - histogram surowych wynikow
B 2 - histogram wynikow oczyszezonych z trendu liniowego

I 3 - histogram wynikow oczyszezonych z trendu i zaklocen

B 4 - histogram rozkladu réwnomiernego

Rys. 10. Histogramy odchylen obserwacji od ich wartosci $redniej dla przyktadu 2
Fig. 10. The histograms of deviations of observations from the mean value for Example 2
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= 1- surowe dane pomiarowe
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3 - dane pomiarowe po usunieciu trendu i zaklocenia okresowego
— 4 - prosta aproksymujaca dane pomiarowe po usunieciu trendu 1 zaklocenia okresowego

Rys. 11.Rozktady danych z przyktadu 2 uporzadkowane wg ich wartosci
Fig. 11. Distributions of data from Example 2 ordered according to their values
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Z obu ostatnich rysunkéw wynika, iz rozktad koncowy po oczyszczeniu da-
nych jest zblizony do rownomiernego. W jego histogramie na rys. 10 jedynie war-
to$¢ drugiego przedzialu jest zauwazalnie wyzsza od pozostaltych. Rowniez na rys.
11, warto$ci obserwacji probki po dwukrotnym czyszczeniu — krzywa 3 uktadajg si¢
najblizej linii prostej jako wykresu rozktadu rownomiernego.

Mozna zauwazy¢ pewien paradoks, ktory wystapit si¢ w tym przyktadzie. Otéz
wzrokowo rozktad wynikéw surowych byl blizszy normalnego niz réwnomiernego,
chociaz nie spehialby zwykle zakladanego poziomu zgodnosci wg kryterium 2.
Jako hipotez¢ modelu rozktadu dla populacji z ktorej pochodzi probka powinno sig¢
wigc ostatecznie przyjac rozktad rownomierny. W sposdb podobny do opisanego w
przyktadzie 1 sprawdzono t¢ hipotez¢ wg kryterium y2 przy zatlozonym poziomie
istotnosci o = 0,05 i dla histogramu o 8 przedziatach uzyskano wynik pozytywny.
Warto$¢ Sredniej 6,007 nieco wzrosta po usuni¢ciu sktadowej sinusoidalnej do
6,601. Powodem jest niecatkowita liczbg jej okresow w dhugosci probki. Natomiast
warto$ci standardowego odchylenia $redniej, czyli niepewnos$ci Ua Szacowanej wg
GUM, sa dla kolejnych etapow nastgpujace: 0,2950, 0,2798, 0,2065. Warto§¢ ua ma-
lata wiec po kazdej operacji czyszczenia i tacznie zmniejszylta si¢ 1,43 razy.

Dla probki surowej oraz po kazdym z etapow jej czyszczenia wyznaczono tez
wspotrzedna $rodka rozpigcia jako estymatora wyniku pomiaréw statystycznie lep-
szego niz $rednia dla probki z populacji o rozktadzie rownomiernym. Wyniosta ona
kolejno 6,108, 7,009, 6,186. Odpowiednie odchylenia standardowe tych $rodkow sa
nastgpujace: 0,382, 0,0351, 0,0218. Po przeprowadzeniu czyszczenia probki ocena
doktadnosci $rodka rozpigcia jest lepsza i to o przeszto 40% (tj. odchylenie standar-
dowe bez korekeji jest az ok. 1,6 razy wigksze). Dzigki czyszczeniu ocena doktad-
nos$ci obu estymatoréw wyniku pomiaru ulegta istotnej poprawie.

Podsumowanie

Celem obu przedstawionych przyktadow liczbowych bylo pokazanie jak usunigcie
trendu i pojedynczego przebiegu oscylacyjnego z surowych wynikoéw obserwacji
wplywa na ich warto$¢ $rednia i niepewnos¢ Ua dla probek przyblizanych rozktadem
normalnym lub réwnomiernym. W przyktadzie 2 sprawdzono tez, czy doktadno$é
wyznaczenia sktadowej oscylacyjnej probki jest wystarczajaca. W obu przypadkach
uzyskano istotnie mniejsze odchylenie standardowe wyniku pomiaru.

W praktyce pomiarowej jest bardzo istotne, aby upewnié sig¢, czy wykryte
sktadowe regularne istniejg rzeczywiscie i jaka jest przyczyna ich si¢ pojawienia,
anie, ze sa li tylko skutkiem przypadkowego roztozenia si¢ punktow w pojedynczej
prébee o skonczonej dlugosci. W tym celu nalezy zbadaé¢ wg przyjetego do pordw-
nan kryterium, np. y2, czy przebiegi te powtarzaja si¢ w kilku kolejnych probkach
0 zblizonych warunkach pomiaru, lub zarejestrowac jedna dluga probke i analizo-
wac odcinkami jej stacjonarnosc.

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze przy stosowaniu w pomiarach regu-
larnego probkowania zalecana przez Przewodnik GUM procedur¢ wyznaczenia nie-
pewnosci typu A jako miary losowego rozrzutu wynikow mozna by w dos¢ prosty
Sposob rozszerzy¢ na opis pomiarow o duzych i nieznanych zaktéceniach. W tym
celu, po wprowadzeniu poprawek — etap 1 z rys 1, nalezy nastepnie wykry¢ i oczy-
$ci¢ surowe wyniki obserwacji z krotkich zaklocen impulsowych outlieréw, a na-
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stepnie — z nieznanych z gory zaktocen systematycznych w postaci trendu i oscyla-
cji. Jest to mozliwe wtedy, gdy dla menzurandu (mierzonej wielkoSci) w postaci
wartos$ci stalej lub wartosci $redniej znane s3 wzgledne potozenia poszczegdlnych
obserwacji, np. z ich kolejno$ci przy rownomiernym prébkowaniu lub prowadzo-
nym wg innej procedury okre$lajacej wzgledna pozycje¢ kazdej obserwacji. Wow-
czas wg omoOwionych powyzej zasad przetwarzania warto$ci takich obserwacji
Z wykorzystaniem metody najmniejszych kwadratow MNK mozna wykry¢ i wyeli-
minowa¢ wplyw zaklocen w postaci trendu (dryftu) oraz oscylacji wystepujacych
W odchyleniach tych wynikow od ich wartosci sredniej. Uzyskuje si¢ wynik pomia-
rOwW o mniejszej niepewnosci typu A. Schemat takiej ulepszonej procedury do sza-
cowania niepewnos$ci Ua podano na rysunku 12.

Mozna by wilaczy¢ procedurg czyszczenia danych surowych do rekomendacji
mi¢dzynarodowych jako metode standardows poprzedzajacg wyznaczanie niepew-
no$ci Ua wg zalecen GUM oraz opracowaé jej standaryzacje dla réznych przypad-
kow wystepujacych w praktyce pomiaroweyj.

Potrzebe stosowania przedstawionej tu metody czyszczenia surowej probki
wyniktej z propozycji udoskonalenia metody wyznaczania niepewnosci typu A
przedstawiono wstepnie w [7—10], oraz rozwinigto w wielu nastepnych publika-
cjach. Propozycje te obejmuja m. in. uwzglednianie wptywu autokorelacji obserwa-
cji na szacowanie niepewnosci typu A oraz dla modeli rozktadow wynikow obser-
wacji pomiarowych odbiegajacych istotnie od normalnego stosowanie innych, lep-
szych estymatoréw statystycznych wyniku pomiaru, tj. o mniejszym odchyleniu
standardowym niz dla warto$ci $redniej. Czyszczenie danych probki [9, 11-13] sta-
nowi uzupetnienie umozliwiajagce poprawe tych ocen i powinno je poprzedzac.

Wybrane propozycje dotyczace wyznaczania niepewnosci typu A oraz uscisle-
nia w szacowania niepewnosci typu B i niepewnosci ztozonej Uc i rozszerzonej u zo-
stang omowione szczegdélowo w nastepnych rozdziatach. Umozliwiaja one istotnie
zwickszenie wiarygodnos$ci oceny niepewnos$ci pomiardw i to nie tylko najdoktad-
niejszych laboratoryjnych w panstwowej stuzbie miar i nauce, ale przede wszystkim
powinno si¢ je wykorzystywa¢ w wielu badaniach uzytkowych w przemysle i eks-
ploataciji.
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Rys. 12. Schemat algorytmu ulepszonej procedury szacowania niepewnosci Ua
Fig. 12. Scheme of the algorithm of improved procedure for estimating the uncertainty ua
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Rozdziat 3

Ocena niepewnosci pomiaréw z autokorelacjg danych

Streszczenie. Opisano rozszerzenie podanej w Przewodniku GUM metody wyznaczania nie-
pewnosci typu A na pomiary o réwnomiernym probkowaniu menzurandu w funkcji czasu
z uwzglednieniem wplywu autokorelacji obserwacji. Obejmuje ona wyodrgbnienie sktadowe;j
losowej w surowych danych pomiarowych przez identyfikacje i usunigcie z nich estymatora
sygnatu menzurandu oraz innych sktadowych regularnie zmiennych i outlieréw. Podano wzo-
ry do obliczania odchylenia standardowego pojedynczej obserwacji i odchylenia warto$ci
$redniej probki przy istnieniu autokorelacji miedzy obserwacjami. Jej wptyw uwzglednia si¢
przez zastosowanie badz wspotczynnikow zwickszajacych oba odchylenia standardowe, badz
uzycie mniejszej od rzeczywistej tzw. ,,efektywnej liczby” réwnowaznych nieskorelowanych
obserwacji. Dzigki temu mozna oszacowa¢ niepewno$¢ rozszerzong wg dotychczasowej pro-
cedury GUM. Podano tez metod¢ wyznaczania estymaty funkcji autokorelacji z danych prob-
ki. Rozwazania zilustrowano przyktadami.

Opracowanie migdzynarodowych przepisow metrologicznych, zalecanych do sto-
sowania w skali globalnej stuzy¢ ma temu, aby pomiary w r6znych krajach i miej-
scach byly wykonywane rzetelnie, a ich wyniki wiarygodne i porownywalne. Two-
rzenie tych przepiséw jest procesem dlugotrwatym i wymaga opracowania ich pod-
staw teoretycznych, zbioru zalecen ujetych w sposob prosty i jednoznaczny oraz po-
przedzajacej weryfikacji w praktyce w roznych dziedzinach. Zwykle przepisy te nie
nadazaja za biezgcymi potrzebami szybko rozwijajacej si¢ techniki pomiarowej oraz
w szeregu przypadkach trzeba zastosowaé podejscie jeszcze w nich nieujgte. Doty-
czy to w szczeg6lnosci pomiardow przeprowadzanych przyrzadami i systemami o za-
utomatyzowanym dziataniu z probkowaniem sygnatu wejsciowego i z jego przetwa-
rzaniem a/c. Nie ma jeszcze ustalonych migedzynarodowo zasad jak wyznaczaé nie-
pewno$¢ pomiaru wielko$ci, oraz przebiegu sygnalow i proceséw zmiennych
w funkgcji czasu, chociaz rozpoczeto juz opracowywanie podstaw naukowych do ich
tworzenia [19] i istnieje szereg wczesniejszych opracowan obejmujgcych czesciowo
te problematyke [M5, M6].

Ponizej zostanie omowiona mozliwos$¢ stosunkowo tatwego rozszerzenia zale-
cen obecnej wersji miedzynarodowego Przewodnika GUM [1] na pomiary wielkosci
zmiennych w czasie, 0 obserwacjach uzyskiwanych w trakcie regularnego probko-
wania sygnatu zaleznego od warto$ci menzurandu. Przedstawiona zostanie metoda
przetwarzania danych probki umozliwiajaca poprawne oszacowanie niepewnosci,
gdy obserwacje sa powiazane statystycznie (autoskorelowane). Podany jest tez spo-
sob wyznaczania estymaty funkcji autokorelacji z tych danych.
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Wstepne przetwarzanie surowych danych

Zmiany surowych warto§ci powtarzanych obserwacji pomiarowych wywolane sg
przez przyczyny zardwno zdeterminowane, jak i losowe. W ogdlnym przypadku sy-
gnal wyjSciowy systemu pomiarowego moze zawiera¢ zarowno sktadowe regularnie
zmienne w czasie trwania procesu pozyskiwania danych pomiarowych wraz ze skta-
dowg stala, jak i sktadowa losowa. W pomiarach uzytkowych, w tym przemysto-
wych obu rodzajom zmian moga podlega¢ zardwno parametry obiektu badanego,
jak i parametry wewnetrzne toru pomiarowego oraz warunki pomiaru. Wartosci pa-
rametrOw statystycznych serii obserwacji jako probki, otrzymanej np. przez réwno-
mierne probkowanie menzurandu, zwykle beda sie rézni¢ dla kazdej z probek po-
branych z tej samej populacji, przy réznych czestotliwosciach probkowania, przy
innym odcinku czasu zbierania danych, przy mierzeniu zestawem réznych przyrza-
dow, a nawet tymi samymi przyrzadami, gdy pomiary zostang wykonane w innym
momencie okresu uzytkowania tych przyrzadow [4]. W ogblnym przypadku losowe
zmiany warto$ci obserwacji sa niestacjonarne, ale mozna traktowac je jako stacjo-
narne, gdy pomiary zgromadzi si¢ w odpowiednio krétkim odcinku czasu.

Przy wyznaczaniu niepewno$ci menzurandu o wartosci statej lub zmiennej
W znany zdeterminowany sposob, halezy przyjac nastepujace zalozenia:

— czas To zbierania n obserwacji pomiarowych tworzacych probke, czyli szero-
ko$¢ okna pomiarowego zostata wybrana wiasciwie, tj. tak, ze mozna zatozy¢
stacjonarno$¢ sktadowej losowej obserwacji w probce,

— probkowanie jest rOwnomierne o czestosci i/t = n/Tooraz

— skladowa losowa jest addytywna, tj. niezalezna od warto§ci menzurandu, a jej
prawdopodobienstwo opisuje si¢ rozktadem normalnym.

Jesli pojawiaja sie krotkotrwate zaklocenia o odstajacych danych, to przed wy-
znaczaniem wartosci i niepewnos$ci wyniku pomiaréw nalezy je wykry¢ i wyelimi-
nowaé z surowych danych [5]. Wowczas wartosei y(i) sygnalu wyjsciowego uzy-
skiwane w wyniku probkowania wynosza

y(i)= @)+ R [)+N(0.0) o))

gdzie: ie(,n) — kolejny numer obserwacji w probce, ti — czas do uzyskania obserwa-
cji y(i), f(i) — warto$ci w chwilach ti funkcji menzurandu znanej a priori lub jej es-
tymaty wyznaczonej z pomiarow, fr(i) — wartosci innych niepozgdanych sktadowych
regularnych w chwili ti, N(0, o) — sktadowa losowa o rozktadzie normalnym.

Zadanie pomiarowe moze polega¢ na badaniu r6znych regularnych sktadowych
probki, w tym najczesciej wartosci statej procesu. Jesli z surowych danych wyzna-
czy si¢ 1 odejmie si¢ wartosci znanej funkcji f(i) estymujacej okreslony menzurand,
to pozostanie jeszcze sygnat resztkowy V(i) = fr(i) + N(O, o) . Zawiera on niepozada-
ne i nieznane a priori sktadowe o charakterze regularnym fr(i) oraz sktadowsa loso-
wa N(0, o). Z wartosci tej sktadowe]j szacuje si¢ wyznaczang metodg statystyczng
sktadowg ua niepewno$ci pomiaru. Niezaleznie 0d tego, czy niepozadane sktadowe
regularne sygnatu sg znane a priori, czy tez zidentyfikowano je przez analize danych
probki pomiarowej, powinno si¢ je usungé¢ z danych pomiarowych, gdyz moga
wplywaé na parametry estymowanej z probki warto$ci statej lub funkcji mierzonej,
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w tym na jej warto$¢ §rednig oraz na ksztatt histogramu probki, a wigc na oceng
wartos$ci 1 niepewnosci wyniku pomiaru.

Przeanalizujemy wplyw roéznych rodzajow sktadowych regularnych i sposoby
ich eliminacji. Skutkéw niepozadanych oddzialywan w postaci warto$ci statej nie
mozna wyznaczy¢ z samych surowych danych pomiarowych i ich usuna¢, gdyz do
wyznaczenia poprawki dla niej trzeba zna¢ warto$é rzeczywistg lub poprawnag. Je-
dynym sposobem jest tu dodatkowa kalibracja z wykorzystaniem doktadniejszego
przyrzadu kontrolnego lub wzorca.

Sktadowa regularna aperiodyczna, czyli trend, nawet tylko liniowy, jesli nie
zostanie rozpoznany i nie skoryguje si¢ jego wplywu, to spowoduje, ze wartos$é
srednia zbioru obserwacji bedzie obcigzona przesuni¢ciem (bledem systematycz-
nym) o nieznanej warto$ci. W najnowszej aparaturze elektronicznej poprzez odpo-
wiednio czestg automatyczng adiustacje wewnetrzng usuwa si¢ na biezaco dryft, ale
tylko powstajacy w czgsci instrumentalnej toru pomiarowego. Polega ona na powta-
rzalnym okresowo automatycznym zerowaniu sygnatu wyjsciowego przy zwieraniu
wejsécia. Sposob ten nie zapewnia eliminacji trendu wystepujacego W sygnale przed
wejsciem uktadu pomiarowego, tj. W samym menzurandzie i na drodze sygnatu do
wejscia uktadu. Wowcezas identyfikacji dokonuje si¢ a posteriori w procesie prze-
twarzania danych wyj$ciowych z uzyciem odpowiednich metod obliczeniowych.

Warto$¢ $rednia danych pomiarowych pozyskanych w rownomiernym prob-
kowaniu sygnatu bedzie niezalezna od wystepujacych w nich sktadowych okreso-
wych tylko wtedy, gdy probka obejmuje petng liczbe ich okresow oraz, gdy okresy
te sg wielokrotno$cig odstepu probkowania AT. Warunki te na og6t nie sg spetnione.
Niepozadane sktadowe oscylacyjne mogg nieco wptywacé na warto$¢ srednig wyniku
oraz istotnie powigkszaja ocene sktadowej statystycznej jego niepewnosci.

W wielu pomiarach wielkosci procesowych zmiennych w czasie (lub w prze-
strzeni) konieczne jest stosowanie odpowiednich procedur filtracji w czasie rzeczy-
wistym (on-line) w trakcie analogowego i cyfrowego przetwarzaniu sygnatu lub
podczas obliczen off-line zebranych odczytow. Naleza do nich: metoda regresji, fil-
tracja cyfrowa, szybkie przeksztatcenie Fouriera FFT, falki itp.

Proces identyfikacji i usuwania niepozadanych sktadowych zdeterminowanych
z surowych danych pomiarowych nazywane sg czyszczeniem danych [5, 6]. Proste
metody czyszczenia zostaly omowione w rozdziale 2 i zilustrowane przyktadami.

Metoda oceny niepewnosci probki o skorelowanych
obserwacjach

Whprowadzeniem w zagadnienie powinno by¢ wczeséniejsze zapoznanie si¢ z pod-
stawowymi zasadami wyznaczania wartosci wyniku i jego niepewnosci, podanymi
w Przewodniku GUM [1, 2]. Opisano je w skrocie w rozdziale 1. Zalecenia GUM
dotycza menzurandu jako wielkosci statej x = const, mierzonej bezposrednio lub po-
$rednio. Wynik pomiaru nalezy oblicza¢ z odpowiednio skorygowanych surowych
danych pomiarowych. Czyszczenie tych danych (rozdziat 2) obejmuje usunigcie za
pomoca poprawek znanych a priori btedéw systematycznych oraz wykluczenie ob-
serwacji odstajgcych, czyli outlierdw, zidentyfikowanych np. na podstawie testow
Grubbsa. W przypadku probkowania wielko$ci ciagtych w znany, np. regularny spo-
soOb, istnieje dodatkowa mozliwos¢ zidentyfikowania w danych surowych niezna-
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nych a priori regularnych zaktocen aperiodycznych i periodycznych (rozdziat 2).
Nalezy je rowniez usung¢ z tych danych w procesie czyszczenia.
Wynik pomiaru x = const opisujg dwa sktadniki:
— $rednia, X ={ jako najbardziej prawdopodobna wartos¢ dla zbioru skorygo-
wanych obserwacji gi probki pomiarowej,
— niepewno$é rozszerzona u(X) wyniku pomiaru jako miara niedoktadnosci
o okreslonym prawdopodobienstwie.

Wyznaczenie niepewnosci rozszerzonej u(x) = ke uc (X) wymaga oszacowania
niepewnosci sktadowych ua(x) i ug(x), odpowiednio metodami typu A i B, a z nich

niepewnosci standardowej uc(x):\lui(x)Jr ué(x). Niepewno$¢ u(X) mozna tez

wyznaczy¢ bezposrednio dla splotu rozktadow mozliwych wartosci Ua(X) i Ug(X).

Niepewnos¢ Ua(X) stanowi estymate odchylenia standardowego $redniej X dla
catej populacji mozliwych wartosci gi. Wyznaczanie ua(x) wg zasad GUM ogranicza
si¢ do przypadkow, gdy obserwacje te mozna traktowac jako przypadkowo zmienne,
niezalezne od siebie, czasu lub przestrzeni, czyli jako realizacje zmiennej losowej,
a nie procesu losowego. Zaktada si¢ tez, ze rozrzut danych z zadowalajacym przy-
blizeniem mozna opisa¢ rozktadem normalnym, a dla matej liczby pomiarow — roz-
ktadem Studenta. Oba przebiegaja w nieograniczonym przedziale wartosci X. Roz-
ktady te sa stabelaryzowane i zachowuja ksztatt przy splocie Kilku z nich. Rozktad
normalny od czaso6w Gaussa i Laplace’a stuzyt do opisu btedow przypadkowych.
W rzeczywisto$ci liczba Zrddet i zakresy zmian parametréw oddziatujacych przy-
padkowo na niepewno$¢ pomiaré6w sg ograniczone i rozrzut danych pomiarowych
wystepuje w przedziale skonczonym. Inne rozktady moga wiec lepiej modelowaé
rzeczywiste dane eksperymentalne i obecnie, gdy dysponuje si¢ doskonatymi skom-
puteryzowanymi mozliwosciami obliczeniowymi, nie ma poprzednich ograniczen
w ich stosowaniu. Ponadto przyjeta wg Przewodnika GUM $érednia X jako estyma-
tor warto$ci menzurandu jest najkorzystniejszym, tj. o najmniejszym odchyleniu
standardowym parametrem tylko dla probek zawierajacych dane z populacji o roz-
ktadzie normalnym. Z innych badan (omawianych w rozdziatach 5-7) wynika, ze
np. dla probek o rozktadzie rownomiernym i dla czesci rozktadow trapezowych bar-
dziej efektywny jest srodek rozpiecia bedacy $rednig z krancowych warto$ci obser-
wacji po usunigciu outlierow.

Niepewno$¢ ug(x) stuzy do oszacowania wpltywow pozostajacych po korekeji
danych surowych o rozpoznanym pochodzeniu, ale o nieznanej statej wartosci w da-
nym eksperymencie, wigc nieusunigtych przez poprawki. Zastgpuje ona stosowany
poprzednio w wyznaczaniu doktadnosci pomiaréw maksymalnie mozliwy (ang. the
worth case) tzw. graniczny btad systematyczny. Blad ten dotychczas stosowany jest
w zdefiniowanych wymaganiach dla przyrzadow podlegajacych prawnej kontroli.
W Przewodniku GUM przyjeto, ze sktadowe Ug(Xoi) niepewnosci Ug(X), pochodzace
od wielkosci wptywajacych Qi sg niezalezne od przyczyn ich powstawania i charak-
teru (instrumentalne, zwigzane z metoda pomiaru, od oddzialywan otoczenia i z in-
nych Zrédet). Traktuje si¢ je jednolicie jako losowe, szacuje ich wariancje i jako
wielkosci drugiego rzgdu w stosunku do wartosci mierzonej sumuje si¢ liniowo
réwniez dla funkcji nieliniowych opisujacych pomiar. Dokladnoé¢ oszacowania
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us(X) zalezy od wiedzy eksperymentatora o oddzialywaniach i parametrach przyrza-
dow zastosowanych w danym eksperymencie.

W rozdziale 1, w drugiej kolumnie tabeli 2 podano wzory wg GUM do wyzna-
czania niepewnosci pomiaru. Wynika z nich, ze uzyskanie wigkszej dokladnosci
pomiaréw, np. przez zadane proporcjonalne zmniejszenie ich niepewnosci typu A,
wymaga kwadratowego wzrostu liczby obserwacji pomiarowych n podlegajacych
losowemu rozrzutowi. Wspodlczesna technika umozliwia wykonywanie pomiarow
cyfrowych z niemal dowolnie nastawiang czgsto$cig w dziedzinie czasu, lub zmian
innej wielkosci. Aby zwigkszy¢ liczbg obserwacji N w ograniczonym czasie badan
lub skroci¢ ten czas czgsto ustawia si¢ mozliwie geste probkowanie. Ograniczenie
czasu pozyskiwania obserwacji moze rowniez wynika¢ z wymagan dotyczacych $le-
dzenia szybkich zmian badanego procesu. Przy zbyt gestym probkowaniu rezultaty
obserwacji mogg sta¢ si¢ powigzane ze sobg statystycznie, czyli wystepuje autokore-
lacja, szczegoblnie, gdy zjawiska losowe w sygnale sg intensywne przy matych cze-
stotliwosciach, np. szum 1/f. W takich przypadkach nalezy zna¢ funkcje autokorela-
cji lub wyznaczy¢ jej estymate z danych pomiarowych i uwzgledni¢ jej wplyw
W oszacowaniu niepewnosci typu A. Przy duzej autokorelacji danych stosujac ruty-
nowo wzor dla ua(x) z kolumny 2 tabeli 2 (rozdziat 1) otrzyma si¢ zbyt korzystna, tj.
znacznie zanizong warto$¢, gdyz zalecenia GUM takiego przypadku dotychczas nie
obejmuja. W Przewodniku GUM [1-3] oraz innych krajowych i europejskich in-
strukcjach metrologicznych, podrecznikach, a nawet w publikacjach o wyznaczaniu
niedoktadnosci pomiaréw, np. [M3] zaktada si¢ a priori, ze rozrzut warto$ci obser-
wacji probki opisuje sie rozktadem normalnym i ze sg one statystycznie niezalezne.

Od lat, na wielu seminariach metrologicznych autor sygnalizowat, ze z teorii
sygnatow wynika, iz przy probkowaniu obserwacje pomiarowe procesu mozna trak-
towaé dopiero jako niezalezne, gdy odleglo$¢ miedzy nimi jest szersza niz zastepczy
promien funkcji autokorelacji oraz, ze informacj¢ o statystycznym ich powigzaniu
mozna pozyska¢ z analizy warto$ci kilku kolejnych obserwacji. Pozostawato to bez
odzewu w polskim $rodowisku metrologéw. Przetom rozpoczat sie dopiero, gdy
w 2006 r. M. Dorozhovets na seminarium w Politechnice Rzeszowskiej przedstawit
prosty sposob ujecia wptywu autokorelacji przez zastgpcza liczbg pomiardw niesko-
relowanych nest [9]. W [10] i kilku nastgpnych wspdlnych publikacjach [11-14],
omowiono zagadnienie — jak uwzglednia¢ autokorelacje przy wyznaczaniu niepew-
nosci pomiaré6w z zachowaniem zasad obliczania niepewnosci wg GUM. Niemal
rownolegle z publikacjami [9-13] ukazata si¢ praca o wyznaczaniu niepewnos$ci da-
nych autoskorelowanych N. F. Zhanga [8] z National Institute of Standards and
Technology NIST — gtéwnej amerykanskiej placowki metrologicznej, a nieco poz-
niej praca T. J. Witta z BIPM [14]. Obaj autorzy nie stosowali jednak w rozwaza-
niach zastgpczej liczby pomiar6w Netr.

Mykhaylo Dorozhovets zbadat tez wplyw nieznajomosci funkcji autokorelacji
na dokltadno$¢ niepewnosci Ua [16]. Tematyke uwzgledniania autokorelacji analizo-
wal nastgpnie A. Zigba z AGH. Natrafit on na znacznie wcze$niejsze publikacje do-
tyczace tego zagadnienia, uscislit wzory okreslajgce niepewno$¢ podane w [9-12]
i omowil, jak wyznaczaé estymate funkcji autokorelacji z pomiarow [16-19, M7].
Dorozhovets natomiast opracowat jeszcze metode posredniego wykrywania autoko-
relacji w obserwacjach losowych z zastosowaniem testu F i sprawdzit jej skutecz-
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nos$¢ przez symulacje metodg Monte Carlo [21, 23, 25]. Ponizej oméwiono stan za-
gadnienia wynikajacy z prac [10-13, 19-25] podanych w literaturze tego rozdziatu.

Jesli sktadowe deterministyczne w danych probki pomiarowej sg pomijalne lub
wyeliminowane zostaty r6znymi metodami — przez poprawki, filtracj¢ i czyszczenie
danych wyjsciowych, to w odpowiednio krotkim czasie zbierania danych mozna je
Z wystarczajacym przyblizeniem opisaé stacjonarnym szeregiem losowym uzyska-
nym z probkowania badanego procesu.

Zwiazek statystyczny migdzy realizacjami X;, X+« takiego szeregu charaktery-
zuje si¢ funkcja autokorelacji

X, X:
pk:L'sz), 2)
o

Funkcja pk zalezy od widma czgstotliwosciowego i jest badz znana a priori dla
badanego procesu, badz z danych pomiarowych probki nalezy znalez¢ jej estymate ry.
Praktycznie we wszystkich pomiarach fizycznych autokorelacja jest dodatnia.

Przy wystepowaniu autokorelacji z wariancji sumy zmiennych losowych wyni-
ka nastepujacy zwiazek miedzy odchyleniem standardowym s$redniej i pojedynczej
obserwacji [9-13].

o(X) _ 1 3)
° Neff
. n n
gdzie g = = = : (4)
1425 0—k/n)p PP
k=1

Dla korelacji dodatnich zachodzi 0 < px <1 i nes <n.

Dla obserwacji statystycznie niezaleznych, tj. gdy p, -0 (dla k> 1), czton
D, = 0, Nerr = N — zalezno$é (3) przechodzi w znane wyrazenie o(X)/o=1/v/n .

Gdy p, —1, to obserwacje staja si¢ catkowicie skorelowane (tj. Scisle uzalez-
nione) i z zaleznosci (4) wynika

D, »Enzl(n—k)i:n—l.
N k=1

Wowczas zgodnie z (4) nes = 1, tj. zanika sktadowa losowa. Rozrzut obserwacji nie
bedzie juz losowy i bedzie zalezal tylko od wystepowania regularnie zmiennych
btedéw systematycznych. Przy catkowitym ich wyeliminowaniu, dla menzurandu
0 wartosci statej kolejno powtarzane obserwacje bgdg jednakowe, a w pomiarach
zmiennego menzurandu warto$ci obserwacji beda leze¢ na krzywej odleglej od opi-
sujacej go funkcji o wystepujacy w danym eksperymencie nieznany btad systema-
tyczny. Znajomos¢ wartosci efektywnej liczby obserwacji ner umozliwia prawidtowe
estymowanie niepewnos$ci pomiardw Ua probki o sktadowej losowej z autokorelacja.

W tabeli 1 zestawiono dla pordwnania wzory do wyznaczenia niepewnos$ci dla
probki pomiarowej o danych nieskorelowanych i z autokorelacja [20, 22-24].
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Tab. 1. Wzory do wyznaczenia niepewnos$ci probki pomiarowej o danych nieskorelowanych

1 z autokorelacja
Tab. 1. Formulas for evaluation of the uncertainty of the measurement sample of non-
correlated and autocorrelated data

Parametr bez autokorelacji (wg GUM) z autokorelacja
n n
Efektywna Neft =7 =1=D ®)
liczba n 1423 (1-k/n)p, ' °r
pomiaréw k=1
gdzie: pi - funkcja autokorelacji w punkcie k

Odchylenie 1 n > Sa (i) =kas (%) ®)
standardowe | S(Xi)= T 20X et (N—1)

pojedynczej i=1 gdzie: kg = /e— ~1  (6a)
obserwacji gdzie X - warto$é $rednia n(neft —1)

%(Xi -%)?

v v Sa(X -\ |iC
: S(X)= Sa(x)=—a( i) =kbs(x)= =
Odchylenie Nef n(Nefs —1)
standardowe
Sredniej =Ua @
gdzie. Ky = n-1 (7a)
Neff —1
5 n
Liczba stopni 3 Veff =—————— 1
swobody v=n-1 1+23 pf ®)
k=1
Wzgledna -
Gyepersa | u(9) _u(s() _ 1 U(sa) _u(sa(®) 1
odchylenia s s(X)  Jf2v Sa sa(X) \/2Veff 9)
standardowego

Niepewnos¢ \/ﬁ \/ﬁ
rozszerzona | U =KpU=Kpyua +ug U =kpu=Kkpysa +ug (10)

Ze wzordéw (3), (6) i (7) w tabeli 1 wynika, Ze do oszacowania niepewno$ci
Sa(Qi) | sa(x), mozna badz postugiwac si¢ Nefr, badz uzywac tylko samych wspot-
czynnikow korekcyjnych ka i ky dla s(qi) i s(x) wyznaczonych wg GUM. Wspol-
czynniki te otrzymuje si¢ po wyznaczeniu cztonu D, z (4).

Dla duzych n i nest Wspotczynnik ka —1, a nawet i dla matych n, niewiele od-
biega od 1. Na przyktad dlan =10 i D, = 1 otrzymuje si¢ Nest = 5 i ka = 1,06. WyniKki
obliczen Sa(Qi) wg (6) i s(qi) wg GUM roznig si¢ wige tu zaledwie o 6%, co jest
w petni dopuszczalne. Autokorelacja jest natomiast istotna dla odchylenia standar-
dowego wartosci $redniej. Z zaleznosci (7a) otrzymuje si¢ ky = 1,5. Stad wynika, ze
dla tego przypadku niepewnos$¢ $redniej Uaerr danych skorelowanych wg (7) jest
W rzeczywisto$ci az o 50%(!) wieksza niz ua obliczona wg GUM.
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Dla danych z autokorelacja mozna tez wprowadzi¢ zastgpcza, tzw. efektywna
liczbe stopni swobody, okre§long w przyblizeniu zalezno$cig (8) podang w [16].
Wynika z niej, ze verr # Nett —1. Za pomocg tej liczby, podobnie jak przez v dla da-
nych nieskorelowanych, opisuje si¢ wzglgdng dyspersj¢ obu odchylen standardo-
wych (9), ktora rowniez wzrasta wraz ze zmniejszaniem si¢ stosunku Nes/n.

Zaletg powyzszego ujecia jest to, ze dla znanej funkcji autokorelacji pk lub jej
estymaty ry oszacowanej z danych probki, wyznacza si¢ badz wspotczynniki Ka i ky
oraz skorygowane oszacowania niepewnosci Sa(Cfi) i sa(i), badz zastepcza liczbe

pomiarOw Neir | Vesr, ktore tak samo jak n i v mozna stosowaé dalej w algorytmie ob-
liczania niepewnosci rozszerzonej U(X) wg GUM. Jesli wiadomo, Ze maja one inny
znany rozktad, to nalezy stosowaé wzory dla najlepszego estymatora tego rozktadu
i jego odchylenia standardowego. Uwzglednianie autokorelacji przy wyznaczaniu
niepewnosci z probek danych pochodzacych z rozktadow niegaussowskich nie zo-
stato jeszcze opracowane.

Dla znanej funkcji autokorelacji mozna tez okresli¢ maksymalng czesto$¢ row-
nomiernego probkowania, przy ktorej obserwacje mozna traktowaé jako nieskore-
lowane. Minimalny odstep AT = To/n miedzy obserwacjami, czyli okres probkowa-
nia powinien by¢ wigkszy od polowy zastepczej szerokosci funkcji autokorelacji pk
(szerokosci prostokata o wysokosci 1 i polu pod ta krzywa). Dla krétszych odstgpow
AT nalezy stosowac wzory (4)—(8) uwzgledniajace autokorelacjg.

Ponadto z warunku Nyquista wynika, ze do wyznaczenia przebiegu sygnatu
o pasmie czgstotliwosciowym 0-B konieczne sg co najmniej dwa pomiary dla kaz-
dego okresu przebiegu harmonicznego o najwyzszej pozadanej czgstotliwosci. Stad
przy rownomiernym probkowaniu minimalna liczba obserwacji w probce Nmin zalezy
od gornej czestotliwosci B sygnalu i czasu zbierania obserwacji T w nastgpujacy
Sposob

nmin = ZBT (11)

Estymator funkcji autokorelacji probki

Funkcja autokorelacji zwykle nie jest znana i trzeba ja estymowac z danych pomia-
rowych. NajczeSciej stosowang i implementowang w programach komputerowych
jest jej postac

n—k
2 (xi =%) (xisk —X)
k== . (12)
s°(ai)

Wykres estymaty r¢ (rys. 2a) ma zwykle dwie, rozne jakosciowo cze$ci. Dla
matej liczby odstepow K wystepuje zbocze opadajace, w ktorym jest zawarta realna
informacja o funkcji autokorelacji. Pozostata cz¢$¢ w postaci ogona jest obrazem
dos$¢ duzych fluktuacji skorelowanego szumu.

Wedlug Zigby [15] zastapienie we wzorze (4) funkcji px przez jej estymatg rg
wg (12), tak jak to podano w [5], daje estymator efektywnej liczby obserwacji o nie-
korzystnych wlasciwos$ciach. Przyczyng jest wptyw ogona funkcji autokorelacji.
Sumowanie w (12) ogranicza si¢ do Kilku poczatkowych elementéw estymaty ry, tj.
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fyg = s (13)

ne Kk
1+2 Z(l— —j I
k=1 n

Graniczny odstep e okreslany jest przez ostatni niezerowy element estymaty r
przed jej pierwszym przej$ciem przez zero (metoda FTZ — ang. first transit through
zero). Na przyktad dla krzywej z rys. la warto$¢ nc = 3. Z symulacyjnych badan me-
todg Monte Carlo [16, 17] wynika, Ze powoduje to zmniejszenie ujemnego obcigze-
nia estymatora f, .

rk
=
=)
OII
w
Funkcja gestosci prawdopodop.

Znormalizowane odchylenie standardowe

a) b)

Rys. 1. a) Poczatkowa cze$¢ estymaty funkcji autokorelacji {rc} obliczona z danych z rys. 1a
(wyznaczonych z danych surowych po odjeciu trendu), b) Funkcje gestosci prawdo-
podobienstwa dla estymatoréw znormalizowanego odchylenia standardowego wg
modelu AR(1)! i wielko$ci proby losowej n = 60 [3]. Krzywe 1 i 2 pochodzg z symu-
lacji MC i dotycza odpowiednio Salo i s,(X)/o(X). Zalezno$¢ teoretyczng ‘teor’
obliczono za pomoca wzoru (16) dla verr = 22,7 [16-24]

Fig. 1. a) The initial part of the estimate {r«} of autocorrelation function px computed from
data of Figure 1a (after removing the trend from the raw data); b). Probability density
functions for normalized estimators of the standard deviation by the first order auto-
regressive model AR(1)? and the random sample size n = 60 [5, 6]. Curves 1 and 2 —
derived from MC simulations and relate, respectively, sa/o and s, (X)/o(X) . Function

‘teor' is calculated theoretically by the equation (16) for vett = 22.7 [16-25]

Metoda FTZ obowiazuje tylko dla korelacji dodatnich. Uzyskang warto$¢ Ny,
stosuje si¢ do obliczenia Sa(Xi) i s,(X) wg (5b) i (5). Na rysunku 1b pokazano otrzy-

mane metoda MC przyklady rozktadow prawdopodobienstwa dwu estymatorow.
Przebieg oznaczony jako teor na rys. 1b obliczono ze wzoru dla obserwacji niesko-
relowanych o odchyleniu standardowym z = s/o, wynikajacego z rozktadu y?, w kto-
rym za v podstawiono efektywng liczbg stopni swobody Vetr.

1 Model AR(1) — autoregresyjny szereg czasowy pierwszego rzedu, dla ktérego rx = a* [13,
14, M4].
2 Model AR(1) — autoregressive time series of the first order, for which ry = ak [4].
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Przyktad

W przyktadzie z rozdziatu 2 dla 120 danych oczyszczonych z trendu i niewielkiej
sktadowej sinusoidalnej, ale bez uwzglgdniania wptywu autokorelacji, otrzymano
odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru i $redniej odpowiednio s(qi) = 0,024
i s(q)=0,0022 (tabela 2).

Tab. 2. Parametry statystyczne probki surowej i po czyszczeniach z trendu i sinusoidy oraz po
uwzglednieniu wplywu autokorelacji

Tab. 2. Statistical parameters of the raw sample, then after cleaning from trend and sinusoid
and with influence of autocorrelation

Dane oczyszczone z:
Wyniki pomiaréw Dane surowe vi . -
trendu gi’ trendu i sinusoidy (],
Kryterium y2 dla 2 2 _ 2 2 _ 2 _ 2 _
rozkladu normalnego ¥~ °228> 45,005 =111 | 2" =383< 75,005 =111 | 7" =325< 75,005 =111
rezultat negatywny rezultat pozytywny
Warto$¢ $rednia v=1,2029 g =1,2028 0=1,2026
Standardowe _ N _ ) —
odehylenic probki s(v;) =0,040 s(g;) = 0,02409 ~ 0,024 s(gj) =0,02407
Niepewno$¢ ua 0,003593 =~ 0,0036 0,002190 = 0,0022 0,002188 = 0,0022
A S(V; .
Stosunek odchylen Vi) 008953 ;64 s 1 6420
standardowych slg; ] 0,02409 s(q)
bez uwzglednienia autokorelacji dla u =2u. x=1,2026 +0,0044
Wynik pomiaru z uwzglednieniem autokorelacji dla: . —1.2026 +0.0095
sa(0i) = 0,0244, s,(q)=0,0047, U=2sq | ———

Dalej zostana obliczone odchylenia sa(0i) i s, () dla estymaty ri funkcji auto-

korelacji danych gi wyznaczonej zgodnie z rys. 1la dla nc = 3. Otrzymana z (11) war-
tos$¢ re= 0,81 jest dos¢ duza, co potwierdza przewidywang autokorelacj¢ tych da-
nych. Dla tej wartosci rc z (9) wyliczana jest estymata efektywnej liczby obserwacji
Neft = 32,1 wynoszaca tylko okoto 25% liczby rzeczywistych obserwacji n = 120. Na
podstawie zaleznosci (6a) i (7a) — tabela 1 — otrzymuje si¢ wspotczynniki ka = 1,012
i ko = 1,96. Po ich uwzglednieniu uzyskano zaokraglone do 3 cyfr znaczgcych war-
tosci S, (0;) =0,00244 oraz s, (q) = 0,00472. Autokorelacja nie ma tu istotne-
go wptywu na odchylenie sa(q;) pojedynczego pomiaru, za§ znaczny na standardowe
odchylenie $redniej S, (), czyli na odpowiednik niepewnosci Ua dla skorelowa-

nych obserwacji. Wzrasta ona okoto dwukrotnie. Wyliczone wartosci zapisano w ta-
beli 2. Zapis koncowy wyniku pomiaréw bez i z uwzglednieniem autokorelacji
znajdujg si¢ w ostatnim jej wierszu.

Z wzoréw (6) i (7) w tabeli 1 wynika tez, ze wzgledna standardowa niepew-
no$¢ wyznaczenia obu odchylen wynosi U(Sa)/Sa = 11%. Jest wigc nieco wigksza niz
6,48% dla przypadku nieskorelowanych 120 obserwacji, ale nieco mniejsza niz
12,5% dla rzadziej pobieranych 33 nieskorelowanych obserwacji. Tak wigc przy
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niemal czterokrotnie czgstszym probkowaniu zysk na doktadnosci wyznaczenia nie-
pewnosci U jest tu praktycznie pomijalny.

Propozycje realizacji przyrzadu wirtualnego o strukturze zawierajacej funkcje
czyszczenia danych i wyznaczania na biezaco niepewnosci typu A mierzonego sy-
gnatu opisano w [7].

Whnioski

Podjecie omoéwionej tematyki byto wynikiem potrzeb praktyki pomiarowej, wyma-
gajacej by przy probkowaniu sygnatu poprawnie wyznacza¢ niepewno$¢ statystycz-
na otrzymywanych danych pomiarowych. Zaprezentowane uj¢cie przeznaczone jest
do powszechnego stosowania. Najwazniejsze wnioski podano ponize;j.

1. Przy stosowaniu w praktyce metody zmniejszenia niepewnosci pomiarow, po-
legajacej na zwigkszaniu liczby obserwacji w ograniczonym czasie zbierania
obserwacji pomiarowych, moze pojawi¢ si¢ negatywny wptyw autokorelacji.

2. Aby unikna¢ pomylek przy wyznaczeniu niepewnosci Ua(X), nalezy w otrzy-
manej probce obserwacji pomiarowych zidentyfikowaé¢ odpowiednimi meto-
dami obliczeniowymi nie tylko mierzone, ale i niepozadane sktadowe systema-
tyczne, aperiodyczne i periodyczne. Nalezy wyeliminowa¢ je przed wyznacza-
niem niepewno$ci pomiarow typu A, gdyz pozostawione w danych pomiaro-
wych regularne sktadowe zwigkszg jej wartosc.

3. Dopiero dla tak oczyszczonych danych nalezy oszacowaé funkcje autokorela-
cji. Autokorelacja powoduje zwickszenie sktadowej niepewnosci typu A wyni-
ku pomiaru, gdyz liczba niezaleznych obserwacji pomiarowych jest wtedy
mniejsza niz zebranych. Trzeba woéwczas wyznaczy¢ badz wspolezynniki ko-
rygujace wartosci odchylenia standardowego probki oraz niepewno$ci Ua war-
tosci $redniej, badz tez zastepcza, tzw. efektywna liczbg pomiardw, ktora nale-
zy uwzglednia¢ przy szacowaniu niepewnosci typu A. Wzory dla takiego przy-
padku podano w tabeli 1 i uwzgledniono je w obliczeniu niepewnosci wyniku
w tabeli 2 dla przyktadu, gdy wystepuje autokorelacja obserwacji probki.

4. Programy komputerowe stosowane do obliczania niepewno$ci typu A i nie-
pewnosci rozszerzonej U powinno by¢ uzupelnione poprzedzajacymi algoryt-
mami do identyfikacji i eliminacji z surowych danych ich sktadowych aperio-
dycznych i periodycznych, a takze algorytmami do wyznaczania estymatorow
funkcji autokorelacji oczyszczonych danych.

Nalezy tez zmodyfikowaé wzory stosowane w tych programach, aby uwzgled-
nialy wplyw autokorelacji — przez uzycie w nich efektywnej liczby obserwacji
Nett lub wspotczynnikéw ka oraz ky, z tabeli 1.

5. Omoéwiony tu sposdb wyznaczania niepewnosci Ua dla danych z autokorelacjg
dotyczy, podobnie jak w Przewodniku GUM, pomiaréw modelowanych roz-
ktadem normalnym. Da innych rozktadow wptyw bedzie jakosciowo podobny,
ale wzory mogg by¢ inne. Wymaga to jeszcze dalszych badan.
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Rozdziat 4

Funkcja cos? jako model rozktadu gestosci
prawdopodobienstwa — wiasciwosci i przyktady stosowania

Streszczenie. Oméwiono niekonwencjonalny rozktad gestosci prawdopodobienstwa (PDF)
W postaci jednego okresu cosinusoidy przesunigtej w gore i o polu rownym 1 jako alternatywe
rozktadu normalnego (funkcji Gaussa). Wykazano, ze w przedziale +2,5 odchylenia standar-
dowego jeden okres cosinusoidy przesunictej w gore o jej amplitude A, czyli funkcja
2Acos?(-) nie odbiega od funkcji rozkladu normalnego wigcej niz o +2,1%. Taki rozktad
oznaczono symbolem COS?. Dla rzeczywistych wynikéw pomiaréw o ograniczonym zakresie
rozrzutu ma on mniejsza niepewno$¢ typu A niz wWyznaczana wg mi¢dzynarodowego Prze-
wodnika GUM. Rozwazania teoretyczne i symulacje poparto przykladem z praktyki metrolo-
gicznej. Rozktad COS? mozna z powodzeniem stosowaé do szybkiego szacowania niepewno-
$ci pomiaréw, w tym do automatyzacji tych obliczen oraz w statystyce.

Do opisu rozktadu gestosci prawdopodobienstwa (PDF) zbioru wynikow obserwacji
pomiarowych zwykle stosuje si¢ dwuparametrowa wykladnicza funkcj¢ Gaussa na-
zywang rozktadem normalnym. Rozktad ten przebiega w nieograniczonym zakresie
warto$ci wielko$ci mierzonej £ i jest modelem teoretycznym, ktory wystepuje tyl-
ko przy nieskonczenie duzej liczbie czynnikéw losowych niezaleznie oddziatuja-
cych na caty tor pomiarowy wraz z obiektem badanym. Nie zachodzi to jednak
w praktyce ani w eksperymentach pomiarowych, ani w opisach statystycznych roz-
rzutu mierzonych wilasciwosci obiektow i proceséw technicznych. Przy losowym
oddziatywaniu skonczonej liczby czynnikow rozstep, czyli przedziat rozrzutu warto-
$ci wynikow obserwacji pomiarowych, jest zawsze ograniczony. Pojawiajg si¢ wigc
niedogodnosci w stosowaniu rozktadu normalnego, gdyz:
— dla wynikow pomiaréw o ograniczonym rozrzucie, standardowa niepewnosc¢
ua(x) wielkosci mierzonej, liczona jako standardowe odchylenie $redniej S(X)

jak dla rozktadu normalnego 0 nieograniczonym przebiegu funkcji Gaussa, jest
zawsze nieco zawyzona. W nieco mniejszym stopniu dotyczy to tez stosowania

rozktadu Studenta przy matej liczbie danych i zaleznosci u(x) = n_—:l)) s(X) ,
n j—

— nie mozna oszacowaé ograniczonej szerokosci przedziatu dla rozrzutu rzeczy-
wistych danych, w ktorym wynik pomiaru miatby prawdopodobienstwo 1,

— rozktad normalny jest funkcja wyktadniczg Gaussa. Jej catka nie jest opisana
przez funkcje elementarne i wartosci tej catki trzeba wyznacza¢ numerycznie
korzystajac z tabel, kalkulatora lub komputera.

W wielu pomiarach uzytkowych niedogodnosci te nie sg istotne, gdyz wystar-
cza ocena niepewnosci z doktadnoscia do 20%. Natomiast doktadno$¢ wyznaczania
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niepewnosci powinna by¢ wigksza przy kalibracji wzorcow oraz w badaniach su-
rowcow, urzadzen i wyroboéw przy kontroli ich parametréw i jakosci w handlu i dia-
gnostyce, tj. gdy opis parametréw rozrzutu wiasciwosci stuzy decyzjom o kwalifika-
cji i cenie oraz w badaniach stanu srodowiska. Tych trudnosci nie rozwigzuje w wy-
starczajaco prosty sposob rozklad pseudo-normalny o obcigtych konicach i polu pod
krzywa znormalizowanym do 1 ze wzgledu na skomplikowang postaé jego opisu.
Dane eksperymentalne bywajg tez opisywane innymi modelami rozktadow o skon-
czonym rozstepie.

W miedzynarodowym Przewodniku GUM [1] sktadowsa statystyczng niepew-
nos$ci pomiaréw Ua zaleca si¢ szacowaé metoda typu A tak, jak dla rozktadu normal-
nego. Wynikiem prac nad udoskonaleniem i rozszerzeniem zakresu stosowania me-
tod wyznaczania niepewnosci objetych Przewodnikiem GUM sg kolejne Suplemen-
ty, np. [2] (patrz rozdz. 1).

Prawidlowy proces wyznaczania wypadkowej, tzw. rozszerzonej niepewnosci
wyniku pomiaréw wymaga splatania rozktadow jej sktadnikow ua i us. Obok dosc¢
ucigzliwej metody analitycznej polegajacej na sumowaniu wariancji obu sktado-
wych, stosuje si¢ metod¢ numerycznag Monte Carlo opisang w Suplemencie 1 [2].
Wymaga ona wiele setek tysigcy operacji i W Szeregu przypadkach, nawet przy
szybkich obliczeniach komputerowych, moze by¢ zbyt powolna do zastosowania
w automatycznych systemach pomiarowych dla obliczen w czasie rzeczywistym
(on-line). Hetman i Korczynski w pracy [4] zaproponowali zastosowanie metody
szybkiej transformaty Fouriera FFT. Obejmuje ona badz generacj¢ wartosci funkcji
rozktadow sktadowych, badz zapamietywanie tabel ich warto$ci. Sg jednak pewne
trudno$ci w splataniu rozktadow dyskretnych zawierajacych funkcje delta Diraca.

W badaniach proceséw przemystowych w trakcie ich eksploatacji zwykle wy-
magane jest zautomatyzowane przetwarzanie sygnatdow pomiarowych, wbudowane
w systemy przyrzadéw i czujniki, szczegélnie przeznaczone do pracy ciaglej. Tak
realizowany pomiar umozliwia na biezgco wyznaczanie sktadowych regularnych
i statystycznych sygnatu warto$ci mierzonej (menzurandu), badZz wyznaczanie nie-
pewnos$ci pomiaréw wartosci stalej lub o okreslonym przebiegu [3]. Trudno jest tu
zastosowa¢ metod¢ Monte Carlo ze wzgledu na zbyt dlugi czas obliczen w stosunku
do wymagan biezacej kontroli i sterowania proceséw, a implementacja metody FFT
w prostszych urzadzeniach pomiarowych zwykle nie jest mozliwa.

Na podstawie wynikow tej analizy sformutowano dwie tezy robocze jako za-
dania dla opisywanych tu badan.

— Informacja o szeroko$ci przedziatu, w ktorym wystepuja wyniki pomiarow po-
zwoli na lepsze oszacowanie niepewnosci pomiarowych typu A i B niz wedtug
Przewodnika GUM [1, 2]. Uzyska si¢ wicksza doktadno$¢ estymacji wartosci
menzurandu (szeroko$¢ przedzialu niepewnosci rozszerzonej) dla tych samych
eksperymentalnych danych.

— Nalezy zbada¢ zastosowanie pojedynczego okresu cosinusoidy podniesionej
0 amplitud¢ lub o inng stala wartos¢, jako prostego modelu rozktadu PDF
0 ograniczonym zakresie i ksztalcie bliskim srodkowej czesci funkcji Gaussa.

Dla sprawdzenia tych tez konieczne bylo opracowanie podstaw teoretycznych
wraz ze szczegdlowym zbadaniem wiasciwosci takiego niekonwencjonalnego mode-
lu PDF. Wstepne wyniki badan opisano w [5]. Juz po ich ukonczeniu natrafiono na
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publikacje sprzed p6t wieku (1961 r.), gdzie Green i Rabb [10] proponowali jedng
z postaci funkcji cos?(-) do opisu rozkladu wynikéw badan w psychometrii. Nie uzy-
li oni jednak Zzadnego kryterium do doboru optymalnych parametrow tej funkcji i je-
dynie zalecali wowczas stosowanie cosinusoidy do wizualnego dopasowywania jej
na oscyloskopie do otrzymanego eksperymentalnie rozktadu obserwacji. Przyjeta
przez nich arbitralnie postaé funkcji cos?(-) odbiegata do$¢ znacznie (nawet o okoto
14%) od funkcji Gaussa. Nie spotkano tez w pozniejszej literaturze §ladow stosowa-
nia tej funkcji w technice pomiarowej, chociaz podstawowe wzory dla parametrow
rozktadu COS? podawane sg w niektorych poradnikach i w Internecie.

Podstawowe wiasciwosci rozktadu +COS

Rozpatrzmy model funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa PDF w postaci
jednego okresu funkcji cosinus o amplitudzie A, okresie 2X i przesunigtej o odcinek
B w dodatnim kierunku osi y:

X X
f(xX)=B+A — -1<—<1
() =B+Acosn—-dla (-1<-<1) 1)

gdzie: x — warto$¢ biezaca wyniku obserwacji, X — pot zakresu rozpiecia rowne 0,5
okresu cosinusoidy, A, B —amplituda cosinusoidy i jej podniesienie.

Powyzsza funkcja f(x) ma sens fizyczny jako rozktad PDF dla f(x) > 0 oraz
w przedziale ograniczonym do jednego okresu =(X < 0,5X7). Zaproponowano, by dla
przypadku ogoélnego B >0 rozktad ten nazywaé podniesiona cosinusoida i oznaczaé
symbolem +COS [5].
Funkcja f(x) okre$lona wzorem (1) ma trzy niezalezne parametry (A, B, X), wy-
znaczalne z nast¢pujacych warunkow:
— pole pod krzywa miedzy krancami X wynosi S = 1, lub ma inng warto$¢ S < 1,
np. jak dla rozktadu Gaussa w tym przedziale,
— zadany jest przedzial X lub punkty, przez ktére ma przechodzi¢ funkcja +COS,
badz ma ona by¢ styczna na krancach do osi X,
— Wwyznacza si¢ minimum réznicy miedzy danymi a krzywa wedtug okreslonego
kryterium statystycznego, np. $rednio-kwadratowego, minimum sumy modu-
16w, Kotmogorowa-Smirnowa, Czebyszewa, y2, lub innego kryterium.

W pracach [5-7] rozpatrzono tylko takie funkcje B + Acos(nx/X), ktore na kon-
cach zakresu +X sg styczne do osi X (tj. B = A) lub do prostej rownolegtej do tej osi
powyzej niej. Wstepna analiza i symulacje wykazaty, ze funkcje B + Acos(*) o za-
kresie mniejszym niz okres, bedg bardziej odbiegaty od krzywej Gaussa niz funkcje
styczne. Dla podniesionej cosinusoidy o okresie 2X, pole S pod krzywsg okresla za-
leznosé¢ S = B-2X. Jezeli wartoé¢ pola S =1, to X = %2 B i tylko dwa parametry A i B
(lub A'i X) sa wowczas niezalezne, tj.:

f(x) = B + Acos(2zxB) dla -1<2xB<1 2)

W publikacjach [6, 7] wyznaczono dystrybuante oraz odchylenie standardowe
rozktadu +COS, ktore wynosi
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1 4 11 2A
G, o5 = X /———AX = /-——_ 2a
+COS 3 1'(2 ZB 3 7'[2 B ( )

Rozwigzanie jest mozliwe dla stosunku A/B < (1/6) n® = 1,78.

W ogdlnym przypadku B >A ksztatt funkcji jest zblizony do dwustronnie ob-
cietego rozktadu normalnego i tez jest klopotliwy w stosowaniu. Dlatego preferuje
sie szczegblny przypadek rozktadu +COS dla A = B i o stycznosci do osi X w punk-
tach krancowych x = £X (rys. 1).

>

X))

V3

>
c2 o3

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

Rys. 1. Przebieg gestosci prawdopodobienstwa f(x/X) i dystrybuanty F(x/X) dla rozktadu
+COS 0 A = B i wartoéci $redniej zero

Fig. 1. Probability density distribution function f(x/X) and distribution F(x/X) of +COS for
A = B and data mean value equal zero

Rozktad COS? czyli cosinusoida podniesiona o amplitude

Rozpatrzmy blizej szczegdlng postaé rozktadu +COS z rys. 1 0 podniesieniu B row-
nym amplitudzie A. Jego funkcja f(x) jest styczna do osi x dla x = £X. Wowczas

f(x)= A(1+005n%j dla A=B 3)

Jesli przedziat catkowania rozciaga si¢ migdzy punktami stycznosci £X funkcji
Z 0sia X, to dla pola S =1 otrzymuje si¢ nastgpujace wartosci catek jej sktadnikow
z (3) A2X = 1i 2sin(x = £X) = 0. Tak wigc tylko jeden parametr A lub X jest wtedy
niezalezny. Stad

A=0,5/X lub X =1/(2A) 4
Po elementarnych przeksztatceniach zaleznos$ci (3) i (4) otrzymuje si¢
f(X) = A(1+cos2mxA) = 24cos® (mxA) (5)

Z zaleznosci (5) wynika, ze dla A = B funkcja (3) jest cos(-) o amplitudzie 2A
i mniejszym o potoweg argumencie.
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Zaproponowano, by ten szczegblny przypadek rozktadu +COS nazywaé roz-
ktadem COS? [5]. Jego parametry A i X sa powigzane zgodnie z (3) i wystarczy zna-
lez¢ tylko jeden z nich. Podobnie jak rozktad Gaussa jest to rozktad dwuparametro-
wy. Okresla go wartos$¢ $rednia i parametr charakteryzujacy rozrzut, np. X (potowa
rozstepu) lub amplituda A.

Rozktad skumulowany CPDF, czyli dystrybuant¢ rozkladu otrzymuje si¢
z calki f(x) jako pole pod krzywa w funkcji X. Dla rozktadu COS?, tj. gdy A =B,
X = 1/(2A), opisuje ja przedstawiona na rys. 1 prosta funkcja

F(x):%(%+1}+%sinﬁl (6)

—X<x<X

W tabeli 1 podano wartosci dystrybuanty F(X) 0 przebiegu jak nas rys 1, wy-
znaczone z (6) dla 21 wartosci argumentu X/X.

Tab. 1. Warto$ci dystrybuanty rozktadu COS?
Tab. 1. Values of COS? distribution

xX |-1]-09 |-08 |-07 |-06 |-05|-04|-03|-02|-01|0
F(x) | O |0,001 |0,006 |0,021 |0,049 |0,091 |0,149 |0,221 |0,307 |0,401 | 0,5
XX |1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0
F(x) | 1 (0,999 |0,994 |0,979 |0,951 |0,909 |0,851 |0,780 |[0,694 |0,599 | 0,5

Odchylenie standardowe dla rozktadow COS? (rys. 1 i 2) okre$la zalezno$é

o= \/T X2 f(x)dx = \/f x*Acos’ (mxA) dx @)

Po rozwigzaniu (7) lub z zaleznosci (2a) dla A = B otrzymuje si¢ prosty wzor

6w =X [E-2 = L 03615 @®)
3 n© 2A

Jezeli znana jest warto$¢ X lub A, to z (8) tatwo wyznaczy¢ powigzang z nimi
warto§¢ o, . i na odwroét. Jezeli o, =1,10 A=0,1808 i X = 2,766 lub tez, gdy da-
ny jest zakres X, np. X=2,5t0z (8) o, =0,9060.

Wspotczynniki kec rozktadu COS? dla niepewnosci rozszerzonej U 0 réznym
prawdopodobienstwie P poziomu ufnosci i liczbie obserwacji n > 10, podano w ta-
beli 2. Dla n < 10 nalezy stosowa¢ nieco wyzsze wartosci tych wspotczynnikow,
zblizone do warto$ci jak przy rozktadzie Studenta-Gosseta.

+C0s

+C0s

Tab. 2. Wspotczynniki kec rozkladu COS? dla oceny niepewnosci rozszerzonej
Tab. 2. Coefficients kec of COS? distribution for estimation of expanded uncertainty

P®%) | 50 | 683 | 90 95 99 | 99,7 | 100
kec(x/X) | 0,265 | 0,385 | 0596 | 0,683 | 0,816 | 0,878 | 1
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Poréwnanie rozktadu COS?z rozktadem normalnym

Rozktad +COS i jego szczegdlna postaé COS? jest rozktadem symetrycznym nie-
gaussowskim o ograniczonym zakresie rozrzutu wynikow pomiarowych, czyli rozste-
pie. Kilka przypadkéw rozkladu COS? podano na rys. 2 wraz ze znormalizowanym
rozktadem normalnym N(O, 1) — krzywa 1, czyli 0 odchyleniu standardowym ¢ = 1.

3.5 25 -15 -0.5 0.5 1.5 2.5 3.5

Rys. 2. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa (PDF): 1 — znormalizowany rozktad Gaussa,
N(0, 1) oraz trzy rozktady COS? o réwnaniu f(X) = Acos?zAX, tj.: 2 — krzywa przecho-
dzaca przez wierzcholek funkcji Gaussa, krzywa 3 — o0 standardowym odchyleniu
o+cos=1, krzywa 4 — propozycja Greena [10] fer(X) 0 A = 1/21

Fig. 2. Probability density functions: PDF: 1 — N(0, 1) Normal distribution (Gauss) and three
distributions COS? given by equation f(x) =Acos?tAx, i.e.. 2 — the curve crossing
across top of Gauss function, 3 —curve of which standard deviation equals 1, g+cos = 1
and 4 — the Green suggested curve fer(x) [10] of which A= 1/2n

Dla krzywej nr 2 stycznej do wierzchotka rozktadu normalnego N(O, 1)

A:EL:O,19947 i X=+27=225

22z

Wartosci A mozna wyznaczy¢ tez dla zalozonych zakresow 2 Xopt, rtownych lub
mniejszych od okresu 2X funkcji (4) przy dopasowaniu funkcji cos? do histogramu
danych eksperymentalnych w r6ézny sposob. Mozna zastosowaé np. Kryterium mi-
nimum sumy kwadratow réznic lub modutow réznic (metody MNK i MNM), przy-
bliza¢ do krzywej otrzymanej po uporzadkowaniu obserwacji wg ich wartosci, badz
tez do ich PDF lub CPDF. Z symulacji wynikto, ze wszystkie tak otrzymane funkcje
optymalne rozktadu COS? przecinaja o$ Y na wysoko$ci mniejszej niz wierzchotek
rozktadu Gaussa dobranego dla tych samych danych [5-9].

Aby poréwnaé przebieg rozkladu COS? z funkcjg Gaussa dokonano ich wza-
jemnej aproksymacji opisanej szczegétowo w publikacjach [5-9]. Znaleziono para-
metry kilku wariantow rozktadu +COS minimalizujac réznic¢ migdzy obu krzywy-
mi w zadanym arbitralnie przedziale spetniajacym warunek Xqpt < X1 na osi x (lub
odpowiadajacym mu przedziale na osi Y), np. dla odchylen standardowych funkcji
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Gaussa +2c, £2,50. Dla znormalizowanego rozktadu Gaussa o ¢ = 1 byty to prze-
dziaty £2, +2,5. Wykorzystano metod¢ dwuparametrowg MKM, znajdujac wartosci
A i B dla minimum kwadratu réznicy migdzy krzywymi, lub tez jeden z tych para-
metrow, np. A wybrano tak, by krzywa przechodzita przez zadany punkt, np. wierz-
chotek rozktadu Gaussa, lub by byly jednakowe odchylenia standardowe o obu
funkcji. Niedokladno$é przyblizenia okreslono na podstawie réznic miedzy PDF
lub dystrybuantami CPDF obu rozkladow przez odchylenie $rednie standardowe
oraz maksimum i minimum (%) lokalnych odchylef. Réznice Appr i Aceor trzech
funkcji COS? (rys. 2) i znormalizowanego rozktadu Gaussa N(0, 1) pokazano na rys. 3.

b, —2 —3 —

Rys. 3. a. Réznice Apor rozktadow COS? nr 2, 3, 4 (rys. 2) i standardowego normalnego N (0, 1);
b. réznice Acpor skumulowanych rozkladéw COS? nr 2, 3, 4 i std. normalnego N (0, 1)
Fig. 3. a. Differences Arpr of distributions COS? no 2, 3, 4 of Fig 2 vs. Normal N (0, 1);
b. Differences of Acpor cumulative distributions COS? no 2, 3, 4 vs. N (0, 1)

Roznice Appr rozktadu COS? w postaci krzywej 2, jak rowniez Acppr jej dys-
trybuanty nie przekraczajg +2,1%. Natomiast Appr krzywej 3 rozktadu COS? o0 tym
samym odchyleniu standardowym ¢ = 1, zmienia si¢ w nieco wigkszym zakresie
(-3,7%, +2,8%), ale nawet te niedoktadno$¢ mozna zaakceptowaé w wigkszo$ci
przypadkéw przy szacowaniu niepewnosci typu A.
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Na rysunku 3 podano tez dla poréwnania parametry charakteryzujace funkcje
fer(X) zaproponowanga przez Greena [8]. Krzywa ta ma A = 1/(2n) i odchylenie stan-
dardowe O+COS ~ 1,14. Roéznice Appr 1 Acppr — krzywe 4 na rys. 3 mie;dzy fGR(X)
i znormalizowang funkcja Gaussa sg znacznie wieksze niz dla funkcji COS? nr 3
przechodzacej przez wierzchotek rozktadu normalnego i dochodza do +4,5% oraz
do —8,1%. Sa to warto$ci nie do zaakceptowania dla wigkszo$ci pomiardw w pra-
cach naukowych i badaniach technicznych.

Najlepsza zgodno$¢ =~ +£0,01 z rozkladem Gaussa uzyskuje si¢ dla rozkladu
+COS o podniesieniu B > A i o optymalnie dobranych parametrach A i B [5-7].
Réznice sg dwukrotnie mniejsze niz dla najlepszego COS?. Przebieg takiego rozkta-
du jest podobny do obcietej krzywej Gaussa i tez nie jest wygodny w uzyciu.

Rozktad normalny o odchyleniu standardowym gi, moze by¢ aproksymowany
przez odpowiedni rozktad COS? 0 A = Bi i X;j = 1/(2Ai) w takich przypadkach, jak
w kolumnach 2—6 tabeli 3. Ze wzoru (8) wynika:

Aoc,=A i X,o=Xo, 9)

Trzy rozktady PDF funkcji COS? aproksymujacych funkcje Gaussa o odchyle-
niach standardowych ¢; = (0,5; 1; 2) podano na rys. 4.

0,8 f\
I\ _ .
0,71 ! | | | | / |1 | aproksymujcy COS’
3 1
/ \ Gauss 6=0,5 (linia kropkowana)
\

0,61

S
_ f \
0,5 | : : | : —f—
;

041

aproksymujacy COS
Gauss |o=1 (linia pr7ér_\'\\'unzi|
aproksymujacy COS

[
0.2 Gauss 6=2
(linia przerywana)

0,1}

gestos¢ prawdopodobienstwa, PDF

Rys. 4. Rozklady Normalne o zerowej wartosci $redniej, o = (1/2, 1, 2) i odpowiadajace im
rozktady COS? wyznaczone metodg najmniejszych kwadratow

Fig. 4. Normal distribution functions of mean value equal zero and ¢ = (1/2, 1, 2) and rele-
vant the best fitting COS? distributions obtained by MSM method

Do wyznaczenia rozszerzonej niepewnos$ci pomiaréw Konieczne jest wykona-
nie splotu rozktadow opisujacych poszczegodlne sktadowe niepewnosci wypadkowe;.
Tylko splot samych funkcji Gaussa pozostaje funkcjg Gaussa. Jego niepewno$¢ roz-
szerzong mozna wyznaczy¢ na podstawie wypadkowego odchylenia standardowego.
Odchylenie standardowe o= splotu dwu nieskorelowanych rozktadéw wynosi
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c. =, fczl +35 (10)

gdzie: o=, o1, o2 — odchylenia standardowe obydwu sktadnikow

Dla splotu dwu rozktadéw COS? otrzymuje si¢

[ 2 2 , 2 2
Oa(cosy* = y/Ocos?1 T Ocoszz = 0.3615 Xcoszl + Xcoszz (11)

Jako przyktad, na rys. 5 przedstawiono splot dwu jednakowych rozktadow
COS? o funkgji f(x) = A(1+cos 2nxA) i parametrach: -X <x<+X,A=B=0,2, X =25,
=0,904, 6=0,997, kurtosis® E = 2,4 (jak dla PDF rozktadu trojkatnego).

Gcosz

gestos¢ prawdopodobienstwa, PDF

(COSH*COS")

0
%
%
%
‘\
‘\
Y T .
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\\
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;
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/
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X

-------
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Rys. 5.Rozklady prawdopodobiefistwa funkcji: COS? i splotu dwu jednakowych funkgcji
COS? oraz najbardziej zblizonych do nich rozktadéw Gaussa (linie przerywane)

Fig. 5. PDF-s of: COS? and convolution of two the same COS?; and curves of their best fit-
ting Gauss distributions (dotted line)

Taki splot ma zakres 4X = 10, SD: o =1,28 , kurtoze E = 2,71 i odchyle-

nie standardowe opegeass =133. Splot dwu funkcji COS? bardziej zbliza si¢ do
rozkladu normalnego niz pojedyncza funkcja COS?, jako przejaw dzialania central-
nego twierdzenia granicznego.

Z rysunku 6 wynika, ze odchylenie standardowe roznicy tego splotu i odpo-
wiadajacego mu rozktadu normalnego jest dwukrotnie mniejsze niz dla pojedyncze-

2(C0S2)*

go COS, tj. otrzymuje si¢ odpowiednio Aror = (0,11; 0,22)% .

! Kurtosis E (eksces) jest stosunkiem momentu centralnego 4. rzedu i standardowego odchy-
lenia rozktadu i ocenia smukto§¢ wzgledem rozktadu normalnego o E = 3.
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Rys. 6. Roznice Appr rozkladéw Gaussa i COS? — 1 oraz ich splotéw — 2
Fig. 6. Appr differences of Gauss and COS?— 1, and their convolutions — 2

Przyktad 1.
Oszacowanie niepewnosci probki wedtug rozktadéw normalnego i COS?

Z wygenerowanej cyfrowo populacji pobrano losowo probke o n = 200 nieskorelo-
wanych warto$ciach X; symulujacych niezalezne od siebie statystycznie obserwacje
pomiarowe. Przy zastosowaniu dwu rozktadow — normalnego i COS?, wyznaczono
wynik pomiaru w postaci estymatora warto$¢ menzurandu i jej niepewno$ci rozsze-
rzonej U(ke) o okreslonym prawdopodobienstwie objecia P dla przypadku, gdy nie-
pewnos$¢ Ug jest pomijalna.

Splot rozktadu COS? z rdznymi innymi PDF daje wyniki bardzo zblizone do
splotu tych samych rozktadow z funkcjg Gaussa. Najlepszym estymatorem dla obu
modeli rozktadow jest warto$¢ $rednia X probki. Jej niepewno$ci — standardowa
i rozszerzone, bedg nieco rdznity sie dla obu rozktadow. Przy pomijalnej niepewno-
$ci Us wyznacza si¢ je statystycznie i tylko na podstawie danych eksperymentalnych.
Dla rozktadu Gaussa stosuje si¢ zalecenia Przewodnika GUM o szacowaniu nie-
pewnosci Ua, za$ dla rozktadu COS? — opisane powyzej zaleznosci (4), (7)—(9) i wy-
korzystuje si¢ wartoéci funkcji z tabel 1 i 2. Oba te modele mozna zastosowaé¢ do
wyznaczania niepewnos$ci pomiaru, gdyz na poziomie istotnosci « = 0,05 spetniajg
zaréwno test Kotmogorowa, jak i y2.

Na rysunku 7 przedstawiono: 1 — histogram o j = 17 przedziatach o wysoko-
Sciach h; jako stosunkach liczb zawartych w nich odchylen od wartoéci $redniej
probki do liczby n wszystkich danych nj; 2 — funkcje Gaussa o odchyleniu standar-
dowym probki S(xi) = 0,978; 3 — funkcje COS? o pot-zakresie Xo = 2,31 jako odle-
glosci miedzy warto$cia $rednia x = 0 i najdalszym od niej wynikiem Xivax; 4 — funk-
cje COS?0 Xz = 2,71 wyznaczonym wg (9) z odchylenia standardowego probki S(x).
Odlegtos¢ migdzy krancowymi odchyleniami Xi max — Xi min probki wynosi 4,22.

Dla wartosci $redniej X probki w tabeli 3 podano jej niepewnosci rozszerzone
U (przy us << ua) o kilku poziomach objecia kp (dla prawdopodobienstwa P) wy-
znaczone dla rozktadéw Gaussa i COS2. Stopien przyblizenia kazdego z rozktadow
do danych probki oceniono popularnym testem zgodno$ci y.
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Rys. 7. Rozklady dla analizowanych symulowanych danych pomiarowych: 1 — histogram
0 17 przedziatach wysokosci hi, 2 — jej PDF Gaussa i dwa PDF-y rozktadu COSZ

3 — o pot-zakresie Xo do najdalszej obserwacji xn, 4 — 0 zakresie 2Xz dla SD probki

Fig. 7. Distributions of analyzed simulated data: 1 — histogram of 17 bins of hi, 2 — their
Gauss PDF and two PDFs of distribution COS?: 3 — of half range Xo to the most dis-
tant observation xn, 4 — of half range 2Xz for SD of sample

Dla probki o n = 200 pomiarach i histogramu o 17 przedziatach otrzymuje sig:

17 (h. — p_)z
2 _200 ( i i
o

J

(12)

gdzie wysokosci h;j przedziatlow histogramu sa utamkami ny/n zawartych w tych
przedziatach danych eksperymentalnych i danych probki.

Tab. 3. Niepewnosci rozszerzone U 0 poziomach objecia ke dla wartosci $redniej probki
Tab. 3. Expanded uncertainties U of confidence levels ke for mean value of the sample

COS?(0, Xi) N(0,s)
Poziom ufnosci
p Wspdtczynnik X1=231| X2=2,71 S(xi) = 0,978
rozszerzenia kec Niepewno$¢ rozszerzona U
0,500 0,265 0,043 0,051 0,047
0,683 0,385 0,063 0,074 0,069 (up)
0,900 0,596 0,097 0,114 0,114
0,950 0,683 0,112 0,131 0,136
0,990 0,816 0,133 0,156 0,178
0,997 0,878 0,143 0,168 0,205
1 1 0,163 0,192 0
Kryterium y2 Hinoes =237 19,5 6,05 7,98
u V)= >(fx)—h, ) 1dn—1 0,071 0,012 0,016

Przy potowie rozstgpu Xo = 2,11, tj. odleglosci migdzy wartoscia $rednig i dal-
szym z krancow histogramu, test ¥? dla COS? byl negatywny. Aby go spehi¢ rozsze-
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rzono X; do 2,31. Jeszcze lepszy wynik tego testu dla COS? niz dla Gaussa uzyskano
dla wigkszego X, = 2,71. Odpowiada on odchyleniu standardowemu prébki S(x;) =
0,978.

Dla powyzszych trzech rozkladow wyznaczono tez réznice wysokosci hyj stup-
kow histogramu i prawdopodobienstw dla srodkowych ich punktow X; oraz odchyle-
nia standardowe tych réznic. Podano je jako ua(U) w ostatnim wierszu tabeli 3.

Wynikiem pomiaru jest warto$¢ $rednia probki wraz z oceng jej doktadnosci
przez niepewnos¢ rozszerzong U o wymaganym prawdopodobienstwie P, tj.:

x=x+U
gdzie: U — niepewno$¢ rozszerzona o prawdopodobienstwie objecia P.

Przy zatozeniu, ze wptyw niepewno$ci typu B w tych rozwazaniach jest pomi-
jalny, otrzymano nastepujace wyniki:

dla modelu Gaussa dla P =0,997 :

x:iik%mzho,zos
n
dla modelu COS? dla P =0,997 :
— X1 — — )(2 —
X=Xtk —==x%0,143 lub X=Xtk —==x+£0,192

Dla rozktadu danych eksperymentalnych rozpatrywanej probki oba warianty
rozkladu COS? sg lepszymi modelami niz rozktad Gaussa. Np. niepewno$¢ rozsze-
rzona o poziomie prawdopodobiefistwa 0,997 dla modelu Gaussa jest 0 43,4% wiek-
sza niz dla COS? 0 polowie rozstepu X; = 2,31, lub 0 22% — przy X, = 2,71. Ponadto
dla modeli COS? mozna podaé¢ szerokoéé przedziatu, wewnatrz ktérego wartos¢
srednia X znajduje si¢ z prawdopodobienstwem 1! Jest on rowny zakresowi 2X; te-
go rozktadu. Dla tego przyktadu wynosi on +(2,36 lub 2,78) ua wg modelu Gaussa.

Test o2 jest wlasciwy do stosowania dla rozkltadéw o ograniczonym zakresie
PDF i stopniowo narastajacych brzegach, tj. takich jak trapez i COS2. Gestosci
prawdopodobienstwa p; punktow bliskich ich krancom sa mate, a ich sktadniki w te-
$cie y? wg (12), wskutek duzych wspolczynnikow wagi 1/pi, zbyt dominujgce. Le-
piej jest stosowac inne kryteria do oceny rozbieznosci modelu rozktadu i danych
eksperymentalnych, np. test Kotmogorowa-Smirnowa, Lilljeforsa i Shapiro-Wilka.

Przyktad 2.
Ocena doktadnosci synchronizacji czestotliwosci w telekomunikacji

Przyktad ten pokazuje przypadek juz spotkany w praktyce metrologicznej, gdy roz-
ktad COS? lepiej odwzorowywal rzeczywiste obserwacje pomiarowe niz rozklad
Normalny. Sg to wyniki badan stabilnos$ci czestotliwos$ci generatora wzorcowego
duzej czestotliwosei stosowanego w telekomunikacji, uzyskane z Ukrainy [7].
Skuteczna transmisja sygnatow cyfrowych w sieci telekomunikacyjnej wyma-
ga bardzo doktadnych zegarow. Przyktad ten dotyczy pomiaréw kalibracji wzorca
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czasu w urzadzeniu telekomunikacyjnym zapewniajacym ich synchronizacj¢. Bada-
niom stabilnoéci podlegaty zegary kwarcowe. Poziom odniesienia zapewniat pier-
wotny wzorzec czasu z oscylatorem cezowym o doktadnosci 5-107%2, Pomiary wy-
konywano w odstepach co dwie godziny. Odchytki od warto$ci $redniej 2,048 MHz
przedstawiono na rys. 8. Z 281 obserwacji wykluczono dwie jako outliery, gdyz
mialy warto$ci nadmiernie odstajace. Pozostate 279 poddano dalszemu przetwarza-
niu. W zebranych wynikach obserwacji nie wykryto zadnych wptywéw periodycz-
nych lub aperiodycznych i nie stwierdzono tez autokorelacji wynikow.
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Rys. 8. Bledy pozorne synchronizacji czestotliwosci generatorow w funkeji czasu
Fig. 8. Apparent errors of generators’ frequency vs. time
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Rys. 9.a. Histogram bledéw pozornych oraz odpowiadajacy im model Gaussa i COS? wyzna-
czone metoda najmniejszych kwadratow

Fig. 9. a. Histogram of apparent errors and relevant Gaussian and COS? PDF models calcu-
lated based on minimal square error method
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Rys. 9.b. Skumulowany histogram btedéw pozornych i odpowiadajacy im model Gaussa oraz
COs?
Fig. 9. b. Cumulative histogram of apparent errors and its Gauss and COS? models

Na rys. 9a przedstawiono histogram oraz aproksymujace go dwa modele funk-
cji gestosci prawdopodobienstwa PDF — konwencjonalny (funkcja Gaussa) i COS?.
Na rys. 9b podano ich skumulowane funkcje gestosci prawdopodobienstwa. Oba te
modele mozna zastosowa¢ do wyznaczania niepewnos$ci pomiaru, gdyz na poziomie
istotnosci o = 0,05 spehniajg zar6wno test Kotmogorowa jak i 2.

W tabeli 4 zestawiono warto$ci niepewnosci Ucos? i Ugauss Obliczone na pod-
stawie modelu COS? i Gaussa, wraz z ich wspétczynnikami rozszerzenia dla pozio-
mow ufnosci p w pierwszej kolumnie. Procentowa réznice migdzy niepewno$ciami
modelu COS? w stosunku do modelu Gaussa, odniesiong do Ucos? podano w kolum-
nie 6. Stosujagc modut rozpigcia jako zakres cosinusoidy otrzymano wegzszy prze-
dziat niepewnosci. Roznica jest wyraznie wigksza dla wyzszych poziomow ufnosci.
Jej warto$¢ zostata obliczona z zaleznosci:

A= UGauss 7UCOSZ 100 [%]

cos?

Tab. 4. Poréwnanie niepewno$ci rozszerzonej czgstotliwosci generatora wzorcowego przy
stosowaniu modelu Gaussa i COS?
Tab. 4. Uncertainty comparison of standard generator frequency obtained for Gaussian and

COS? models
p kpcos2 Ucos? [Hz] kpGauss Ugauss [HZ] A [%]

0,5 0,265 2,08E-06 0,675 2,38E-06 15
0,683 0,385 3,02E-06 1 3,53E-06 17
0,9 0,596 4,67E-06 1,65 5,80E-06 24
0,95 0,683 5,35E-06 1,96 6,92E-06 29
0,99 0,816 6,40E-06 2,58 9,09E-06 41
0,997 0,878 6,88E-06 2,97 1,05E-05 52
1 1 7,84E-06
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Poréwnanie estymatorow rozktadu COS?

Wyznaczono odchylenia standardowe SD kilku estymatorow jednoelementowych
rozktadu COS? oraz efektywnego estymatora dwuelementowego (0 najmniejszym
SD) opisanego rownaniem:

& =0,85-X+0,15-q,.

Obliczenia symulacyjne wykonano metodg Monte Carlo dla nastepujacych pa-
rametréw: amplituda rozktadu A = 0,2, liczebno$¢ probki n = 500 i liczba ekspery-
mentéw MC 5000. Rezultaty obliczen zestawiono w tabeli 5. Najlepszy jest estyma-
tor dwuelementowy, ale SD jego i $redniej arytmetycznej r6znig si¢ nieznacznie.

Tab. 5. Poréwnanie estymatoréw rozktadu COS?
Tab. 5. Standard deviations SD of few estimators of distribution COS?2

Estymator Odchylenie standardowe SD
Srednia arytmetyczna 0,101
Srodek rozstepu 0,200
Mediana 0,142
& 0,096

Whnioski i podsumowanie

Ograniczony zakres rozrzutu warto$ci danych otrzymywanych w badaniach ekspe-
rymentalnych i statystyce stosowanej uzasadnia opisywanie ich modelami odpo-
wiednio dobranych rozktadow niegaussowskich. Mozna wowczas doktadniej osza-
cowa¢ sktadowsg statystyczng niepewnosci wyniku warto$ci mierzonej niz metoda
statystyczng typu A wg Przewodnika GUM [1]. W pracy podano wyniki badan za-
stosowania niekonwencjonalnego modelu rozktadu gestosci prawdopodobienstwa
(PDF) w postaci jednego okresu podniesionej cosinusoidy, oznaczonej jako rozktad
+COS. Oto wnioski:

— Najprostsza postac¢ rozktadu +COS uzyska sie¢ w przypadku szczegdlnym, gdy
podniesienie cosinusoidy rowna sie jej amplitudzie, czyli dla funkcji cos?(-).
Granicznymi warto$ciami rozstepu rozktadu sg wowczas punkty stycznosci jej
sasiednich minimow z osig X. Ta posta¢ rozktadu, oznaczona symbolem COS?,
pozwala unikna¢ niedogodnosci opisu danych rzeczywistych przez wyktadni-
czg funkcje Gaussa przebiegajaca w nieskonczonym przedziale warto$ci +oo.

— Z badan symulacyjnych wynika, ze dla rozktadu COS? mozna tak zoptymali-
zowac jego zakres 2X (czyli rozstep rozktadu) i zwigzana z nim jednoznacznie
amplitud¢ A cosinusoidy, ze réznica w stosunku do rozktadu normalnego
W przedziale +2,5¢ nie przekroczy +2,1%. Dla mniejszych przedziatow do-
ktadnos¢ przyblizania obu rozktadow jest nawet nieco wieksza [5—7].

— Dla cosinusoidy podniesionej o nieco wigcej niz jej amplituda, tj. o B > A,
przyblizenie jest jeszcze dwukrotnie doktadniejsze, ale taka funkcja, podobnie
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jak obciety na krancach rozktad normalny, ma pionowe odcinki ograniczajace
i jej opis analityczny jest zbyt skomplikowany.

Sploty rozktadéw COS? i normalnego z innymi rozkladami sg podobne, a za-
leznosci — dos¢ proste.

Model COS? tatwo wykorzystaé w obliczeniach niepewnosci. Dwa parametry:
warto$¢ $rednig i rozstep, dobiera si¢ odpowiednio do danych eksperymental-
nych. Niewymagane jest tworzenie histogramu oraz wyznaczanie odchylenia
standardowego ze wszystkich pomiardw wzorem o postaci pierwiastka, jak dla
rozktadu Gaussa. Mozna tez nie stosowa¢ komputera i rozbudowanych tablic.
Proces szacowania niepewnosci rozszerzonej przebiega nastgpujaco: nalezy
okresli¢ wstepnie zakres 2X; funkcji COS?, nieco szerszy niz wg krancowych
warto$ci rozrzutu pomiarow i sprawdzi¢ czy przy tej wartosci X spelnione jest
wybrane kryterium dla réznic rozktadu COS? i danych eksperymentalnych. Je-
§li tak, to mnozac warto$¢ X; przez odpowiedni wspotczynnik z tabel 2 lub 4
uzyskuje si¢ warto$¢ niepewno$ci rozszerzonej o zadanym prawdopodobien-
stwie, w tym tez roéwnym 1 dla 2X;, gdyz przedziaty o okreslonym prawdopo-
dobienstwie s3 powigzane stalymi wspdtczynnikami z okresem funkcji cos?(:).
Przydatnoéé rozktadu COS? w praktyce zilustrowano Przyktadem 1 wyznacze-
nia niepewnosci dla symulowanej probki danych zaczerpnietych z populacji lo-
sowej. Uzyskano doktadniejsze oszacowanie niepewnosci typu A niz wedlug
zalecen przewodnika GUM opartych na funkcji Gaussa.

W Przyktadzie 2 zaczerpnigtym z praktyki metrologicznej otrzymano, ze roz-
ktad COS? lepiej odwzorowuje rzeczywiste obserwacje pomiarowe niz rozklad
normalny. Byly to wyniki badan stabilnos$ci czestotliwosci generatora wzorco-
wego o wysokiej czestotliwosci, stosowanego w telekomunikacji.

Przyjety w przykladzie 2 model COS? spemiat zardéwno test Kotmogorowa-
Smirnowa jak i y? lepiej niz rozktad normalny. Mozna wigc bylo stosowaé go
do szacowania niepewnosci wyniku pomiaréw. Otrzymano dla P = 0,95 o kil-
kanascie % mniejsza niepewno$¢ rozszerzong niz typu A wg GUM oparta na
funkcji Gaussa. Uzyskany wezszy przedzial niepewnos$ci, tym bardziej rézni
si¢ od przedzialu wg modelu Gaussa, im wyzszy jest poziom ufnosci. Istnieje
tez przedziat o prawdopodobienstwie 1.

Rozktad COS? jest tatwiejszy do wyznaczania niz normalny. Mozna go zasto-
sowa¢ w programowalnych inteligentnych przyrzadach i przetwornikach do
pomiaru chwilowych wartosci. Umozliwia rozszerzenie ich funkcji o automa-
tyzacje wyznaczania na biezgco wartosci $redniej lub innego estymatora men-
zurandu, jego trendu, i parametréw rozrzutu wynikdw wraz z ciggla oceng nie-
pewnosci oraz odpowiednig formg prezentacji [3].
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Rozdziat 5

Statystyki skosnosci i kurtozy matych prébek pomiarowych
z populacji o rozktadzie normalnym i dwu innych

Streszczenie. Przedstawiono podstawowe wiasciwosci statystyczne rozktadéw sko$nosci
i kurtozy dla zbioru probek o okre§lonych matych liczbach elementéw. Rozktady te wyzna-
czono metoda Monte Carlo. Probki wielokrotnie pobierano losowo z populacji o rozkladzie
normalnym. Znajomo$¢ statystyk skos$nosci i kurtozy umozliwia bardziej wiarygodne osza-
cowanie odchylenia standardowego i niepewnos$ci estymatora wartosci menzurandu z probek
pomiarowych o matej liczbie obserwacji, gdy znany jest rozstep populacji rozrzutu ich warto-
$ci. Poréwnano $redni modut i odchylenie standardowe sko$nosci probek z populacji o roz-
ktadzie normalnym, rownomiernym i tréjkatnym.

Dane eksperymentalne, w tym wartos$ci obserwacji pomiarowych, sa zwykle niesy-
metrycznie rozproszone losowo i réznie skoncentrowane. Dla przyrzadu lub systemu
pomiarowego z czujnikami réznych wielkosci jest to zbiér odezytow lub wartosci
sygnalu wyjsciowego otrzymywanych przez probkowanie. Nierownomierno$¢ roz-
rzutu dotyczy nie tylko probek z populacji o niesymetrycznych rozktadach prawdo-
podobiefistwa, ale tez i niezbyt duzych probek z populacji o rozktadzie normalnym
i o innych rozktadach symetrycznych. Asymetria takich probek wzrasta przy zmniej-
szaniu sie liczby ich elementow. Jednak w wielu przypadkach wystepujacych
w praktyce dysponuje si¢ tylko matg liczba obserwacji pomiarowych i z rdéznych
przyczyn nie ma mozliwosci jej zwigkszenia. Ograniczenie to spowodowane jest:

— Dbrakiem wigkszej liczby obiektow badanych, (np. przy walidacji metody sto-
sowanej tylko w kilku akredytowanych laboratoriach),

— duzym kosztem badan lub ograniczonym czasem ich wykonania — brakiem
mozliwosci ponownego przeprowadzenia pomiardéw, np. w badaniach odle-
glych terenowo i w medycynie, w badaniach procesow jednorazowych i bada-
niach niszczacych obiekt lub zmieniajacych niecodwracalnie jego wlasciwoscei.

We wszystkich powyzszych przypadkach mozna jedynie wykorzystaé otrzy-
mang malg probke danych i dotozy¢ staran, by przy ich przetwarzaniu jak najlepiej
oszacowa¢ wynik pomiaréw. Dotychczas przy wyznaczaniu tego wyniku, zgodnie
z rekomendacja Przewodnika GUM [2], traktuje si¢ probke danych tak, jakby po-
chodzita z populacji o rozktadzie normalnym. Estymatorem warto$ci menzurandu
jest jej warto$¢ $rednia, a niepewno$¢ typu A, powstajaca wskutek rozrzutu danych,
opiera si¢ na wariancji probki. Nalezatoby zbadac: na ile istotna moze by¢ tez zna-
jomo$¢ innych parametrow statystycznych matych i bardzo matych probek, w tym
jej skosnosci i kurtozy w przypadkach, gdy rodzaj rozktadu populacji danych nie jest
znany. Dalej przedstawiono pierwszy etap tych badan, w ktérym metodg symulacji
Monte Carlo (MC) wyznaczono statystyki skosnosci i kurtozy matych i bardzo ma-
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tych probek pobranych losowo z populacji o rozktadzie normalnym i dla poréwnania
z dwu innych rozktadéw — rownomiernego i trojkatnego [9, 10].

Wspobtczynniki skosnosci populacji i prébki

Na rysunku 1 podano przyktad rozktadu gestosci prawdopodobienstwa PDF (ang.
probability density function) o asymetrii prawostronnej (wydluzone prawe ramig).
Zaznaczono polozenie podstawowych parametrow statystycznych tego rozktadu:
mody, mediany i $redniej. Asymetri¢ rozktadu opisujg si¢ roznymi wspotczynnikami
skos$nos$ci. Proste miary sko$nosci (ang. skewness) sa nastepujace [1]:

A b9 (19) A=3£ (1b) %:%&‘Zm (10)

lon

gdzie: u — $rednia arytmetyczna, m — mediana, d — dominanta (moda), ¢ — odchyle-
nie standardowe, Q1, Qs — pierwszy i trzeci kwartyl, Q — odchylenie ¢wiartkowe.

A

funkcja gestosci

0.2 prawdopodobienstwa

0,1

mediana

moda Srednia
l l wartosci
+ '
1 2 3 4 5 6 ¥

Rys. 1. Parametry rozktadu o dystrybuancie (PDF) asymetrycznej prawostronnie
Fig. 1. Parameters of the right-asymmetric distribution function (PDF)

Miary (1a—1c) nadaja si¢ jedynie do poréwnywania asymetrii jednego rodzaju
rozktadow. Jednolity opis asymetrii réznych rozktadéw umozliwia podany przez Pear-
sona wspotczynnik skosnosci y1 [1, 3]. Dla populacji X jest on stosunkiem momentu
centralnego us i odchylenia standardowego w trzeciej potedze o — wzoér (2) (tab. 1).
Wspotczynnik y; jest zerem dla rozktadéw symetrycznych, jest dodatni dla rozkta-
dow o asymetrii prawostronnej i ujemny dla rozktadow o asymetrii lewostronne;.

Tab. 1. Wspotczynniki skosnosci wg Pearsona dla rozktadu i probki
Tab. 1. Pearson skewness coefficients of distribution and sample

- _ x_p3] _ Mz B[(X —p)f

Dla populacji m=E [(_JE) ] T3 (E [(X — p)2))3/2 @
Dla probki g = ma Ly (i —7)° ‘

pro mg/Q (ﬁ 22;1(% _ 5)2)3/2 : (3)
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Dla probki o n elementach x; z populacji generalnej X wspotczynnik sko$nosci
Pearsona g okresla si¢ przez jej momenty centralne X , mz = s? i m3 —wzor (3) (tab. 1).
Sa one estymatorami momentow centralnych g, uo, w3 populacji generalnej.
Skosnosé prébek z populacji o rozktadzie normalnym

Wspotczynnik skosnosci probki g wg wzoru (3) jest obciazony [1]. Wprowadzono
wigc zmodyfikowana jego postac:

g- 0D, @

W statystycznych programach obliczeniowych stosowany jest tez wspotczyn-
nik skosnosci probki o innej postaci [3], tj.:
n
Ny (% - x)°
S = (5)
(n-D(n-2)s®

oraz standaryzowany wspotczynnik sko$nosci [3]

SSKE = g\/g . (6)

Dla n > 150 oraz populacji symetrycznych ma on rozktad normalny.

Roéznice warto$ci miedzy roznymi postaciami wspdtczynnika skosnos$ci nie sa
duze i wystepuja dla bardzo matych probek.
Wariancja wspétczynnika skosnosci

Wariancja wspoétczynnika sko$no$ci ¢ dla probki o n elementach z populacji o roz-
ktadzie normalnym wynosi [1]:

~ 6n(n-1)
D(9) —m (7

Znana jest nieco inna zalezno$¢ podana przez Smirnova [4]

D(g):(6(n—2):§{l 12 +o(i3ﬂ (8)

n+1n+3) n|  2n+7 \n

gdzie: O(-) — czton resztkowy 1/nd.

Zalezno$¢ (8) dotyczy probek o $redniej liczebnosci, poczawszy od n > 25
elementow. Przy duzej liczbie n czton resztkowy O(+) staje si¢ pomijalny i dla pro-
bek o n>150 wariancja D(g) — 6/n.
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Kurtoza matych prébek

Kurtoza jest miarg splaszczenia (smuktosci) rozktadu. Kurtoza K probki informuje
0 stopniu koncentracji jej danych. Oblicza si¢ ja na podstawie stosunku wartosci
momentoW My i Mz = s2 probki, tj.:

m
Kurtoza=—%=1%
m:  (n-1)s*

Do poréwnywania innych rozktadéw z rozktadem normalnym (Gaussa) o kur-
tozie 3, stosuje si¢ wspotczynnik ekscesu kurtozy K = Kurtoza — 3. Dla probek,
gdzie n >4 w [3] podano wzoér dla K

)30

i=1

(n-1)n-2)n-3)s* (n-2)n-3)s*

oraz zdefiniowano standaryzowany wspotczynnik kurtozy:

1

SK(n) = K[Z“jz
n

Modelowanie skosnosci i kurtozy matych probek metoda
Monte Carlo

W literaturze nie znaleziono szczegodtowych informacji o rozkladach skos$nosci g
oraz ekscesu kurtozy K dla matych probek o liczbie elementow: 3 < n < 25. Rozkta-
dy te wyznaczono wi¢c metoda symulacji Monte Carlo i przeanalizowano ich wita-
sciwosci statystyczne dla réznych liczb elementow n probki [9-11].

Dalej zostanie doktadnie omowiony eksperyment symulacyjny przeprowadzony
dla wspotczynnika sko§nosci Pearsona. Z numerycznego modelu badanej populacji X
pobierano wielokrotnie losowo probki o okreslonej liczbie elementéw n i dla kazdej
z tych probek obliczono wspoétezynnik skosnosci g wg wzoru wynikajacego z (3)

> (4, - %)
g="3=—"1 ; ©
(x —x)

nzn—l

=1

gdzie: m3 — moment centralny trzeciego rzedu dla probki, s — jej nieobcigzone od-
chylenie standardowe.

W pierwsze] kolejnosci badania dotyczyly probek z populacji generalnej
0 rozktadzie normalnym. Wybrano losowo serie po N = 100 000 probek o liczbie
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elementéw n = (3, 4, 5, ..., 50). Dla kazdego n wyznaczono histogramy wspotczyn-
nika sko$nosci g ze wzoru (9). Niektore z histograméw przedstawiono na rys. 2.

“16 L4 -L2 -10 08 05 -04 -02 00 02 04 06 08 L0 12 14 16
ka

Liczba obserwacji n=3

0,010 mE
|- -

0,000 |
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a

Liczba obserwacji n=8
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0,000
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a

Liczba obserwacji n =10 Liczba obserwacji n = 50

Rys. 2. Przyktady rozktadow wspolczynnika skosnosci g dla probek o matej liczbie elemen-
tow n

Fig. 2. Examples of the skewness coefficient g distributions of samples with low number of
elements n

Wraz ze wzrostem liczby elementow n probki, ksztatt histogramu wspotczyn-
nika sko$nosci probki g stopniowo zbliza si¢ do funkcji Gaussa. Na histogramach
przedstawiono tez rozktady gesto$ci prawdopodobienstwa ich najlepszych rozkta-
dow Gaussa.

Ponadto dla zbioru probek o liczbach elementéw n > 3 obliczono odchylenia

standardowe wspotczynnika skosnosci s(g), srednig warto$¢ jego modutu |§ | , Wa-

riancje D|§| i standardowe odchylenie A|g| od tej warto$ci oraz wspotczynnik kurto-

zy K. Wyniki tych obliczen, otrzymane przy stosowaniu réznych wzoréw, podano w
postaci wykresow na kolejnych rysunkach.

Na rysunku 3 przedstawiono przebiegi obliczonych parametréw skosnosci
w funkcji liczby elementow n probki po wygtadzeniu metoda najmniejszych kwa-
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dratow oraz odchylenie standardowe s(g)z N D g ), tj. wg wzoru (8) Smirnowa. Zas
rys 4 podaje w powigkszeniu zalezno$¢ $redniego modutu skosnosci |§| i jego od-

chylenia standardowego ,/ D|§| dla poczatkowych liczb elementow n. Osiagaja one

maksimum okoto n = 6 i potem malejg ze wzrostem liczby n elementéw probki.
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Rys. 3. Parametry sko$nosci g w funkcji liczby elementéw n probek z populacji Gaussa
Fig. 3. Parameters of skewness g of n-element samples from Gauss population
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Rys. 4. Parametry sko$nosci g dla probek o bardzo matych n <25
Fig. 4. Parameters of skewness g of the very small samples (n < 25)
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Dla zbiorow probek pobranych 100 000 razy z populacji o rozktadzie normal-
nym, korzystajac z symulacji metoda Monte Carlo, wyznaczono tez rozktady kur-
tozy (rys. 5) oraz przebiegi ich podstawowych parametréw statystycznych w funk-
cji liczby elementéw n probki (rys. 6 i rys. 7).
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kurt.
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Rys. 5. Histogramy ekscesu kurtozy probek o kilku licznosciach n z populacji o rozktadzie

normalnym (dla serii N = 100 000)

Fig. 5. Histograms of kurtosis excess for samples of observations n is taken from population
of normal distribution (N = 100 000 trials)
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Rys. 6. Parametry statystyczne kurtozy K w funkcji liczby elementéw n probek
Fig. 6. Statistics of kurtosis K as function of number n of sample elements

Kurtoza i jej rozrzuty
6,00 I XEXEXXX

Le*? ¢ 4 4
+t
"0 [ omip=055: roArzitp=004 | | |
$ e
4,00 L N |
3,00 kurtozao 1 ! T ;i
L o ®
2,00 TLLLLL
anabsonnglsssd
1,00 'BXX R X EESi
rozrzu p =0,99
0
’ i " 15 20 25

n - liczba pomiaréw w probce o matej licznosci

Rys. 7. Parametry statystyczne histograméw kurtozy K dla bardzo matych probek N(O, 1)
Fig. 7. Statistical parameters of the kurtozis K histograms of very small samples of N(0, 1)

Poréwnanie skosnosci probek z rozkladu normalnego,
jednostajnego i tréjkatnego

Na rysunku 8, dla N = 10 probek z trzech populacji o rozktadach: normalnym, jed-
nostajnym i trojkatnym, podano zaleznosci sredniego modutu sko$nosci |§ | od licz-
by elementéw n probki, a na rys. 9 — ich odchylenia standardowe SD. Z wykresow
wynika, ze probki z populacji o rozktadzie normalnym maja wartosci |§ | posrednie
pomiedzy probkami z populacji o rozkladzie jednostajnym i trojkatnym. Liczba ob-
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’

serwacji Nmax, przy ktorej wystepuje maksimum sredniego modutu sko$nosci |§

jest najwicksza dla rozktadu trojkatnego.
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Rys. 8. Sredni modut skognosci |§ | probek o n elementach z 3 réznych populacji (N = 10°)
Fig. 8. Mean skewness module of n element samples of 3 different populations (N = 108)
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Rys. 9. Wariancja D(g) i odchylenie standardowe SD sko$nosci g probek o n elementach
z populacji o trzech réznych rozktadach (N =1 000 000 pobran)

Fig. 9. Variance and standard deviation STD of the skewness g of n element samples from
population of three different PDF (values from N = 1 000 000 trials)
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Whioski i podsumowanie

Dla zbioru matych prébek z populacji o rozkladzie normalnym warto$¢ srednia mo-
dulu wspoétczynnika skosno$ci odbiega znacznie od zera, a $rednia kurtoza — od war-
tosci 3 dla calej populacji. Modut skosno$ci osigga maksimum dla liczby n elemen-
tow probki okoto 6, a kurtoza — dla n okoto 20. Naste¢pnie, wraz ze wzrostem n oba
parametry bardzo powoli maleja, odpowiednio do warto$ci 0 i 3 tych parametréw
dla populacji. Ksztatty rozktadow obu parametrow dla matych n réwniez zdecydo-
wanie odbiegaja od krzywej Gaussa.

Dla probek z populacji o rozkladach niegaussowskich, np. réwnomiernego,
trapezowego 1 trojkatnego, wartos¢ srednia nie jest najlepszym estymatorem menzu-
randu [5-7], a przebiegi sko$nosci i kurtozy w funkcji n sg inne niz rozktadu nor-
malnego.

Skos$nos¢ i kurtoza probki nie sa dotychczas uwzgledniane przy wyznaczaniu
zarowno $redniej jako estymatora warto$ci menzurandu, jak i niepewnos$ci typu A
jako sktadnika w ocenie doktadno$ci pomiaru. Pewna probe, aby dla znanych syme-
trycznych rozktadéw niegaussowskich wykorzystywaé kurtoze podje¢li I. Zakharov i
E. Klimova [12]. Do tych samych celow autor z S. Zabolotnym zbadali wstepnie
mozliwos¢ wykorzystania szeregdw stochastycznych i kumulantow [13].

Planowane jest przeprowadzenie badan, ktorych celem jest stwierdzenie, czy
rozmnazajac dane matych probek z kilku réznych populacji metodg resamplingu i
uwzgledniajgc ich skosno$¢ i kurtoze mozna wyznaczy¢ lepsze wartosci estymato-
réw dla $redniej 1 jej niepewnosci rozszerzonej niz wg GUM, w tym stosujac metode
Monte Carlo wg Suplementu 1 [8].
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Rozdziat 6

Srodek rozstepu jako estymator menzurandu dla danych
z populacji o rozktadzie rownomiernym i ptasko-normalnym

Streszczenie. Dla probek o roznej licznoscei z populacji o rozktadzie réwnomiernym zbadano
metoda symulacji Monte Carlo wtasciwosci statystyczne srodka rozpigcia probki jako estyma-
tora warto$ci mierzonej i pordéwnano go z wartoscig $rednia. Ma on mniejsze odchylenie stan-
dardowe niz $rednia arytmetyczna zalecana w Przewodniku GUM. Obliczono dla takich pré-
bek rozklad podobny do rozkladu Studenta i niepewnos$¢ rozszerzong. Otrzymano, ze dla
populacji o rozkladzie ptasko-normalnym (splot rozktadu réwnomiernego i normalnego)
przewaga srodka rozpigcia szybko maleje przy wzroscie udziatu rozktadu normalnego.

Poprawny metrologicznie wynik pomiaru powinien zawiera¢ najbardziej prawdopo-
dobng warto$¢ menzurandu (np. mierzonej wielko$ci) wraz z ocena jej doktadnosci,
wyznaczong w okre§lony i powszechnie zaakceptowany jednolity sposob. Stuzby
miar stosuja postepowanie zalecane w miedzynarodowym Przewodniku Wyrazania
Niepewno$ci Pomiarow 0 angielskim akronimie GUM [1, 1a]. W opisie doktadno$ci
przyrzadow nadal uzywa si¢ dopuszczalnych btedow granicznych (patrz rozdziat 1).

Wraz z powszechng elektronizacja i komputerowym przetwarzaniem danych
W nauce, przemysle i innych dziedzinach wykonuje si¢ wiele pomiarow, z ktorych
cze$¢ nie spetnia zalozen GUM, np. gdy rozrzut warto$ci wielkosci mierzonej lub
sktadowe losowe sygnatu modeluje si¢ lepiej rozktadami niegaussowskimi. W da-
nych pomiarowych moga wystepowaé zakltdcenia losowe ciagle lub przejsciowe —
tzw. outliery. Dla wigckszych probek eliminuje sie je z danych za pomoca specjal-
nych testow. Za$ dla matych probek w potowie XX wieku powstato nowe narzedzia
matematyczne — statystyka odpornosciows (ang. robust statistics).

Ponizej przedstawione zostang wyniki badan wtasciwosci statystycznych pro-
bek o rozktadzie rownomiernym oraz w réznym stopniu ptasko-normalnym. Wyko-
nano je metoda Monte Carlo i opisano we wspolnych pracach z S. Kubisg [12-14].

Zaleznosci podstawowe

Metode wyznaczania niepewnosci pomiaru wg Przewodnika GUM [1, 2] nazwano
tu klasyczna. Rozproszenie wartosci X; danych probki o n obserwacjach otrzyma-
nych w powtarzanych pomiarach traktuje si¢ w niej tak, jakby pochodzity z popula-
cji generalnej o rozkladzie normalnym i byly statystycznie niezalezne. Z danych
pomiarowych probki eliminuje si¢ skutki znanych oddziatywan systematycznych
i jako estymator warto$ci menzurandu wyznacza sie ich $rednig arytmetyczng
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x=1.3x
X=X ®

W szacowaniu doktadnosci menzurandu wg GUM [1] wykorzystuje si¢ odchy-
lenie standardowe eksperymentalne $redniej X probki, oznaczone jako S¢ i opisane

@

To otrzymywane metoda statystyczna odchylenie s nazwano w GUM niepew-
noscig standardowa wyznaczana metoda typu A i 0znacza si¢ je zwykle symbolem
ua(x). Ponadto, na podstawie wiedzy obserwatora szacuje si¢ tez niepewno$¢ stan-
dardowa ug(x). Jest to wypadkowe odchylenie standardowe oddziatywan mogacych
wystapi¢ w tym typie eksperymentu, ale o wartosciach nieznanych, a wigc i niemoz-
liwych do usuniecia z danych probki. Nastepnie oblicza si¢ ztozong niepewno$¢

standardowg
U (x) = U (X) + U3 (x)

i Z niej, przy wspolczynniku rozszerzenia k, dla poziomu ufnosci p, lub ze splotu
rozktadow ua i ug metoda Monte Carlo [2], znajduje si¢ niepewno$¢ rozszerzong

U(X) = kp-uc(x).

Suplement 1 [2] do GUM zaleca metod¢ MC jako najbardziej uniwersalng, ba-
zujaca na elementarnych zalezno$ciach matematycznych, mozliwa do stosowania
nawet dla silnie nieliniowych funkcji pomiaru, a takze w przypadkach nietypowych,
np. dla rozktadow asymetrycznych [3]. Jezeli jednak wiadomo, ze obserwacje po-
chodza z innej populacji generalnej o znanym rozktadzie prawdopodobienstwa, np.
réwnomiernym, to lepsza moze by¢ alternatywna metoda nazywana tu specjalna.

Cramer, w znakomitej ponadczasowej monografii [4], wykazat analitycznie, ze
dla probek z populacji o rozktadzie rownomiernym najlepszym estymatorem menzu-
randu jest srodek rozstepu (ang. midrange), ktéry ma najmniejsze odchylenie stan-
dardowe. Potwierdzajg to przyktady liczbowe w pracach [6, 7] i w Dodatku 1 oraz
otrzymane metoda Monte Carlo rozktady odchylen trzech estymatorow takich pro-
bek o duzej liczebnosci n — oo —rys. 1 [8, 12]. Wzory dla $rodka rozstepu Xy i jego
odchylenia standardowego sy, zaczerpniete z [5], podano w tabeli 1.

Tab. 1. Parametry statystyczne probki o rownomiernym rozktadzie prawdopodobienstwa
Tab. 1. Statistical parameters of the sample of uniform PDF

Rozstep probki (range of sample): V' = x; 0 = Ximin
Q ISR H . Ximax + Ximin
Srodek rozstgpu probki (midrange):  x,, = — 3)
Odchylenie standardowe $rodka rozstgpu Xy, v \/m A
Sy = —
(Standard Deviation of midrange Xy, ): v \/E(n -1) Vn+2 “)
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Rys. 1. Histogramy odchylen estymatoréw menzurandu dla 10° probek losowych z popu-
lacji 200 x 22° o rozkladzie rownomiernym [7]: 1 — $rodek rozpigcia, 2 — warto$é
$rednia; 3 — mediana

Fig. 1. Histograms of deviations of estimators of measurand value for samples from rec-
tangular distribution simulated by 200 x 22° random numbers: 1 — midrange;
2 — mean value; 3 — median

Dla prébek z populacji o rozktadzie rownomiernym najlepszym estymatorem
wartos$ci mierzonej jest wiec Srodek rozstgpu probki xv (3). Estymatorem jego od-
chylenia standardowego jest wyznaczone eksperymentalnie odchylenie sy (4).

Ponizej przedstawiono wyniki badan wlasciwosci obu estymatorow w funkcji
stopni swobody danych probki v = n — 1, otrzymane metoda symulacji Monte Carlo.
Obserwacje symulowano liczbami pseudolosowymi z populacji o odchyleniu stan-
dardowym o = 1 przy liczbhie symulacji M = 2 x 10%i liczbach stopni swobody:

v=123457,10, 16, 32, 63, 125, 250, 500, 1000.

Badania przeprowadzono dla przypadku, gdy populacja liczb pseudolosowych,
z ktorej pochodzg obserwacje, ma czysty rozktad rownomierny i dla kilku przypad-
kow, gdy ta populacja ma rozktad rGwnomierny zanieczyszczony normalnym.

Wiasciwosci probek z populacji o rozktadzie rownomiernym

Estymatory menzurandu X i Xv obliczone ze wzoréw (1) i (3) oraz ich odchylenia
standardowe sq i Sv ze wzorow (3) i (4) maja zwykle parami rézne wartosci dla tych
samych danych probki. W eksperymencie MC, dla kazdej z symulacji (ang. trial)
onumerze m (m=1, ..., M) ze wzoréow (2) i (4) obliczano wartosci Seim | Svm dla
probek o n elementach pobranych losowo z czystego rozktadu réwnomiernego o od-
chyleniu standardowym ¢ = 1. Nastepnie z M symulacji MC obliczono $rednie S¢iav
i Svav. Ich wartoéci dla réznych liczb stopni swobody v=n— 1 podano na rys. 2.

Porownanie przebiegu wykresow z rys. 2 sugeruje wyzszos¢ estymatorow (3),
(4) nad estymatorami klasycznymi (1) i (2), gdyz np. dla v=10° warto$¢ Sy ay jest
okoto 13 razy mniejsza od warto$ci Sei_av.
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Rys. 2. Warto$ci $rednie odchylen standardowych Sei i Sv w funkcji liczby stopni swobody v
Fig. 2. Mean values of std. deviations sci, Sv as functions of number v of degree of freedom

Powyzszy wniosek nie jest w pelni miarodajny metrologicznie, bo bardziej
istotne sa warto$ci niepewnosci rozszerzonych. Przy metodzie klasycznej wg GUM
niepewnos¢ ta, oznaczona tu jako U m, jest iloczynem odchylenia empirycznego
Sem 1 wspotczynnika rozszerzenia Kg obliczonego wg rozktadu t-Studenta dla
v stopni swobody i poziomu ufnosci p:

UcI_m = kcl'scl_m (5)

Przy niepewnosci ug = 0 podobnym iloczynem wyraza si¢ niepewnos$¢ rozsze-
rzona dla $rodka rozstepu Xv:

Uy m =Ky Sy n (6)
gdzie kv jest specjalnym wspotczynnikiem rozszerzenia dla estymatorow (3) i (4).

Niepewno$¢ rozszerzong Uyp o prawdopodobienstwie p dla srodka rozstepu Xy
rozktadu réwnomiernego mozna wyznaczy¢ analitycznie. W czasie przeprowadzania
badan symulacyjnych MC nie dysponowano jednak odpowiednig zaleznoscia, gdyz
Dorozhovets dopiero w pracy [15] z 2016 r. podat wzor:

1 n+2
UVp—kv'Sv—[(l— p) —1].(n—1)- 2-(+1) (6a)
gdzie: ky =(—p)ri-1, s, = Vn' ‘/15 : :TJF; — patrz wzor (3)

Dla matych probek uwzglednia si¢ tez rozszerzanie rozktadu wraz ze spadkiem
liczebnosci n. Zmienna t-Studenta dla rozktadu normalnego zdefiniowana jest jako:

e X~ E(x) _AX @
Sel Sci

przy czym: E(x) jest oczekiwang warto$cig mierzong o warto$ci znanej z ekspery-
mentow symulacyjnych, a AX —bledem estymaty X .
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Podobnie mozna zdefiniowa¢ zmienng ty dla rozktadu rownomiernego

def Xy — E(X) _ Axy
yE =S ®)
Sv Sv
Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej tv nazwiemy rozktadem (statystyka) quasi-
Studenta. Rozktad ten mozna wyznaczy¢ za pomocg symulacji Monte Carlo i obli-
czy¢ odpowiedni wspotczynnik rozszerzenia Ky.

Wykresy wspotczynnikéw K 1 ky dla poziomu ufnoéei p = 95% pokazuje rys. 3.
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Rys. 3. Wspotczynniki rozszerzenia w funkcji liczby v stopni swobody: p = 95%
Fig. 3. Coverage factors as function of number v degree of freedom: p = 95%

Symulowano niepewnosci rozszerzone U, ale zwigzane tylko z losowym roz-
rzutem obserwacji (tj. dla ug = 0) dla prawdopodobienstwa p = 0,95. Dla kolejnych
warto$ci v=n — 1 obliczono M razy niepewnosci Ucim (5) i Uy (6) oraz ich warto-
§ci $rednie Ugiav | Uvay dla zbiorow o liczebnosci M. Podano je w funkcji liczby
stopni swobody v (rys. 4). Wykresy te potwierdzajg wyzszo$¢ estymatoréw (3) oraz
(4) nad estymatorami klasycznymi (1), (2) przy liczbach v wigkszych od okoto 5.
Dla v = 10° warto$¢ Uy ,y jest okoto 11 razy mniejsza od Ug ay (rys. 4).
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Rys. 4. Srednie warto$ci niepewnosci rozszerzonych w funkgji liczby stopni swobody v
Fig. 4. Average values of expanded uncertainties as functions of number v degree of freedom

95



6. Srodek rozstepu jako estymator menzurandu dla danych z populacji o rozktadzie ...

Przedstawione wyniki symulacji metoda Monte Carlo mozna zweryfikowaé
przez empiryczne sprawdzenie prawdopodobiefistwa zdarzenia — czy btedy estymat
warto$ci mierzonej zawieraja si¢ w granicach obliczonej niepewnosci. Dla kazdej
Z n obserwacji nalezy obliczy¢ liczbe sukcesow i podzieli¢ ja przez liczbe M symu-
lacji. Takie ilorazy P¢, Py powinny by¢ bliskie postulowanemu poziomowi ufno$ci
p = 95%. Wyniki weryfikacji przedstawiaja wykresy na rys. 5. Py jest zadowalajace
dla metody o estymatach (3), (4). Natomiast Pg jest zbyt mate dla probek o matych
liczbach v o estymatach (1), (2) wg GUM.
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s 31t oo o1

Py 03 .)-f

00

Py 0.935

00 09 y 3
0.92 \ \ \ i
0.9

1 10 , 100 1x10°

Rys. 5. Empiryczne sprawdzenie prawdopodobienstw w funkcji liczby v stopni swobody
Fig. 5. Empirical verification of probability as function of number v of degree of freedom

Wiasciwosci statystyczne probek z populacji o rozktadach
ptasko-normalnych

We wspoltczesnych zelektronizowanych pomiarach czgsto otrzymuje sie probki war-
tosci sygnatu z populacji, ktorej rozktad jest splotem rozkladu réwnomiernego
i normalnego, czyli z populacji o rozktadzie ptasko-normalnym [11]. Taka populacje
mozna scharakteryzowa¢ stopniem udziatu A rozktadu normalnego. Oznacza to, ze
przy odchyleniem standardowym populacji o= 1, odchylenie standardowe sktadnika
o rozktadzie normalnym wynosi on = A, a dla sktadnika gtdéwnego o rozktadzie row-

nomiernym o; = \ll—oﬁ, . Na rysunku 6 przedstawiono wykresy rozktadu ptasko-

normalnego o czterech roznych stopniach A udziatu rozktadu normalnego.

R AN

\ 20% \50%

Rys. 6. Rozktady ptasko-normalne o r6znym / na tle rozktadu jednostajnego
Fig. 6. Flatten-gaussian distributions of different A and uniform PDF
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Dla 4 =0,05 = 5% sktadnik o rozktadzie rOwnomiernym ma odchylenie stan-
dardowe o3~ 0,9987 = 99,87%. Wykresy odchylefi eksperymentalnych i niepewno-
$ci rozszerzonych o zawartosci rozktadu normalnego A = 5% nie roznig si¢ istotnie
od wykreséw dla samego rozktadu rownomiernego z rys. 2 i rys. 4. Natomiast wy-
kresy prawdopodobienstw z rys. 7 i rys. 4 r6znig si¢ znacznie. Zbyt mate wartosci
prawdopodobienstwa Py dla wigkszej liczby danych n = v+1 wskazuja na koniecz-
nos$¢ korekty wspotczynnikow rozszerzenia kv dla rozktadu ptasko-normalnego.

O_E?Wﬁ'ﬁzf o— & 7
p., 08— \.\ I

000 ; e
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Rys. 7. Empiryczne sprawdzenie prawdopodobienstw Pcl i Pv w funkcji liczby v
Fig. 7. Empirical verification of probabilities Pci and Pv for degree of freedom numbers v

i ¢

Stosujgc metode Monte Carlo obliczono wspotczynniki rozszerzenia kv dla po-
ziomu ufnosci p =95% 1 przy warto$ciach stopnia udziatu rozktadu normalnego
A =0%, 5%, 10%, 20%, 50%. Wyniki obliczen przedstawiono w tabeli 2 i na rys. 8.

Tab. 2. Wspolczynnik rozszerzenia kv (p = 95%) w funkgcji liczby stopni swobody v dla wy-
branych wartosci stopnia udzialu rozktadu normalnego 4
Tab. 2. Coverage factor kv (p = 95%) as function of number v of degree of freedom for some

values of A
Liczba stopni Stopien A zwartos$ci rozktadu normalnego w %
swobody v 1 =0% A=5% A=10% A=20% A =50%
1 15,31 15,54 15,01 14,40 11,94
2 5,51 5,47 5,42 5,31 4,66
3 3,98 3,95 3,96 391 3,67
4 3,42 3,41 3,41 3,40 3,34
5 3,09 3,09 3,10 3,12 3,23
7 2,79 2,79 2,81 2,88 3,19
10 2,57 2,59 2,62 2,74 3,36
16 2,41 2,42 2,52 2,83 3,96
32 2,24 2,39 2,71 3,55 5,63
63 2,18 2,61 3,48 5,13 8,68
125 2,14 3,45 5,23 8,20 14,23
250 2,13 5,31 8,60 13,93 24,33
500 2,14 8,79 14,79 24,30 42,57
1x10° 2,13 15,39 26,44 43,61 76,29

Wraz ze wzrostem stopnia udziatu rozktadu normalnego 4 w populacji ptasko-
normalnej maleje efektywno$¢ Srodka rozpigcia w stosunku do wartosci $rednie;j.
Tustrujg to wykresy $redniej niepewnosci rozszerzonej i prawdopodobienstwa wery-
fikujacego poprawnosc¢ jej obliczen podane na rys. 9.
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Rys. 8. Wspotczynniki rozszerzenia (p = 95%) rozktadu ptasko-normalnego o stopniu zawartosci
rozktadu normalnego A = 0%, 5%, 10%, 20%, 50% w funkcji liczby stopni swobody v

Fig. 8. Coverage factors (p = 0.95) of flatten-Gaussian PDF of normal PDF level A= 0%,
5%, 10%, 20%, 30%, 50% as function of number v of degree of freedom
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Rys. 9. Niepewnos$ci Uclav, Uvav — a, b, ¢ i prawdopodobienstwa weryfikujace P, Pv —d, e, f
dla stopni udziatu rozktadu normalnego 14 = 10%, 20% i 50%

Fig. 9. Uncertainties Uciav, Uvav — &, b, ¢ and control probabilities P, Pv — d, e, f for levels
of standard deviation of normal distribution 4 = 10%, 20% and 50%.
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Uwagi i wnioski

Wiyniki obliczen symulacyjnych MC obarczone sg blgdami odwrotnie proporcjonal-
nymi do pierwiastka z liczby symulacji M. W szczegblnosci btad obliczen prawdo-
podobienstwa ma rozktad dwumianowy (Bernoulliego) o odchyleniu standardowym:

P-(1-P)
M

Op= 9)

Dla p=0,95 i M=2.10° otrzymuje si¢ op ~5-10* Dla duzych wartoéci M
rozktad bledu obliczen prawdopodobienstwa zbliza si¢ do rozktadu normalnego oraz
btad graniczny mozna oceniaé przedzialem 3-sigmowym, czyli ok. 15-10 (0,15%).
Uzasadnia to nieregularnoséci W przebiegach wykresow (rys. 51 9).

Dla samego rozktadu rownomiernego uzycie estymatoréw (3) i (4) powinno si¢
preferowac dla probek o liczebnosei n > 6, tj. dla liczby v jest nieco wigkszego niz 5
(rys. 4). Wtedy $rednia niepewnos¢ rozszerzona Uy ayv Srodka rozpiecia, obliczona za
pomoca wspotczynnika rozszerzenia Ky, jest mniejsza od $redniej niepewnosci Ugl_ay
obliczonej klasycznie wg GUM i to tym bardziej, im wicksze jest n.

Dla danych z populacji o rozktadzie rownomiernym splecionym nawet z nie-
wielka zawartosécig sktadnika o rozktadzie normalnym, np. dla 2 = 5%, pojawia si¢
koniecznos¢ zwigkszenia wspolczynnika rozszerzenia (rys. 8). W obliczeniach zato-
zono, ze ten dodatkowy sktadnik ma rozktad normalny. Mozna si¢ tego samego Spo-
dziewa¢, gdyby mial on np. rozklad réwnomierny. Jego zlozenie ze sktadnikiem
gtdéwnym daje rozktad trapezowy, zblizony do ptasko-normalnego.

Wazrastajacy stopien udziatu rozktadu normalnego A zmniejsza efektywnosé
srodka rozpiecia xv jako estymatora menzurandu (rys. 9 a, b, ¢). Dla 2 = 20% (rys.
9a) efektywnos¢ ta wystepuje tylko dla liczb stopni swobody v od ok. 5 do ok. 100,
adla A =50% (rys. 9¢c) podejscie specjalne jest gorsze od klasycznego w catym za-
kresie liczb v. Stopien udziatu 50% nie oznacza, ze odchylenie standardowe sktad-
nika dodatkowego wynosi 50% catkowitego odchylenia standardowego populacji
obserwacji. Odchylenie standardowe skladnika glownego ma wtedy warto$é

J1-0,52 ~ 0,87 (87%) odchylenia standardowego.

Przy znacznym zmniejszeniu udziatu rozkladu rownomiernego w rozkladzie
ptasko-normalnym bardziej efektywna jest metoda klasyczna wg GUM (1), (2). Jed-
nak przy matych liczbach stopni swobody v< 20 daje ona nieco za niski poziom
prawdopodobienstwa weryfikujacego Pq (rys. 9 d, e, f).

Warto zaznaczy¢, ze inne proste rozktady tez maja estymatory efektywniejsze
niz §rednia (rozdz. 7), np. dla rozktadu typu U (arc sin) — srodek rozstepu [9], roz-
ktadu Laplace’a, czyli dwuwyktadniczego — mediana [7, 9]. Stosujac metode Monte
Carlo wykryto, ze dla rodziny rozktadéw trapezow liniowych Trap najkorzystniejszy
jest estymator dwuelementowy 0,5-($rodek rozpigcia + $rednia) [10] — rozdz. 8.
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Rozdziat 7

Jednoelementowe estymatory menzurandu dla danych
o kilku niegaussowskich rozktadach prawdopodobienstwa

Streszczenie. Przedstawiono wyniki badan efektywnosci réznych jednoelementowych esty-
matorow warto§ci menzurandu (wielko$ci mierzonej) dla danych o kilku niegaussowskich
rozktadach prawdopodobienstwa wykonane metoda symulacji Monte Carlo. Dla rozktadu
trapezowego Trap o bokach liniowych oraz krzywoliniowego wklestego CTrap wyznaczono
odchylenia standardowe warto$ci $redniej, $rodka rozpiecia i mediany w funkcji liczby n
danych i kurtozy rozkladu probki oraz stosunku dlugosci podstaw g trapezu. Dla trapezu
liniowego o S od 1 do 0,35 $rodek rozstgpu probki ma mniejsze odchylenie standardowe SD
niz jej warto$¢ Srednia. Podano tez wyniki symulacji stosunkow standardowych odchylen
$redniej i $rodka rozpigcia dla rodzin probek danych modelowanych splotami rozktadéw
arcsin, normalnego i rownomiernego.

Przewodnik GUM [1] zaleca, aby po usunig¢ciu znanych btedow systematycznych,
wyznacza¢ metodag statystyczna typu A niepewnos$¢ standardowg jako standardowe
odchylenie (w skrocie SD) wartos$ci $redniej. Postepuje si¢ wiee tak, jak dla rozkta-
du normalnego przy nieskorelowanych (statystycznie niezaleznych) danych ekspe-
rymentalnych. Tymczasem rozktad ten jest tylko modelem teoretycznym o funkcji
Gaussa przebiegajacej w nieograniczonym zakresie +oo. Nie wystepuje on w rze-
czywistosci, gdyz wymagatoby to nieskonczonej liczby oddziatywan losowych.
Zwykle liczba ta jest skonczona i moze dominowac¢ kilka z nich, a rozrzuty wartosci
danych eksperymentalnych wystepuja w ograniczonym przedziale. Probke rzeczy-
wistg lepiej modeluja niegaussowskie rozktady prawdopodobienstwa, z estymatora-
mi $rodka grupowania o mniejszym SD niz dla warto$ci $redniej. Poprawny wybor
najefektywniejszego estymatora probki i prawidlowe oszacowanie jego SD rzutuje
na doktadno$¢ oceny wyniku pomiarow. Amerykanski National Institute of Stan-
dards and Technology NIST dopuszcza wyznaczanie niepewnosci typu A wg innych
niz Przewodnik GUM zaleznosci statystycznych [3], a w Przewodniku NASA [4]
omawiane sa jeszcze inne rozkltady prawdopodobienstwa danych pomiarowych.

W USA i kilku krajach europejskich prowadzone sg badania o skali miedzyna-
rodowej nad udoskonaleniem zalecen przewodnika GUM i rozszerzeniem ich na
pomiary dynamiczne oraz pomiary proceséw. Tematyka ta zajmowat si¢ tez autor
[5a—c, 6a—c, 10a-d]. W rozdziale 2 dla pomiarow o réwnomiernym probkowaniu
opisano sposdb czyszczenia surowych danych pomiarowych z nieznanych a priori
regularnych zaktdcen oraz mozliwo$¢ automatyzacji szacowania niepewnos$ci proce-
sOw na biezaco. W rozdziale 3 omowiono metod¢ wyznaczania standardowego
odchylenia estymatorow dla probki o skorelowanych danych i wprowadzono zastep-
czg liczbe pomiardw Nesr < N, ktérg mozna wykorzystywaé w procedurach wg GUM.
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W rozdziale 4 przedstawiono analize wlasciwosci i zastosowanie niekonwencjonal-
nego rozktadu w postaci jednego okresu funkcji c0s?, przy stosowaniu ktorego dla
danych probki o ograniczonym zakresie rozrzutu uzyskano doktadniejsze oszacowa-
nie niepewnosci niz dla rozktadu normalnego. W rozdziale 6 wykazano, ze najlep-
szym jednoelementowym estymatorem menzurandu probki o rozktadzie réwno-
miernym jest $rodek rozpigcia, a dla dwuwykladniczego — mediana. W pracach
[10a—d] zbadano efektywnos$¢ estymatorow kilku rozktadéw definiowanych jako
sploty, w tym rozkladow trapezowych. Ponizej przedstawiono przeglad wynikow
uzyskanych dla estymatorow jednoelementowych (1C).

Przyktady efektywnosci estymatorow jednoelementowych

Istote zagadnienia wyboru estymatorow przyblizg wstepnie przyktady liczbowe dla
kilku probek pobranych z populacji losowych o réznych rozktadach (tabela 1).

Tab. 1. Odchylenia standardowe trzech estymatoréw menzurandu dla prébek o kilku rozkta-
dach danych
Tab. 1. Standard deviations of three measurand estimators of few sample data PDF

Odchylenia standardowe Najbardziej Standardowa
Rozktad dla trzech estymatorow efektywny niepewnos¢
S, Sqiz S ed estymator estymatora
Normalny 0,010 | 0,220 | 0,013 | warto$c érednia Up =S, /\n
Réwnomierny | 0,006 | 1,4104 | 0,010 | $rodek rozpiecia | ———— |t
Y ’ ’ ’ Pie V2 (n-1)Vn+2
Dwuwyktadniczy | 0,007 0,870 7-10° mediana S, //2n
Trojkatny 0,004 0,0045 | 0,0049 | wartosc¢ srednia S,/ Jn
Arc-sinus 0,067 | 5-10° | 0,146 | $rodek rozpiecia S, -\fBr* /n?
% &L ’ Xmax_xmin, _ X,n +X,n '+
X :ﬁgxi qV/Z :f Xmed —st(n+1)/2 Iub Xmed :%,
L (Xi _Y)2 i (Xi *QVlz)z Z":(x, — Xined )2
ST Swe =\ F T Smea =\

Na dole tabeli 1 podano wzory dla trzech podstawowych estymatorow jednoe-
lementowych tych probek, tj. dla wartosci $redniej X , srodka rozstepu Qvz i media-
Ny Xmed (dla parzystej i nieparzystej liczby elementow) oraz dla standardowych od-
chylen danych probki liczonych wzgledem kazdego z nich. Srodek rozstepu i me-
diang wyznaczono po uporzadkowaniu elementoéw probki wg ich wartosci. Wyniki
obliczen odchylen standardowych probki dla tych estymatoréw zestawiono w ko-
lumnach 2—-4.

Z tabeli 1 wynika, ze podane w niej wartosci standardowych odchylen danych
kazdej z probek od jej estymatoréw rdznig si¢ miedzy soba dos¢ istotnie, mimo ze
warto$ci samych estymatorow, np. srodka rozstgpu i $redniej, zwykle sg bardzo do
siebie zblizone. Dla kazdego z rozkladéw jeden z estymatoréw najlepiej spelnia
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warunek efektywnosci, tj. ma najmniejsze odchylenie standardowe (SD). Warto$¢
srednia jest najlepszym estymatorem tylko dla rozktadu normalnego i trojkatnego.

Podane przyktady probek modelowanych (tab. 1) rozktadami niegaussowskimi
uzasadniajg Sens poszukiwania dla nich innego niz warto$¢ $rednia, bardziej efek-
tywnego estymatora, tj. 0 jak najmniejszym odchyleniu standardowym i zastosowa-
nie tego odchylenia do szacowania przedzialu niepewno$ci wyniku pomiaru o zada-
nym prawdopodobienistwie. W pierwszej kolejnosci oméwione zostang dwa rozkta-
dy trapezowe: liniowy Trap i krzywoliniowy CTrap.

Najlepsze estymatory jednoelementowe probek danych
o rozktadach trapezowych

Rozktad o postaci trapezu liniowego Trap

Rozktad ggstosci prawdopodobienstwa (PDF) w postaci symetrycznego trapezu
o0 prostoliniowych bokach i polu powierzchni rownym 1 w Suplemencie 1 do Prze-
wodnika GUM [2] (tab. 1) oznaczony jest symbolem Trap(a, b). Mozna nim opisy-
waé zarowno rozklady populacji parametréw badanego obiektu [4, 10], jak i nie-
pewnos$ci wyznaczane metodami: typu B [8] i typu A. Sygnaly losowe o takich roz-
ktadach pojawiajg si¢ w systemach pomiarowych jako wynik splotu sktadowych
0 rozktadach rownomiernych wystepujacych przy kwantowaniu sygnatéw analogo-
wych i zliczaniu impulsow. Na przyktad wynikiem sumowania dwu r6znych rozkta-
dow rownomiernych jest rozktad o PDF w postaci symetrycznego liniowego trapezu
(rys. 1a). Rodzing trapezow dla réznych stosunkow szerokosci splatanych rozkta-
dow réwnomiernych przedstawia rys. 1b [9]. Maja one gorng podstawe 2a i dtuzsza
dolng 2b, a ich stosunek g = a/b dla b > a zmienia sie w zakresie § € (0, 1). Wedtug
p. 4.3.9 GUM $rodek x; = 0,5(b+ — b_) populacji o rozktadzie Trap ma wariancj¢

u(x) =b2(1+ /6

Przypadkami granicznymi rodziny rozktadow Trap sa:
— trojkat (B = 0) — dla jednakowych obu splatanych rozktadow,
— prostokat (f = 1) — gdy jeden ze splatanych rozktadow réwnomiernych ma po-
mijalng szerokos¢.

Miarg efektywnos$ci estymatorow sa ich odchylenia standardowe SD. Najbar-
dziej efektywnym jednoelementowym estymatorem wartosci menzurandu dla pro-
bek o rozktadzie trojkatnym jest warto$¢ srednia, za$ dla probek o rozktadzie pro-
stokatnym — §rodek rozpigcia [5]. Aby wybra¢ wlasciwy estymator probki modelo-
wanej dowolnym z trapezéw liniowych, trzeba podzieli¢ je na dwa zbiory, w kto-
rych lepszg efektywnos$¢ ma jeden z tych estymatoroéw. Granice podziatu S = a okre-
$lono metoda symulacji Monte Carlo.

Model rozktadu trapezowego w metodzie MC uzyskano jedna z dwu technik:

— przez generacj¢ liczb losowych jako sumy dwu liczb o rozktadach rownomier-
nych (rys. 1a),
— metodg funkcji odwrotnej (wyznaczonej dla trapezu [8]).

Podczas symulacji kolejne probki o liczbie elementow n pobierano wielokrot-

nie z populacji losowych o rozktadzie Trap, ktore tworzono dla réoznych stosunkow
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S = alb w zakresie f € (0, 1). Przy licznosci kazdej z probek od 20 do 10 000
otrzymano stabilne wartosci ich parametrow.

—>

‘ ‘ F=Xt X = T\

— e

a

Rys. 1. Rozktad o postaci symetrycznego trapezu liniowego: a) wynik sumowania dwu roz-
ktadéw réwnomiernych: b) rodzina splotow dwu rozktadow rownomiernych o réz-
nych stosunkach szerokos$ci [9]

Fig. 1. Linear symmetrical trapeze distribution: a) result of sum of two uniform distributions;
b) set of convolutions of two uniform distributions of different ratios of width

Standardowe odchylenia SD wartosci $redniej i $rodka rozpiecia probek,
otrzymane z modelowania MC, pokazano u gory rysunku 2. Sa to funkcje parame-
trow n i S przedstawione jako powierzchnie w przestrzeni trojwymiarowej. U dotu
podano ich przekrdj dla n = 400. Odchylenia standardowe mediany sa znacznie
wigksze — na tym rysunku nie sa przedstawione.

Z badan tych wynika wazny dla praktyki metrologicznej i statystyki stosowanej
wniosek (niespotkany w literaturze wczeéniejszej niz w pracach [10a—d]), ze wybor
najdokfadniejszego estymatora 1C dla trapezowego rozktadu PDF zalezy od jego
ksztattu. Dla trapezu liniowego jest to:

— $rodek rozpiecia W zakresie stosunku podstaw 1 > g > 0,35,
— warto$¢ $rednia dla przedziatu 0,35 > 8 > 0, czyli jak dla rozktadu normalnego.

Taki sam rezultat otrzymano dla splotu dwoch rozktadéow rownomiernych
o stosunku zakresow okoto 2,05, ktory odpowiada powyzszej granicznej wartosci f
~ 0,35. Wyznaczona analitycznie [11] graniczna warto$¢ stosunku f = a pokryla si¢
z wynikami wezesniejszych symulacji MC

o= —10+37+97% - 727 +14

- 0 _ 03545779
1437972 727 +140
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wartosc
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Rys. 2. Standardowe odchylenia SD wartosci $redniej i srodka rozpigcia probek o PDF w posta-
ci trapezu liniowego Trap(a, b) [2] w funkcji stosunku podstaw trapezu S i liczno$ci
probki n; u dotu —dla n =400 w funkcji g [9d]

Fig. 2. Dependences of sample mean and midrange standard deviations SD on size n and on
ratio 8 of linear trapeze bases as PDF Trap(a, b) [2] — upper figure; for n = 400 — low-
er figure [9d]

Rozktad o postaci trapezu krzywoliniowego CTrap
Rozpatrzono jeszcze rozktad trapezowy o symbolu CTrap. Histogram danych tego
rozktadu zasymulowanych w waskich przedziatach przedstawiono na rys. 3.

GO

3

0!‘ d10d1 14 6 1 dZ dZ

Rys. 3. Rozktad PDF CTrap(a,b,d) o ksztalcie trapezu krzywoliniowego
Fig. 3. Curvilinear trapeze PDF CTrap(a,b,d)
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Rozktad CTrap jest uwzglgdniony w tabeli 1 Suplementu 1 do GUM [2]. Jego
PDF jest krzywoliniowym wklestym trapezem. Stosuje si¢ go wtedy, gdy dlugosci
gornej i dolnej podstawy nie s3 doktadnie znane i mogg zmienia¢ si¢ w przedziatach
+d, czyli gdy wynosza a +=d i b +d, przy czym (a, b, d) > 0 oraz a+d < b—d.

Na rysunku 4 pokazano powierzchnie odchylef standardowych SD trzech pod-
stawowych estymatoréw jednoelementowych (1C) tego trapezu w funkcji liczby
obserwacji n w probee i stosunku fSc najwickszej gornej i najmniejszej dolnej pod-
stawy jako

Se=(az-a1-2d)/(b,-b;+2d)

200,
w0 " Srodek

ecia

03

02
n=400

0.1

1 08 06 0.5 04 02 0
e 0.08
Rys. 4. Odchylenia standardowe SD wartosci $redniej, $rodka rozpiecia Quiz i mediany Xmed
probek z populacji 0 PDF w ksztalcie trapezu krzywoliniowego CTrap w funkcji liczby
elementow n probki i stosunku podstaw trapezu S, ponizej — przekroj dla n = 400 [10d]
Fig. 4. SD of single component estimators as function of bases ratio f = . and of sample size n
of curvilinear trapeze PDF — upper figure; cross-section for n = 400 — lower figure [10d]

Wystepuja tu az trzy charakterystyczne obszary. W pierwszym waskim obsza-
rze o matych S, tj. dla zakresu 0 < S < 0,08, najlepsza jest mediana, w nastepnym
0,08 < S < 0,5 — wartos$¢ s$rednia, za$ dla 0,5 < fc < 1 dominuje $rodek rozpiecia.
Przy wyznaczaniu niepewnos$ci pomiaréw nalezy wzig¢ pod uwage, ze jest ona
wielkoscig drugiego rzedu i w czesei praktycznych przypadkow, np. przy sprawdzaniu
przyrzadow wystarcza, gdy szacuje si¢ ja z niepewnoscig nawet rzedu 20%. Wowczas:

g -2 A-4) 20’3(b*a) — =054
2 (1+4) 2
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Mozna przyjac, ze warto§¢ Srednia jest najbardziej efektywnym estymatorem
az do granicy =0 na rys. 4. Wowczas rozklady o postaci trapezu krzywoliniowego
beda miaty, jak poprzednio, tylko dwa obszary o réznych najefektywniejszych es-
tymatorach 1C, ale o granicy podziatu nieco przesunigtej w gore do okoto fc = 0,5.

Kurtoza rozktadéw trapezowych

Novitzky i Zograph [7] podajac topograficzng klasyfikacje rozktadow, omawiaja
efektywnos¢ srodka rozpiegcia dla kilku typow rozktadu i efektywnos¢ estymatorow
w funkeji odwrotno$ci wspolczynnika kurtozy, czyli kontrkurtozy e e(0,1) .

Nalezy tu przytoczy¢ definicje kurtozy E i wspotczynnika kurtozy e, gdyz cze-
sto te pojecia statystyczne sg ze sobg mylone. Wyznacza si¢ je zarowno dla popula-
cji, jaki dla probek o liczbie elementow n (patrz rozdziat 5). Wspoétczynnik kurtozy ¢
opisany jest wzorem

SX

gdzie: us — moment centralny rzedu czwartego, Sy — odchylenie standardowe.
Natomiast kurtoza E = & — 3. Dla rozktadu normalnego ¢ = 3 oraz E = 0.

Na rysunku 5, dla dwu rodzajow rozktadow trapezowych, liniowego Trap oraz
krzywoliniowego CTrap, przedstawiono kurtoze E (zwang tez ekscesem) w funkcji
stosunku podstaw obu trapezow S = fic. Odchylenia standardowe estymatoréw $rod-
ka rozpigcia i warto$ci $redniej trapezu liniowego sg jednakowe dla trapezu o kurto-
zie E =-0,805 odpowiadajacej jednoznacznie stosunkowi dtugosci podstaw £ = 0,35.

03 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0
-0,3
-0,6

Trapez krzywoliniowy A

d

Trapez liniowy

-0,9
E

-1.2 — = p——t

Rys. 5. Wspotczynnik kurtozy E rozktadéw trapezowych Trap i Ctrap w funkcji stosunku S
dhugosci podstaw ich trapezow

Fig. 5. Coefficient of kurtosis E of Trap and Ctrap distributions as function of ratio g of their
trapeze bases lengths

Estymatory jednoelementowe (1C) splotéw innych rozktadéw

Splot rozkladu réownomiernego z normalnym

Standardowe odchylenia S estymatorow 1C tego splotu przedstawiono na rys. 6.
Wynika z niego, ze $rodek rozpigcia jest lepszym estymatorem (0 mniejszym SD)
od $redniej tylko w waskim obszarze bliskim g= 1 dla rozktadu réwnomiernego.
Obszar ten ponadto zweza si¢ wraz ze wzrostem liczby elementow n probki. Szcze-
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gotowemu pordéwnaniu obu powyzszych estymatorow menzurandu byt poswiecony
rozdziat 6.

8D mid-rang

o 038
. "~ 38D mean/
0 ' SD mid-range

Rys. 6. Standardowe odchylenia (SD) $redniej i $rodka rozpiecia rodziny splotéw rozktadu
normalnego i rtGwnomiernego

Fig. 6. Standard deviations (SD) of mean and midrange of the family of uniform and normal
PDF convolution

Splot rozktadu trapezowego Trap z normalnym

Dla tego splotu zmniejsza sie graniczny stosunek podstaw trapezow S = a 0 lepszym
srodku rozpigcia lub $redniej jako estymatorze 1C probki. Na rys. 7 przedstawiono
to dla rozktadu Trap przy ré6znych % SD dodanego rozktadu normalnego (np. szum).
Przy 5% $rednia dominuje juz az dla 95% zakresu .

1
09 —
/’,
0,8
) /
0,7 e
//

06
05
0,4 T
03 +

1 2 3 4 5 6

SDnormal/ SDTrap %

Rys. 7. Zmiany granicznej warto$ci stosunku podstaw f rozkladu Trap przy wzrastajacym
udziale rozktadu normalnego w %

Fig. 7. Changes of border /8 of the ratio of Trap PDF bases (linear trapeze) for increasing %
of the added normal PDF
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Splot rozkladu arc sin z normalnym
Standardowe odchylenia srodka rozpigcia i $redniej dla tego splotu podano na rys. 8.
W wigkszosci zakresu stosunku SD obu sktadnikow dominuje §rednia arytmetyczna.

0.35

0.3

0.25

SD mid-range

0.15 - Ne
e SD median
01 -
//
0.05 =
I P B S— } T I
- /
0
0 b 92 03 04 05 06 07 08 09 1
SD mean SD(arcsin)/SD(norm)
N \
0.045 \

SD mid-range

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
SD(arcsin)/SD(norm)

Rys. 8. Standardowe odchylenia estymatoréw 1C splotu rozktadow arc sin i normalnego
Fig. 8. SD of 1C (one-component) estimators of arc sin and normal PDF convolution

Splot rozkladéw: réwnomiernego i arc sin
Rozktady PDF dla dwu réznych stosunkow odchylen standardowych splatanych
rozktadéw przedstawiono na rys. 9.

SDmid»range /SDmean

x10 x 10"
8

0
15 - 05 0.5 1 15

SDUnif/SDarcsin = 019 b ’ SD’lOJZif/SDaOrcsin :Oiyz
Rys. 9. Dwa przyktady PDF splotu rozktadéw rownomiernego i arc Sin
Fig. 9. Two examples of PDF-s of the Uniform and arc sin convolution

109



7. Jednoelementowe estymatory menzurandu dla danych o kilku niegaussowskich ...

Zalezno$¢ stosunku odchylen standardowych $rodka rozpigcia i $redniej 1 od
stosunku standardowych odchylen obu splatanych rozktadow w % podano na rys. 10.
W catym zakresie SDrswn/SDarcsin najlepszym estymatorem 1C jest $rodek rozpigceia.

SIq;,1/ SIX1
e s S

0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
S[)m\\'n""S[):nu«in %

Rys. 10. Stosunek odchylen standardowych SD $rodka rozpigcia i $redniej splotu rozktadéw
réwnomiernego i arc sin

Fig. 10. Ratio of mid-range and mean SD of uniform and arcsin PDF convolution

Splot dwu rozktadéw arc sin
Zaleznoéci SD estymatordéw splotu arcsin*arcsin przedstawiono na rys 11a, b.

a) b) SDarCSinl/SDarcsinZ)
S 0,25 ;
0,06 0.20
0,05 :
0.04 0,15} i flr
0,03 0,10
0,02
0,01 o (i S S 0,05 .
0 02 04 06 08 10 0 20 40 60 %0 100
SDmidrange /SDmean %, SDarc sinllSDarc sin2

Rys. 11.0dchylenia standardowe SD estymatoréw 1C splotu dwu rozktadow arc sin
Fig. 11. Standard Deviations SD of 1C estimators for convolution of two arc sin PDF

W catym zakresie (0, 1) stosunku SDar sin1/SDar csin2 Splatanych dwu rozktadow
arc sin odchylenie standardowe $rodka rozpiecia SDmidrange SPIOtU jest najmniejsze.

Podsumowanie

— Prawidlowe oszacowanie wyznaczanej statystycznie niepewnosci (odpowied-
nik ua z Przewodnika GUM) zalezy od wyboru efektywnego, tj. najbardziej
doktadnego estymatora PDF probki, stosowanego w przetwarzaniu jej danych.

— Najlepszy jednoelementowy (1C) estymator warto$§ci menzurandu dla probki
0 rozktadzie PDF modelowanym symetrycznym trapezem zalezy od jego
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ksztattu opisanego przez stosunek podstaw f. Jesli trapez jest bliski prostokata
(1> £>0,35) to lepszy jest srodek rozstepu probki, a ponizej (0,35 > f>0) az
do rozktadu trojkatnego (f = 0) — wartos¢ srednia. Inne wnioski sa w tekscie.
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Rozdziat 8

Dwuelementowe estymatory menzurandu dla danych
o trapezowych rozktadach prawdopodobienstwa

Streszczenie. Dla probek modelowanych symetrycznymi trapezowymi rozktadami prawdo-
podobienstwa oméwiono estymatory dwuelementowe (2C) warto$ci menzurandu jako kombi-
nacj¢ liniowg wartosci $redniej i §rodka rozstgpu probki. Wyznaczono metoda Monte Carlo
ich wspotczynniki dla minimum odchylenia standardowego (SD) jako funkcje kurtozy E lub
stosunku podstaw trapezu B. Wykazano, iz estymator 2C trapezowego rozktadu liniowego
Trap w zakresie 0 << 0,75 ma mniejsze SD niz $rodek rozstgpu i $rednia danych probki.
Okre$lono tez przedziaty B dla najlepszych estymatoréw rozktadu CTrap — trapez krzywoli-
niowy. Zaproponowano uproszczony estymator 2C o obu wspoétczynnikach 0,5, ktory jest
zblizony do optymalnego. Poprzez symulacj¢ i przyktad liczbowy sprawdzono jego skutecz-
nos$¢ dla réznych . Ten estymator nie jest objety zaleceniami GUM. W praktyce umozliwia
uzyska¢ doktadniejszg warto$¢ niepewnosci typu A niz wyznaczana wg GUM.

W wyniku wystepowania zjawisk losowych w badanych obiektach i w systemach
pomiarowych powstaje rozrzut wartosci wynikoOw pomiaru wielko$ci mierzone;j
(w ogélnym przypadku parametrow menzurandu). Do jego modelowania, obok
normalnego rozktadu prawdopodobienstwa opisanego funkcja Gaussa, stosuje si¢
tez inne elementarne rozktady nazywane niegaussowskimi, np. rozktad rownomier-
ny oraz r6zne ich sploty, w tym rozklad trapezowy. W publikacjach [7-10] omo-
wiono otrzymane metodg symulacji Monte Carlo (MC) wyniki badan efektywnosci
warto$ci Sredniej X, Srodka rozstepu quiz = 0,5(Xmax— Xmin) 1 mediany Xmeq jako esty-
matorow jednoelementowych (1C) menzurandu dla probek danych o rozkladzie
gestosci prawdopodobienstwa (PDF) w postaci symetrycznego trapezu o bokach
liniowych, oraz trapezu krzywoliniowego wklestego, oznaczonych w Suplemencie 1
do Przewodnika GUM [1] odpowiednio symbolami Trap oraz CTrap. Podano od-
chylenia standardowe (SD) tych estymatorow w funkcji liczebnos$ci n probki danych
i stosunku dlugosci podstaw trapezu £ lub kurtozy E. Dla rozktadéw Trap warto$é
$rednia probki ma mniejsze SD niz $rodek rozstgpu tylko w przedziale 0 < < 0,35,
ktory dominuje powyzej, tj. dla 0,35 < <1 (rozdz.7, rys. 2). Dla trapezéw krzywo-
liniowych CTrap przedziat dominacji $rodka rozstepu jest wezszy, tj. 1>8>0,5
(rozdz. 7, rys. 4). W przedziale 0,5 > 8 > 0,08 najmniejsze SD ma warto$¢ $rednia,
nastepnie pojawia sie waski przedziat o najmniejszym SD dla mediany. Jako kolejne
zagadnienie analizowano [7-10], czy i jakg dalszg poprawe oszacowania doktadno-
$ci wyniku pomiaru z probek danych o rozktadach trapezowych uzyska si¢ stosujac
kilkuelementowe estymatory liniowe. Synteza tych badan i porownanie ich wyni-
kow z estymatorami 1C z rozdziatu 7 jest przedstawiona na kolejnych stronach.
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Estymatory dwuelementowe (2C) jako funkcje wspétczynnika
kurtozy E

Zakharov i Stephen [4] badali metoda Monte Carlo dla rozktadow symetrycznych
efektywnos¢ liniowego estymatora trojelementowego (3C) o postaci

X =k X +Kylly 15 +Kg X eq @
gdzie: X — warto$¢ $rednia, Qvi2 — Srodek rozstepu, Xmed — mediana.

Z przeprowadzonych symulacji [4] wynikato, Zze dla rozktadu Trap(a, b) o za-
kresie kurtozy E € (-1,15; -0,2) wystarczg tylko dwa wspotczynniki ki oraz ko, gdyz
ks = 0 i estymator (1) staje si¢ dwuelementowy. Estymatory takie Sg oznaczane dalej
symbolem 2C. Przy wartosciach ki, ky podanych w [4] estymator ten jest obcigzony,
gdyz nie spehia jednego z podstawowych wymagan efektywnosci, tj. warunku ki +
ko = 1 [3]. Wspdlnie z Maring Galowska sprawdzili$my i zweryfikowaliémy te
wspotczynniki metodg Monte Carlo [7—10] otrzymujac wartosci:

ki =-1,05E + 1,22, k,=1,05E-0,22 2)

Natomiast dla probek o rozktadzie CTrap(a, b, d), tj. o PDF w ksztalcie wkle-
stego trapezu krzywoliniowego, z symulacji metoda Monte Carlo w zakresie kurtozy
E € (-1,2; 0,2) otrzymano dla nieobcigzonego estymatora (1) wspotczynniki:

0,if E <-1.15;
k, =11,05-E+1,22, if —1,15< E <—0,2;
1,if E>-0,2;
1,if E<-1.15;
k, =1—k, =4-1,05-E 0,22, if ~1,15< E <-0,2. ©)
0,if E>-0,2;
ks =0

Taka samg warto$¢ E moga mie¢ rozktady o roznych ksztattach [3]. Wyzna-
czanie wspotczynnikow ki, ko estymatora (1) przy ks = 0, poprzedzi¢ trzeba oszaco-
waniem kurtozy E rozktadu eksperymentalnego probki, lub przyjetego jej modelu.
Stosujac metode Monte Carlo w [9] nalezy bra¢ pod uwagg, ze obliczenia kurtozy E
na podstawie danych probki sg mato doktadne, szczegdlnie dla matej liczebnosci n.

Estymatory 2C jako funkcje stosunku podstaw trapezu B8

Standardowe odchylenia estymatoréw dwuelementowych dla rozktadow Trap oraz
CTrap o trapezowych PDF dogodniej jest przedstawia¢ bezposrednio w funkcji ich
parametrow geometrycznych, najlepiej jednolicie, tak jak dla estymatorow jednoe-
lementowych, tj. w funkcji stosunku g lub S podstaw trapezu [7, 10]. Zaleznos$ci
wspotczynnikow ki, ka2 od g lub Sc otrzymuje si¢ po przeliczeniu ze wspotczynnika
kurtozy E wg krzywych podanych w rozdziale 7 na rys. 5 [7,10].
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Zbadano tez metodg MC efektywnos$¢ niecobcigzonego estymatora 2C dla catej
rodziny rozktadow o PDF w postaci symetrycznych trapezow liniowych [7]. Esty-
mator taki zapisuje si¢ og6lnie jako

X =k X +(1-K;) Qo (4)

Estymator X symulowano metodg MC dla r6znych ksztattow rozktadéw tra-
pezowych poczawszy od prostokata, az do trdjkata i probek o roznej liczebnosci n.
Wyznaczono wartosci ki dla warunku min S[X] z niepewnoscig < 10% i kz=1-k;

-0,123+0,56, if 0< 3 <0.5
l:{l—ﬂ,if 05<f<1
o1 {012,8+044 |f0<,6’<05
2 LB if 05< B <1

®)

Dla trapezéw o réznych stosunkach podstaw f, wartosci tych wspotczynnikow po-
zostajg stale dla liczebnosci probki n juz od 10, az do 10 000.

Na rysunku 1 poréwnano odchylenia standardowe S[X] estymatora 2C, $red-
niej s [ ] i srodka rozstepu S[qviz] w funkcji stosunku podstaw g trapezu liniowego

jako modelu dla PDF probki. Z poréwnania wynika, ze estymator dwuelementowy
X jest lepszy niz estymatory jednoelementowe w szerokim przedziale 0 < 8 <0,75.

IR S S S F N S S ==
012 ;STW A S P e e

Rys. 1. Odchylenia standardowe estymatorow menzurandu: S[X] — estymatora 2C wg (2)
oraz s[X] — $redniej i S[quz] — $rodka rozstepu dla probki o rozktadzie Trap(a, b) w
funkcji stosunku podstaw £ trapezu. Liczebno$¢ probki n = 400

Fig. 1. Standard deviations s[X] of measurand estimator 2C from eq. (2), s[X] and S[qvz]

of the sample of linear trapeze PDF Trap(a, b) as function of a ratio of bases . Num-
ber of sample elements n = 400

Dla probki o PDF modelowanym trapezem krzywoliniowym CTrap(a, b, d)
przebiegi standardowych odchylen estymatorow w funkcji jego fc sa podobne [7—
10] (rys. 4 w rozdz. 7). W waskim zakresie fic € [0; 0,8] najlepszym estymatorem
jest tu mediana, czego tez nie zauwazano we wczesniejszej literaturze. Estymator
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dwuelementowy X jest lepszy od $redniej i od $rodka rozpiecia Qv w catym zakre-
sie fc, gdyz jego odchylenie standardowe S[X] jest najmniejsze, szczegolnie gdy
Pc — 1, tj. dla trapezéw bliskich prostokata.

S

0.25

0.2

0.15

01

s . S | :
00 01 0.2 0.3 0.4 0.5 ' 0.6 0.7 0.8 09 ﬁc 1

Rys. 2. Odchylenia standardowe estymatoréw menzurandu w funkcji stosunku podstaw fSc
trapezu krzywoliniowego jako PDF probki

Fig. 2. Standard deviations of different measurand estimators as function of a ratio of bases
pc of curvilinear trapeze as model of the sample PDF

Uproszczony estymator dwuelementowy

Do stosowania w praktyce zaproponowano [7] uproszczony liniowy estymator 2C
0 jednakowych wspotczynnikach ki = k, = 0,5

X =05X +050, (6)

Wiasciwosci tego dwuelementowego estymatora przeanalizowano metoda
Monte Carlo. Na rysunku 2 zamieszczono przebieg jego odchylenia standardowego

S[)Z] w funkcji B dla probki o PDF jako trapezie liniowym. Z poréwnania rezulta-

tow wynika, ze uproszczony estymator 2C wg (6) niewiele odbiega od najlepszych
ki, k2 wg (5) w szerokim zakresie stosunku podstaw trapezéw 0 < f < 0,75. Jesli
rozktad trapezowy traktowac jako splot dwu rozktadow rownomiernych, to stosunek
szerokosci prostokatow wynosi 2(1 + 2f). Zakresowi 1 > > 0,75 odpowiada stosu-
nek szerokosci powyzej 8, czyli dominuje jeden z rozktadow rownomiernych, wow-
czas najlepszym jest srodek rozpiecia Qv (rys. 1i 2).

Uproszczony estymator 2C wg (6) mozna stosowac tez dla rozktadu o postaci
trapezu krzywoliniowego CTrap(a, b, d). Wynika to z analizy wykresoéw (rys. 2).

Estymator (6) nie jest najbardziej efektywny w calym zakresie . Sprawdzenie
kilku przypadkow dla g > 0,54 uzasadnia, ze dla rozkladow trapezowych mozna
rekomendowa¢ stosowanie réznych postaci estymatora Xesr W dwu zakresach g, tj.:

1 1o .
Xeﬁ _ E.q\//2+§x, if O,54<ﬂ<0,8;
qy,, if 4>08. ™
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Po uwzglednieniu (5) otrzymano zaleznosci od £ podane na rys 3.

0.08

0.068

0.04

0.02

0

Rys. 3. Odchylenia standardowe S dwu estymatorow 2C wg (5) i (6) oraz estymatora Xeft (7)
w funkcji stosunku podstaw g trapezu

Fig. 3. Standard deviations S of two 2C estimators of (5) and (6) and estimator Xes of (7) as
function of ratio g of trapeze bases

Podstawy teoretyczne oceny niepewnosci rozktadoéw trapezowych

Odchylenie standardowe s[x] dwuelementowego estymatora (4)

S(X) = JKZS2[X]+ (1— k)25 2[ay 121+ 2pk (L — k) S[X]-S[ay /] (8)

2 2
gdzie: s[x]zjxﬁ; sz[qm]:w [13]; V = Xmax — Xmin

W wyniku modelowania MC [7, 10] otrzymano wartosci wspotczynnika kore-
lacji p rekomendowane dla r6znych zakresow n. Podano je w tabeli 1.

Tab. 1. Zalecane wartosci wspotczynnika korelacji p

Tab. 1. Recommended values of correlation coefficient p

n [100; 200) [200; 300) [300; 500) n— oo
ol 0,25 0,2 0,15 p—0

Dla duzych n wptyw korelacji jest nieduzy i wzor (8) upraszcza sie do postaci

S(X) = JkZS2[X]+ (A k))?S2[ay /2] )

Roéznice migdzy wartosciami otrzymanymi analitycznie i z modelowania byly
mniejsze niz 5%.
Najlepszy estymator powinien mie¢ minimalng wariancj¢. Jego wspotczynnik

2
ki otrzymuje sie dla O [Xert 1 _ o - Optymalna wartos$¢ ki wyznaczono analitycznie na
kg

podstawie zaleznos$ci (9). Dla duzych n wynosi ona
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2
Iy = % (10)

STX1+Say 2]
Standardowe odchylenie (odpowiednik niepewnosci ua) dla estymatora 2C wg

(6) 0 k1 = k, = 0,5 oraz estymatora Xess Wg (7) w zakresie 0,54 < # < 0,8 wyznacza
si¢ jako

UA(X) = 1/S?[X]+ S[ay 2]+ 2 - SIX]- Slay 2] =

:i\/sztxhvza—ﬂz)m—z)+pszm-v (-5 (a—n) (11)
n 8n n 2

Dla probek o duzym n sktadnik zalezny od p staje si¢ pomijalny i wynosi

UA(X) =3/S2[X]+5%[ay /2] (11a)

Roznice migdzy warto$ciami otrzymanymi na drodze analitycznej i z modelo-
wania byty mniejsze od 5%.

Estymator 2C w przypadkach szczegélnych

Zaleznosci standardowych odchylen S w funkcji ki dla granicznych przypadkow
trapezowego PDF (trojkat, prostokat) dla duzych n, tj. przy pomijalnym sktadniku
od wspotczynnika korelacji, podano na rys. 4.

0,075
0.07 -
0.065
0.06
0,055
0.05

Rys. 4. Zaleznos$ci odchylen standardowych S od wspoétczynnika ki dla granicznych przypad-
kow PDF trapezu liniowego
Fig. 4. Standard deviation S as function of coefficient ki for both border cases of trapeze PDF

Wynika z nich wniosek intuicyjnie oczywisty, ze trojkatny rozktad PDF ma
wlasciwo$ci pomiedzy rozkltadami normalnym, a rownomiernym. Mozna dla niego
stosowa¢ jako najlepsze estymatory dwuelementowe 2C, natomiast dla rozkladu
normalnego najlepsza jest warto$¢ srednia. Analitycznie dla duzych n otrzymuje sig:

Dla rozkladu tréjkatnego (5 = 0)

2 _
$?fqy 1o)== oraz = 30T g5

8n 2+3(4-n)

118



Metody rozszerzenia analizy niepewnosci pomiarow

Wyniki pokrywaja si¢ z rezultatami symulacji metoda Monte Carlo.

Dla rozkladu trapezowego o stosunku dlugosci podstaw g = 0,35 otrzyma si¢
S[X]=S[ay 2] iz (10):

2 2
K, =CL></257>< —0,5, a wigc zgodnie z (5).
n/ n

Dla rozkladu prostokatnego (5 =1):

30%
K = 2n+hH(n+2) 3n
o 302 2n2 +9n+2

2+ (n+2)
Jezelin — oo, to ky — 0. Dlan = 30, k; = 0,04, zas dlan = 10, k; = 0,1.
Otrzymane wartos$ci ki sg bardzo bliskie zera dlan — oo.
Przyktad

Rozwazania zilustrowano przyktadem liczbowym symulujacym eksperyment po-
miarowy [7]. Z populacji generalnej o trapezowym PDF pobrano probke o n = 200
danych o wartosciach losowych jak na rys. 5. Probka byta czysto losowa, gdyz nie
modelowano w niej zmieniajacych si¢ wraz z probkowaniem bledow systematycz-
nych. Sprawdzenie funkcji autokorelacji dla kilku sasiednich obserwacji dato wynik
negatywny. Przyjeto wiec, ze wptyw autokorelacji jest pomijalny. Przy tej liczbie
n = 200 mozna stosowa¢ do obliczen wzory podane wczeéniej w tekscie rozdziatu.
Wyznaczono dla probki najlepszy estymator warto$ci mierzonej i jego niepew-
nos$¢ standardowa typu A oraz rozszerzong przy pomijalnej niepewnosci typu B.

ik
i

l
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|
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e
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Rys. 5. Wartosci obserwacji w probce
Fig. 5. Values of sample observations

Dane probki uszeregowano w histogram o 15 przedziatach (rys. 6) — przyj¢to

tu nieco wigkszg liczbe przedzialow niz 9 wg wzoru Sturgessa, ale liczba pomiaréw
w przedziale jest wystarczajaca — $rednio okoto 13,3. W pierwszej kolejnosci wybie-
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ra sic najwlasciwszy model PDF dla probki. Wedlug kryterium y? sprawdzono
zgodnos¢ histogramu z trzema rozktadami teoretycznymi. Przy poziomie istotnosci
0,05 wyniki dla rozktadu normalnego i rownomiernego byly ujemne [7]. Metoda
najmniejszych kwadratow wybrano trapezowy rozktad PDF o dlugosci podstaw 1,79
i 5,38. Ich stosunek wynosi g = 1/3. Dla takiego trapezu, przy 11 stopniach swobo-
dy, wynik testu x2 byt pozytywny. Jeszcze korzystniejszy wynik zgodnosci dal test
Kotmogorowa-Smirnowa dla dystrybuanty. Przy negatywnym wyniku trzeba
zmniejszy¢ wymagania lub uzyska¢ probke o wigkszej liczbie obserwacji n, a przy
nieznanej populacji dobiera¢ inny model rozktadu. Przedstawione tu postgpowanie
dotyczy przypadkoéw, gdy liczba obserwacji n > 10 i znany jest, nawet tylko orienta-
cyjnie, stosunek podstaw f.

0,14

i (—
012

0.1

0,08
0.06

0.04 +— —
0.02 +——

0

T S S S N
Q- O k% oY 0 AT N 59 B
S DY Y Y 9 0 0 g T AT A A D

Rys. 6. Histogram wzglednych czgstosci danych probki
Fig. 6. Histogram of relative frequencies of the data sample

Dla symulowanego eksperymentalnego rozktadu probki otrzymano nastepujace
wartosci estymatorow:

X =22,873, Qu2=23,010, X =22942
Odchylenie standardowe probki: Sx = 1,309.
Odchylenie standardowe $redniej: S[X]=S, / Jn'=0,0926.

Odchylenie standardowe srodka rozstepu probki:

21— BY(4—r
S[sz]:\/v—(l ﬂgn)(4 ):0,089

Odchylenie standardowe estymatora 2-elementowego

ua(X) :%\/sz[i]Jr S?[ayo]+2-0,2-S[X]-S[ay ;] =0,0703

Niepewno$¢ standardowa dwuelementowego estymatora o wspotczynnikach
wedtug wzorow (5) niewiele rozni si¢ od wyznaczonej powyzej.

Wspotezynniki rozszerzenia estymatoréw Qviz i X nie sg znane, ale ich rozkta-
dy sa nieco smuklejsze niz normalny, wiec nie beda one wigksze niz dla $rednie;j.

120



Metody rozszerzenia analizy niepewnosci pomiarow

Dla wszystkich trzech estymatoréw przyjeto prawdopodobienistwo P = 0,95 i jedna-
kowe w przyblizeniu wspotczynniki rozszerzenia kp = Ko,05 = 1,96.

Rozszerzona niepewnos¢ estymatora X Wynosiu ,(X) =k, -ua(X). Wyniki dla

trzech estymatorow menzurandu zawiera tabela 2.

Tab. 2. Trzy estymatory wartoéci i niepewnos$ci wyniku pomiaru dla probki o rozktadzie Trap
Tab. 2. Three estimators of measurement result and uncertainty for the Trap PDF sample

Wartos$¢ wyniku i jego Warto$¢ wyniku z niepewnoscig rozszerzona
niepewno$¢ standardowa S oraz granice jej przedziatu

X

X =(22,87+019), P=0,95

X =2287; ua =009 X e (22,68; 23,06), P = 0,95

G, | X=(230% S[gy,,]=009

X =(23,01+018), P =095
X e (22,83 2319), P = 0,95

X

X =(22,94+014), P =0,95

X =2294: S[X]=0,07 X e (22,87; 2315), P =0,95

Zgodnie z przewidywaniami, najdoktadniejszy jest ostatni wynik dla uprosz-

czonego estymatora 2C o symbolu X , gdyz ma najmniejsze u, = S[X] .

Mozna tez zauwazy¢, ze w tym przyktadzie wartosci menzurandu otrzymane

dla réznych estymatoréw roznig si¢ niewiele i kazdy miesci si¢ w przedziale rozsze-
rzonej niepewnosci dwu pozostatych.

Podsumowanie i wnioski

Prawidlowe oszacowanie wyznaczanej statystycznie niepewnosci dla probki
danych o trapezowym rozktadzie PDF (odpowiednik ua wg Przewodnika
GUM) istotnie zalezy od wyboru efektywnego, tj. mozliwie najbardziej doktad-
nego jej estymatora.

W pracach [7-10] wykazano, ze wybor najlepszego jednoelementowego esty-
matora warto$ci menzurandu dla probki o rozktadzie PDF modelowanym sy-
metrycznym trapezem zalezy od jego ksztattu opisanego przez stosunek dtugo-
$ci podstaw £. Jesli ksztalt trapezu zblizony jest do prostokata, tj. w przedziale
1 > > 0,35 najlepszym estymatorem jest srodek rozstgpu probki, zas ponizej
£ = 0,35, az do rozktadu trojkatnego o f = 0 lepsza jest warto$¢ $rednia.
Jeszcze lepszy dla rozktadow trapezowych jest estymator dwuelementowy 2C
jako forma liniowa $redniej i $rodka rozpiecia.

W szerokim zakresie ksztattow trapezu (0,75 > > 0) mozna stosowaé uprosz-
czony estymator dwuelementowy wg wzoru (6) — o jednakowych wspotczyn-
nikach ki = k; = 0,5. Jest on wystarczajaco doktadny w praktyce, a jego odchy-
lenie standardowe mato zalezy od liczby pomiaréw n > 10 i od stosunku pod-
staw # < 0,55 (rys. 3).

Estymatory te mozna stosowaé tez w metodzie Bootstrap [11, 12], ktora nie
wymaga by wyznaczenie wyniku byto poprzedzone wyborem modelu rozktadu
dla probki.
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Dla probki o rozktadzie trapezowym przy liczbie danych n > 10 mozna przy-
jac, ze wspotczynniki jej estymatorow nie zaleza od n. Probki o mniejszym
n < 10, trzeba modelowa¢ indywidualnie.

Wszystkie wnioski zostaly sprawdzone pozytywnie za pomoca Symulacji Mon-
te Carlo i na kilku przyktadach numerycznych.

Podane powyzej, inne niz warto$¢ $rednia, jedno- i dwuelementowe estymatory
optymalne dla rozkladéw trapezowych nie byty omawiane w publikacjach [5,
6] o rozktadach trapezowych. Nie wystepuja tez w zaleceniach Przewodnika
GUM o wyznaczaniu niepewno$ci pomiarow. Jedynie zalecenia amerykan-
skiego instytutu metrologicznego NIST [2] dopuszczaja inne formuty uznane w
teorii prawdopodobienstwa. Wyniki prac przedstawiano cze¢$ciowo na kilku
metrologicznych konferencjach krajowych i migdzynarodowych [8, 9, 12].
Proponowany dla rozktadow trapezowych liniowy estymator 2C wg (4) i (5)
oraz jego uproszczona wersja (6) o jednakowych wspotczynnikach 0,5 dla war-
tosci $redniej i Srodka rozpigcia mozna stosowac nie tylko w praktyce pomia-
rowej dla przypadkéw nie objetych dotad zaleceniami Przewodnika GUM i je-
go Suplementami, ale tez i w innych uzytkowych badaniach statystycznych,
w ktorych trapezowe modele rozktadow sa czgsto uzywane [5], np. dla liczby
sprawnych urzadzen w przedsigbiorstwie, ludzi w miejscowosci wg wieku.
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Rozdziat 9

Wybér estymatora menzurandu
metodami Monte Carlo i resamplingu

Streszczenie. Podstawowym celem rozdziatu jest rozszerzenie sposob6w wyboru estymatora
danych empirycznych, gdy dane te sa jedyna dostgpna informacja, tj. gdy nieznany jest roz-
ktad ich populacji generalnej. Przedstawiono metodg oparta na symulacji Monte Carlo i dwie
metody powtdrnego probkowania, czyli resamplingu o angielskich nazwach jackknife (wyci-
nania) i bootstrap. Ich przydatno$¢ do uzyskiwania lepszego niz wg GUM estymatora menzu-
randu, tj. 0 mozliwie najmniejszym odchyleniu standardowym, zilustrowano przyktadami
liczbowymi.

Prawidlowe statystyczne szacowanie jest niezmiernie istotne w przetwarzaniu da-
nych pomiarowych. Przeprowadzone niewltasciwie, spowoduje btedng ocene warto-
§ci i niepewnosci pomiaru menzurandu i innych jego parametrow. Gtéwnym celem
niniejszego rozdziatu jest przedstawienie mozliwosci wyboru najlepszego, tj. 0 naj-
mniejszym odchyleniu standardowym, estymatora warto$ci mierzonej dla probki
danych empirycznych w przypadkach, gdy stanowi ona jedyng dostepng informacje.

Estymatorem menzurandu (warto$ci mierzonej) 0 najmniejszym odchyleniu
standardowym, wyznaczanym z probki o obserwacjach pomiarowych pobranych
z populacji o rozktadzie normalnym, jest warto$¢ $rednia. Jej odchylenie standardo-
we (SD) nazwano w Przewodniku GUM [1] niepewnoscia typu A. Klasyczny spo-
sOb sprawdzenia, czy dla probki o n danych hipoteza o normalnosci rozktadu jej po-
pulacji generalnej jest do przyjecia, polega na zastosowaniu dla jej histogramu jed-
nego z testow zgodnosci, np. testu x2 dla v = n — 1 stopni swobody, przy zadanym
dopuszczalnym poziomie istotnosci a. Przy wyniku pozytywnym, jako estymatora
menzurandu uzywa si¢ nastepnie $redniej arytmetycznej oraz jej odchylenia standar-
dowego, czyli niepewnosci typu A jako sktadnika w procedurze oceny niepewnosci
catkowitej wyniku pomiaru (patrz rozdziat 1).

Rozktad normalny jest jednakze modelem teoretycznym, ktéry realizuje si¢
W rzeczywistosci z przyblizeniem, gdyz liczba Zrédet oddziatywania losowego jest
skonczona. Rozrzut warto§ci obserwacji pomiarowych zachodzi w ograniczonym
przedziale i zwykle lepiej odwzorowuja to inne, tj. niegaussowskie teoretyczne mo-
dele rozktadu prawdopodobienstwa [1].

W rozdziatach 5-8 tej monografii przedstawiono wyniki szczegotowej analizy
estymatoréw parametrow menzurandu dla probek danych o réznych modelach roz-
ktadu gestosci prawdopodobienstwa (PDF). Na podstawie prac [1, 2] oméwiono
m.in. rozktady trapezowe, ktore stanowig splot dwu rozktadow réwnomiernych cze-
sto wystepujacych w sygnatach elektronicznych systeméw pomiarowych. Wykaza-
no, ze wybdr najdokladniejszego wsrdd estymatorow jednosktadnikowych (1C)
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menzurandu zalezy od ksztattu PDF populacji mozliwych wynikow obserwacji. Dla
rozktadu o symbolu Trap [4], czyli o PDF w postaci symetrycznego trapezu o bo-
kach liniowych, gdy jego ksztalt jest bliski prostokata, tj. dla zakresu 1> > 0,35,
(gdzie: g = al/b — stosunek krotszej gornej i dolnej podstawy), najlepszym estymato-
rem 1C jest srodek rozpigcia probki. Ponizej f = 0,35 az do f = 0 (dla rozktadu troj-
katnego) lepsza jest warto$¢ srednia. Wartosci obu tych estymatoréw dla n> 10
mozna juz traktowa¢ w praktyce jako niezalezne od n.

W pracach [2, 3] wykazano tez, ze dla probek o trapezowych rozktadach PDF
jeszcze lepszym niz powyzsze estymatory 1C jest estymator dwusktadnikowy (2C)
w postaci liniowej kombinacji dwu poprzednich o optymalnych wartoéciach wspot-
czynnikow zaleznych od stosunku podstaw £ trapezu. Dla szerokiego zakresu f za-
proponowano nowy estymator 2C o formie uproszczonej, tj. o jednakowych wspot-
czynnikach proporcjonalnosci 0,5 dla obu sktadnikow (rozdziat 8). Ten estymator
2C r6zni si¢ od najlepszych 2C bardzo niewiele i moze by¢ stosowany w praktyce z
wystarczajaca do przyjecia doktadnoscia.

Przy stosowaniu w pomiarach rozktadow niegaussowskich wystepuje tez inny
wazny w praktyce problem. Jest to trudno$¢ w identyfikacji wlasciwej funkcji roz-
ktadu prawdopodobienstwa (PDF) dla probki w przypadkach, gdy test zgodnosci
wypada pozytywnie dla kilku r6znych modeli rozktadow. Na podstawie tego testu
brak wtedy podstaw do podjecia decyzji, ktory z nich wybra¢. Nalezy tez dla najlep-
szych estymatorow s$rodka grupowania warto$ci rozpatrywanych rozktadéw znaé
rownania odchylen standardowych (niepewno$ci standardowej), uwzgledniajace
liczbe obserwacji n w probce.

Niniejszy rozdzial poswiecony jest podejsciu numerycznemu, ktore nie wyma-
ga wyboru z gory okreslonego teoretycznego modelu rozktadu. Zostang rozpatrzone
przyktad, w ktorych rozwazy sie i przetestuje algorytmy umozliwiajace taka realiza-
cj¢. Dziela sie one na dwa grupy: symulacja metoda Monte Carlo oraz metoda re-
samplingu, czyli powtornego probkowania danych probki.

Modelowanie metoda Monte Carlo

Dane pierwotne wystepuja zwykle w postaci probki liczacej n wartosci obserwacii,
lub mogg by¢ zgrupowane w histogram. Stosowana tu metoda modelowania Monte
Carlo polega na tworzeniu z tych danych innych prébek oraz pseudo-populacji
0 cechach statystycznych korespondujacych z danymi pierwotnymi.

Dzialania nalezy zacza¢ od utworzenia listy rozpatrywanych estymatoréw. Na
przyklad moga to by¢ to estymatory jedno-sktadnikowe: $rednia arytmetyczna X ,
srodek rozstgpu Qvi2 i mediana Xmed. Nastepnie, na podstawie probek o powielonych
danych oblicza si¢ wartoéci tych estymatoréw i ich odchylenia standardowe (SD)
oraz wybiera si¢ z nich estymator o najmniejszym SD.

Mozna tez rozpatrywaé estymatory liniowe trzysktadnikowe o postaci:

X = kX + Ky X g + K3y 2 1)

oraz ich przypadki szczegdlne dwusktadnikowe. Wspdlczynniki wyznacza si¢ z wa-
runku optymalizacji min{sp( )} .
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Istnieje kilka sposobow symulacji rozktadu dla danych pierwotnych.
Symulacja oparta na danych niezgrupowanych i aproksymacji funkcji
odwrotnej

Do oceny niepewno$ci mozna stosowaé bezposrednio metode funkcji odwrotnej, jak
to proponuje si¢ w [4]. Jej algorytm podano na rys. 1.

1. Utworzenie dystrybuanty (CPD) danych
empirycznych

2. Oszacowanie zalezno$ci analitycznej
dla funkcji odwrotnej dystrybuanty empirycznej CDF

' !

3. Symulacja 5. Symulacja m prébek
pseudo-populaciji o n elementach

!

4. Ekstrakcja (wyciecie)
m prébek o n elementach

[
6. Oszacowanie rozpatrywanych estymatoréw i ich
odchylen standardowych (SD) dla kazdej z m prébek

!

7. Wybér najbardziej efektywnego estymatora
w kryterium min(ua =SD)

Rys. 1. Metoda oparta na symulacji Monte Carlo
Fig. 1. Method based on Monte Carlo simulation

A oto zalecenia dalszego postepowania.

— W wigkszosci przypadkow analityczne znalezienie funkcji odwrotnej nie jest
mozliwe i lepiej dokonywac jej aproksymacji dla dystrybuanty (CDF).

— Model aproksymowanej krzywej nie musi by¢ wielomianem. Powinno si¢ go
wybiera¢ wg kryterium najmniejszego btedu lub wg doktadnos$ci aproksymo-
wanej wartosci. Preferuje si¢ aproksymacje wielomianowg tylko dlatego, ze
wystepuje ona w wielu pakietach oprogramowania.

— Dla skomplikowanych estymatoréw nalezy stosowaé procedure szacowania
wspotczynnikow (wag) sktadnikoéw.

Jakos$¢ rozwazanej procedury okresla si¢ za pomocy:

— liczby probek m,

— doktadnosci aproksymacji funkcji odwrotnej CDF,

— wykazu wybranych estymatoréw lub procedury szacowania ich wspotczynni-
kow (wag).
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Symulacja oparta na zgrupowanych danych i odcinkami linearyzowanej
funkcji odwrotnej

W tym przypadku dystrybuanta CDF jest reprezentowana przez odcinkowo-liniowa
aproksymacje (rys. 2) i nie ma konieczno$ci stosowania metody najmniejszych
kwadratow. Symulacja wykonywana jest metoda funkcji odwrotnej dla kazdego
przedziatu. Funkcj¢ odwrotna do liniowej wyznaczaja dwa punkty skumulowanych
czestosci wzglednych. W kolejnych postepowaniach powtarza si¢ te operacje.

Odworotna funkcja dystrybuanty

p(x) — ; ‘
(CDF) dla j-tego przedzialu

18 PDF 24
' Fx) =

7 y=Fi (x)

% CDF j-tego przedzialu
=

1 COF 24

Rys. 2. Zgrupowane dane i linearyzowana odcinkami funkcja odwrotna
Fig. 2. Grouped data and inverse piecewise linear function

Symulacja na podstawie parametréw ksztattu i uogélnienia rozktadu
Wiekszo$¢ modeli PDF uzywanych do oceny niepewnosci daje si¢ uogolni¢. Stosuje
si¢ przede wszystkim system krzywych Pearsona [4] oraz inne systemy: Johnsona,
Burra i innych. W zaleznosci od warto$ci parametrow probki odpowiadajacych czte-
rem pierwszym centralnym momentom, mozemy dopasowa¢ forme¢ krzywej Pearso-
na i zasymulowac rozklad. Istnienie wiele uogélnionych rozktadow, np. rozktady gh
i rozktady 1 Tukeya [4], ktore umozliwiajg uproszczenie tego podejscia.

Metody resamplingu

Metody resamplingu sg jednym z najnowszych sposobdw szacowania statystyczne-
go, opartego na realizacji komputerowej [5]. Istniejg dwa sposoby jego realizacji.

Metoda ,,jackknife” (z wycinaniem)

Polega na usuwaniu elementéw z otrzymanego zbioru poczatkowych danych i po-
nownym obliczaniu estymatora.
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Dla i-tej replikacji ,,jackknife” (tj. po usunigciu i-tego elementu):

0 = 04 Xp0 X1, Xi15000 %n)

2
Odchylenie standardowe estymatora ,,jackknife” z replikacji m wynosi:
" m o = 2 d .= 1 LI 3
D(0) = - zZie 0==)0;.
SD() m_li:l(e. 0) g 20 3)

W metodzie ,jackknife” liczba m tworzonych probek jest ograniczona przez
liczbe obserwacji n, tj. m<n-1.

Metoda ,,bootstrap”

W metodzie ,,bootstrap” tworzy si¢ zbidr probek przetworzonych z probki danych
pierwotnych. Kazda z nich otrzymuje si¢ przez losowe wybieranie elementow z
probki oryginalnej (ekstrakcja z jednakowym prawdopodobienstwem 1/n). Te nowe
probki — ,resample” uzupelniaja probke oryginalng. Algorytm tej metody resam-
plingu podano na rysunku 3.

Metody resamplingu

1. Prébka oryginalna o n obserwacjach

Metoda jacknjfe \
2. Probka przetworzona —
oryginalna bez jednego z elementéw

Metoda bootstrap Y
3. Prébka przetworzona —
oryginalna bez losowo wybranych elementéw

Y Y
4. Wielokrotne powtarzanie prébkowania
(m prébek wtérnych - resampli)

Y
5. Oszacowanie estymatorow i ich SD
dla kazdej z m probek wtérnych

Y
6. Wybor najefektywniejszego estymatora
wg Kryterium min(u,=SD)

Rys. 3. Algorytm metody resamplingu
Fig. 3. Algorithm of the resampling method

Metodg¢ mozna stosowaé, gdy obserwacje sa niezalezne i jednakowo roztozone
Jej doktadno$¢ zalezy od btedow statystycznych i blgdu modelowania. Przetwarza-

nie oryginalnej probki mozna wykona¢ tyle razy, na ile pozwoli moc obliczeniowa
komputera.
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Przyktad
Histogram zasymulowanego rozktadu o liczbie elementéw n=200 podano na rys. 4a.

Symulacja metodg Monte Carlo

Dokonano symulacji Monte Carlo dla danych niezgrupowanych. Aproksymacje
funkcji odwrotnej CDF pokazano na rys. 4b. Probke zasymulowano M = 1 000 000
razy w oparciu o znaleziong funkcj¢ odwrotng. Jest to tak zwana pseudo-populacja.
Jej histogram jest na rysunku 4c. Dla ustalenia zgodnos$ci z pierwotnymi danymi
sprawdzono i poréwnano warto$ci niektorych parametrow (tabela 1).

b.

=)

y=F (x)

a 0z o4 0.6 o 1

Rys. 4. Symulacja metodg Monte Carlo rozktadu empirycznego: a. histogram danych pier-
wotnych, b. aproksymacja funkcji odwrotnej CDF, c. histogram ,,pseudo-populacji”
(z symulacji metoda Monte Carlo)

Fig. 4. Monte Carlo simulation of empirical distribution: a. Histogram of initial data,
b. Inverse CDF approximation, c¢. Histogram of pseudo-population (by Monte Carlo
simulation)

Tab. 1. Por6wnanie wybranych parametrow probki otrzymanych metodami MC
Tab. 1. Comparison of some parameters of sample obtained by MC method

Dane « ) .y “pseudo-populacja”
Parametr poczatkowe pseudo-populacja (z grupowaniem)
Dyspersja 1,82 1,82 1,91
Asymetria -0,02 -0,03 -0,042
Kurtoza 2,08 2,05 2,07

Wyniki zastosowania tej metody MC podano na rysunku 5 i w tab. 2.

a. b. c.
2000 4000 2000

1500 3000 1500

1000 2000 1000

500 1000 500

0 a a -
20 205 21 215 22 20 205 21 215 22 20 205 21 218 22

Rys. 5. Rozklady: a. wartosci $redniej, b. srodka rozpiecia i c. mediany probki danych
Fig. 5. Distributions of sample mean, midrange and median

130



Metody rozszerzenia analizy niepewnosci pomiarow

Z przedstawionych na rysunku 5 histogramow estymatoréw jednoelementowych
najbardziej efektywny jest $rodek rozstepu, gdyz ma najmniejsze odchylenie stan-
dardowe (jest najwezszy).

Poréwnanie wynikéw symulacji metoda MC i bootstrap

Parametry probki 0 znanych danych poczatkowych (kolumna 3) nastgpnie dla
sprawdzenia wyznaczano metodami Monte Carlo oraz metoda bootstrap. Rezultaty
symulacji podane sg w tabeli 2.

Tab. 2. Por6wnanie kilku estymatoréw jednoelementowych
Tab. 2. Comparison of few one-component estimators

Dane Syrr;:lzaqa Symulacj az Metoda
Estymator | Parametr poczatkowe | grupowania grupowaniem | bootstrap
S o0y | M=1000000 | (m=200)
. Srednia 21,000 20,084 20,078 21,001
rednia SD 0,0957 0,095 0,097 0,096
crodek 21,0275 20,004 21,014 21,035
rozstepu sD _ 0,046 0,048 0,066
ediana 21,1190 21,023 21,016 21,059
SD - 0,170 0,140 0,200

Wartos$ci SD odchylen standardowych trzech estymatorow jednoelementowych
uzyskane kazda z metod symulacji r6znig sie. Jednak wykazuja, ze srodek rozstgpu
jest dla tej probki najbardziej efektywny, gdyz ma najmniejsze SD. Na rysunku 6
przedstawiono otrzymane metoda bootstrap istotne rdznice miedzy rozszerzona nie-
pewnoscig wartosci Sredniej i dlugo$cia rownowaznych jej przedziatow dla srodka
rozstepu i mediany dla p = 0,95.

Sample mean (21,00£0,19)
Mid-range —— (21,03+0,13)
Mediane (21,0640,39)

Rys. 6. Niepewnos¢ rozszerzona $redniej i rOwnowazne jej przedziaty srodka rozstgpu i me-
diany dlap =0,95

Fig. 6. Expanded uncertainty of mean and coverage intervals of midrange and median for
p=0.95

Wyznaczenie najlepszych estymatorow prébek bez koniecznosci poszukiwania
ich rozktadéw

W tabeli 3 zamieszczono wyniki wyznaczenia metodami MC i bootstrap parame-
trow kilku estymatorow trzech réznych probek o histogramach podanych w kolum-
nie pierwszej. Dla kazdej probki pogrubiono najlepszy z rozpatrywanych estymato-
row, tj. o najmniejszym odchyleniu standardowym.
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Tab. 3. Poréwnanie rezultatow dla kilku probek
Tab. 3. Comparison of results for few samples

SD estymatora

)?+q\,,2
2

Up -
Dane pierwotne (n = 200) wg Estymator S),,\;Ing I\z;lvga resampling
GUM Pearsona (bootstrap)
Probka z populacji
o rozkladzie normalnym srednia 0,15 0,15
- $rodek
® 0,14 rozstepu 0,70 0,60
10 mediana 0,18 0,19
Probka z populacji
o rozktadzie typu U 0.0994 érednia 010 010
0,10 §
$rodek 0,0014 | 0,0010
rozstepu
mediana 0,21 0,24
Prébka z populacji o rozkladzie srednia 0,09 0,09
trapezoidalnym
(stosunek podstaw £ = 0,35) : ;
$rodek roz 0,09 0,10
stepu
0,09 )
mediana 0,13 0,13
Estymator 2C
0,070 0,070

Wyniki symulacji z tabeli 3 potwierdzaja znane wczesniej wlasciwosci estyma-
toréw dla rozktadu normalnego i typu U oraz estymatoréw zbadanych po raz pierw-
szy w pracach [2, 3] dla rozktadéw trapezowych. Najlepszymi z nich estymatorami,
tj. o najmniejszym odchyleniu standardowym SD dla probek z populacji o rozkta-
dach rozpatrzonych w tym przyktadzie, sa:

— dla rozktadu normalnego — $rednia arytmetyczna,
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— dla rozktadu typu U — érodek rozstepu,
— dla rozktadu trapezowego Trap — estymator 2C zaproponowany przez Warsze i
Galovska w [2, 3] (rozdziat 8).

Istnieje $cisty dowdd analityczny dla rozktadu normalnego [8].

Whnioski

Rozpatrzono metody poszukiwania najlepszego estymatora menzurandu i jego nie-
pewnosci dla probki danych pomiarowych. Procedury Monte Carlo daja dobre wy-
niki, ale wymagaja probki danych pierwotnych o odpowiednio duzej liczebnosci do
uzyskania dobrego przyblizenia przy tworzeniu funkcji odwrotnej do jej dystrybuan-
ty (CDF) i histogramu.

Nieklasyczne podejscie — metody resamplingu, nie wymagaja probek o duzych
rozmiarach. Istnicjg dwie rézne ich procedury: jackknife i bootstrap. Procedury te
wymagaja dodatkowych operacji algorytmicznych dla aproksymacji funkcji odwrot-
nej, w tym przez odcinki linii prostej. Metoda bootstrap mozna wyprodukowa¢ wig-
cej probek wtornych — resampli, ale wymaga ona dodatkowego oprogramowania do
realizacji pseudo-losowej populacji danych.

Powyzsze algorytmy mozna wykorzysta¢ w badaniach réznych obiektow dla
tworzenia wielu réznych estymatorow warto§ci menzurandu, w tym estymatoréw
w postaci formy liniowej o kilku elementach oraz w analizie niepewnosci pomiaru
probek z populacji o nieznanym rozktadzie.
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Rozdziat 10

Wielomianowy estymator parametrow menzurandu
o symetrycznych rozktadach niegaussowskich
oparty na kumulantach danych

Streszczenie. Przedstawiono zastosowanie metody maksymalizacji wielomianu o angielskim
akronimie PPM do oceny warto$ci i niepewno$ci menzurandu dla symetrycznych nie-
gaussowskich probek danych pomiarowych o nieznanym a priori rozktadzie PDF ich popula-
cji. Metoda ta opiera si¢ na zastosowaniu wielomianow stochastycznych i wykorzystuje staty-
styke wyzszego rzedu - opis parametrow losowych przez momenty i kumulanty. Podano
wyrazenia analityczne umozliwiajgce estymacj¢ parametrow menzurandu i analiz¢ ich do-
ktadnosci dla wielomianu stopnia s = 3. Wykazano, ze niepewno$¢ menzurandu oszacowana
z danych probki metoda PPM jest zwykle mniejsza niz wyznaczona klasycznie wg Przewod-
nika GUM. Stosunek obu estymat niepewnosci zalezy od warto$ci wspotezynnikéw kumulan-
tow wyzszego rzedu i charakteryzuje stopien odstawania rozktadu danych probki od modelu
Gaussa. Wyniki modelowania statystycznego metoda Monte Carlo potwierdzity skuteczno$é
proponowanego podejscia.

Wynik pomiaréw menzurandu uzyskuje si¢ przez analize statystyczna zbioru warto-
$ci wielu powtarzanych obserwacji pomiarowych, czyli probki pomiarowej. Wia-
sciwy wybor metod i algorytmoéw przetwarzania warto$ci obserwacji wymaga przy-
jecia model matematycznego, ktory adekwatnie opisuje ich rozproszenie. Dla men-
zurandu o stalej wartosci zwykle uzywa si¢ modelu, ktory charakteryzuje si¢ esty-
matorem tej warto$ci o najmniejszym odchyleniu standardowym, i rozktadem
o symetrycznej funkcji gestosci prawdopodobienstwa (PDF) wokot tej wartosci.
Wybor estymatora zalezy od rodzaju tego rozktadu. Powinno si¢ wybra¢ model
rozktadu, ktory jak najlepiej przybliza dane doswiadczalne. W przewodniku wyzna-
czania niepewnosci pomiarow GUM estymatorem menzurandu jest wartos¢ srednia
probki, ktora jest najlepszym estymatorem tylko dla rozktadu normalnego (Gaussa) [1].

W praktyce najczesciej rodzaj rozktadu danych pomiarowych nie jest znany
a priori. Badania eksperymentalne dotyczace identyfikacji i analizy rozktadow dla
rzeczywistych danych wykazaty, ze funkcji Gaussa nie mozna uzna¢ za uniwersalne
narzedzie, nadajace si¢ bez ograniczen do opisu wszystkich rodzajow bledow
w systemach pomiarowych. W praktyce, warunki zastosowania centralnego twier-
dzenia granicznego zwykle nie s3 spelnione, gdyz liczba sktadnikow wplywow
losowych jest ograniczona. Ponadto w wielu przyrzadach elektronicznych moze
wystapi¢ jaki$ rodzaj nieliniowos$ci charakterystyki, taki jak ograniczenie liniowego
zakresu amplitudy sygnatu, nieliniowo$¢ kwantyzacji itp. Dlatego do opisania da-
nych pomiarowych uzywa sig¢ tez inne rozktady, np. rozktad rownomierny, trojkat-
ny, arc sin, rézne rozktady trapezowe itp. [1b, 2].
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Metody klasyczne bazuja na pojeciu gestosci prawdopodobienstwa i nazywa
si¢ je metodami parametrycznymi. Gtowne trudnosci wystepujace przy stosowaniu
tych metod dotycza koniecznosci posiadania informacji a priori o formie rozkladu,
a takze potencjalnie wysokiego stopnia ztozonosci przy ich realizacji i analizie wia-
$ciwosci. Dlatego opracowywane sa inne metody statystyczne, ktore pozwalatyby
zminimalizowa¢ wymagana a priori ilo$¢ informacji. Jednym z alternatywnych
sposoboéw przetwarzania danych niegaussowskich jest wykorzystanie statystyki
wyzszego rzedu — opis przez momenty lub kumulanty [3]. W tym rozdziale omawia
si¢ wyniki wspolnej pracy z S. Zabolotniim [15].

Ponizej zostang przedstawione podstawowe rownania opisujace ogdlne kumu-
lanty i ich zwiazki ze statystycznymi momentami rozktadow prawdopodobienstwa.

Funkcje charakterystyczna zmiennej losowej & otrzymuje si¢ przez przeksztat-
cenie Fouriera o postaci

17 i
fé(u)=§ [ pe(x)e*dx
gdzie: p — gestos¢ prawdopodobienistwa; U, X — zmienne pomocnicze, j = J-1.

Momenty m; wyznacza si¢ ze znanego wzoru

m = [ (= J{dd— fé(”)]u_o

—o0

Kumulanty i otrzymuje si¢ po rozwinigciu funkcji f, (u) w szereg Taylora-

Maclaurina. Sa one opisane nastgpujacymi wzorami:

~ldinf()
Xi =] dUi u:O'

Migdzy kumulantami i momentami istnieje jednoznaczny zwigzek, na przyktad

=My, X2 =Ho, Xs=Hs, Xa=Ha=313, Xs=Ms —104us,
o = M~ 1510 —10445 +30455 ..
gdzie: m; — moment pierwszego rzedu, £4 — momenty centralne rzegdu i.

W analizie wlasciwos$ci zmiennych losowych uzywa si¢ tez wspodtczynnikow
kumulant jako parametréw bezwymiarowych nastepujaco znormalizowanych
wzgledem wariancji, czyli kumulanty rzedu drugiego y»:

7i :Xi/\/l_;

Najbardziej uzyteczne sg wspotczynniki asymetrii j5 i kurtozy y. Momenty
i kumulanty kilku podstawowych rozktadow podano w tabeli 5 na koncu rozdziatu.

Opis z uzyciem kumulant ma szereg wlasciwosci, ktore pozwalaja skutecznie
rozwiazywac rozne zadania statystyczne. Gtowne zalety to:
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— odrebny i niezalezny sens statystyczny kumulant, ktére do pewnego stopnia
mozna rozpatrywac jako niezalezne od siebie;

— dla rozktadu Gaussa wszystkie kumulanty rzgdu r > 3 sa réwne zero. Uzywajac
pewnej liczby kumulant (lub ich wspdtczynnikéw) rzedu wyzszego niz 3,
mozna opisywa¢ wymagany stopien niegaussowosci zmiennych losowych;

— w przeciwienstwie do innych statystyk wyzszego rzedu, na przyktad momen-
tow, skonczonemu zbiorowi kumulant zawsze odpowiada jednoznacznie funk-
cja rzeczywista, ktora aproksymuje rozktad prawdopodobienstwa;

— W praktyce bardzo wazna wtasciwoscia jest inwariantno$§¢ kumulanty wzgle-
dem zmian poczatku i zakresu skali zmiennych losowych;

— ponadto wystepuje wlasciwos$¢ kompozycji, ktora polega na tym, ze kumulanta
i-tego rzgdu sumy statystycznie niezaleznych zmiennych losowych jest suma
kumulant tego samego rzgdu wszystkich sktadowych [4].

Przyktadem wykorzystania zalet opisu z uzyciem kumulantéw w rozwiazywa-
niu zadan metrologicznych jest zastosowanie podanej w [5] metody kurtozy do
obliczenia bledu pomiaru sumy sktadowych. Jednak zastosowanie tego algorytmu
ogranicza si¢ do danych opisanych przez niektore rozktady o symetrycznych PDF.
Ponadto jest to metoda graficzno-analityczna, trudna do automatyzacji.

Udoskonalona, tatwa do zautomatyzowania metode kurtozy podano w pracy
[6]. Jest ona uniwersalnym narzedziem do szacowania niepewnosci rozszerzonej dla
szerokiej klasy niepewnosci typu B wraz z udziatem niepewnosci typu A przy do-
wolnym stopniu swobody. Modele addytywnych i multiplikatywnych btedow do-
datkowych w torach pomiarowych z uzyciem kumulant analizowano w pracy [7].
Role wspodtczynnika kumulanty 4. rzedu (kurtozy) jako jednej z najbardziej istot-
nych cech rozktadéw symetrycznych badano szczegdtowo [8]. Ponizej, do opisu
wlasciwos$ci symetrycznych rozktadow danych pomiarowych, poza kurtoza, zostanie
zastosowana kumulanta 6. rzedu. Przy niewielkiej korelacji zaktada si¢ wspotczyn-
niki rij = 0.

Cel badan

Ponizej przedstawi si¢ rezultaty wspdlnych z S. Zabolotniim badan dotyczacych
mozliwosci zastosowania niekonwencjonalnej semiparametrycznej metody staty-
stycznej o akronimie PPM do szacowania estymat opisujgcych warto$¢ i niepewnos$é
wyniku pomiaru menzurandu na podstawie danych prébki pomiarowej [18]. To
narz¢dzie matematyczne 0 angielskiej nazwie Polynomial Maximization Method i jej
akronim zaproponowat Yurij Kunchenko w monografii [9]. Wykorzystuje ono wie-
lomiany stochastyczne. W jezyku polskim proponuje si¢ stosowaé nazwe: Metoda
Maksymalizacji Wielomianu, lub w skrocie: metoda wielomianowa PMM. Metoda
ta pozwala na ocen¢ wilasciwosci probabilistycznych rozktadow jednomodalnych
odbiegajacych od funkcji Gaussa i okre§lonych przez wartosci wspotczynnikow
kumulant 3. rzgdu lub wyzszych. Tego rodzaju wiasciwosci probabilistyczne wraz
z dodatkowa nieliniowg transformacja danych moga poprawi¢ oceng¢ niepewnosci
wyniku pomiaréw, gdyz estymata wariancji wyznaczana metodg PPM jest mniejsza
niz wg GUM. Zachgte do podjecia tematu stanowity wyniki wczesniejszych prac
S. Zabolotniiego dotyczacych zastosowania metody PMM. Opracowat on adapta-
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cyjne algorytmy do oszacowania a posteriori (off-line) potozenia punktu skokowej

zmiany (Change Point) warto$ci $redniej lub wariancji w nie-gaussowskim szeregu

losowym otrzymanym przez probkowanie badanego procesu lub sygnatu [10, 15].
Niniejszy rozdziat ma nastepujace cele szczegblowe:

— zastosowanie metody maksymalizacji wielomianu PPM w syntezie algoryt-
mow do estymacji niepewno$ci menzurandu na podstawie serii danych pomia-
rowych z populacji 0 symetrycznym jednomodalnym rozktadzie niegaussow-
skim,

— analiz¢ teoretyczng doktadnos$ci estymat wielomianu,

— badanie skutecznosci tych algorytméw przez modelowanie metodg Monte Carlo.

Matematyczne sformutowanie problemu

Mierzong warto$¢ a wyznacza si¢ jako wynik z serii powtarzanych obserwacji po-
miarowych, ktorych dane zawieraja btedy przypadkowe. Zbior wynikow pomiaréw
nalezy interpretowaé jako probke X={x,%,,.x,} sktadajaca si¢ z n niezaleznych i
jednolicie losowo roztozonych wartosci danych, opisanych przez model & = a + &.
W modelu tym wystepuje staty sktadnik a = const (warto$¢ mierzona) oraz syme-
trycznie roztozony sktadnik & jako zmienna losowa o wartosci sredniej rownej zeru
i 0 rozktadzie prawdopodobiefistwa roznigcym sie od normalnego (bledy przypad-
kowe). Wiasciwosci probabilistyczne sktadnika & zostang opisane przez kumulantg
(wariancj¢) y» i wspotczynniki kumulant y i 7%. Nalezy na podstawie zbioru warto-
$ci obserwacji w probce X znaleZ¢ estymator & parametru a jako warto$¢ mierzona
i estymator jej odchylenia standardowego oy, czyli niepewnosé¢ standardowa Ua.

Metoda maksymalizacji wielomianu (PMM)

Wedtug metody PMM [9], oszacowanie parametru ¢ jest rozwigzaniem nastepuja-
cego wielomianowego rownania stochastycznego tego parametru:

ghi 9) EZ”;X' ~a (9)} g

gdzie: s — stopien réwnania uzytego do estymacji, «;(9) — teoretyczne wartosci

-0 (1)

momentéw poczatkowych i-tego rzedu, h;($) — wspotezynniki dla minimum wa-
riancji.

Wspbtczynniki h(9) (dla i=f§) znajduje sie rozwigzujgc uklad liniowych
réwnan algebraicznych odpowiedniego stopnia s, otrzymany dla warunkéw minima-
lizacji wariancji parametru 9, a mianowicie:

Sh(9)F,9)=La9), i=13, 2

= Eaj
i1
gdzie: K j(S): o, J-(.9)—04 (9) i (9) — parametr nazwany przez Kunchenke korrelan-

tem centralnym o wymiarach i, j [9].

138



Metody rozszerzenia analizy niepewnosci pomiarow

Kunczenko wykazat tez, ze wielomianowe estymaty 4, bedace rozwiazaniami
rownan stochastycznych (1), sa zgodne i asymptotycznie nieobcigzone.
Uktad réwnan (1) rozwiazuje si¢ analitycznie metodg Kramera, to znaczy
A —

hi(s):A—‘S, i=1s (3)

S

gdzie: A, =det||FL E (i,j=1s) - objetos¢ wielomianu stochastycznego stopnia S,

A, —Wyznacznik otrzymany z A, po zastapieniu i-tej kolumny przez kolumne wyra-
z6w wolnych uktadu rownan (2).

W pracy [9] wykazano, ze wielomianowe oceny 3, bedace rozwigzaniami sto-
chastycznych réwnan 0 postaci (1), s3 spdjne i asymptotycznie nieobcigzone.
W celu obliczenia oceny niepewnosci nalezy znalez¢é objetos¢ pozyskiwanej infor-
macji o szacowanych parametrach 9, opisang ogélnie przez rOwnanie:

Joie) = N9 (9) ©)

Sens statystyczny funkcji Jq,5) jest taki, jak w klasycznej koncepcji Fischera

o0 ilosci informacji, gdyz jezeli n—oo, to jej odwrotno§¢ prowadzi do wariancji
estymat:
O'(Za)s = r!m J;nl(y) 99 (4)

gdzie: 9, — rzeczywista warto$¢ szacowanego parametru.

Wielomianowe oszacowanie wartosci mierzonej

W praktyce pomiarowej, w wielu przypadkach do znalezienia estymaty a parametru
a uzywa sie statystyki liniowej, czyli §redniej arytmetycznej [1, 2]:

a

1 n
X=— va (5)
Ny=1
Parametr 4 ze wzoru (5) jest oszacowaniem matematycznym warto$ci ocze-
kiwanej zmiennej losowej. Wyznacza si¢ go z zastosowaniem metody momentow
(MM). Wedlug [2], estymata o postaci (5) ma minimalne odchylenie standardowe
(SD), gdy zmienna losowa ma rozktad Gaussa i jej wartosci X = {x,,%,,..x,} pobiera-
ne sa losowo. W dalszych rozwazaniach zaklada si¢, ze wartosci te nie sg ze soba
skorelowane (funkcja autokorelacji rowna zeru). Jesli rozktad wartosci danych
otrzymanych w powtarzanych pomiarach r6zni si¢ znaczaco od funkcji Gaussa, to
inne estymaty, wyznaczane metodami alternatywnymi, w tym nieliniowymi, moga
by¢ lepsze. Na przyklad srodek rozstgpu dla rozkladu rownomiernego ma warto$é¢
SD mniejsza niz estymata &, czyli niz niepewno$¢ standardowa wyznaczana wg
GUM metoda typu A.
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Oszacowanie wartosci $redniej, uzyskiwane metoda PMM przy uzyciu wielo-
mianu stopnia s = 1, jest identyczne z postaciag (5) wg metody liniowej MM [9] .
Kunchenko wykazat tez, ze Symetria rozktadu, podobnie jak dla momentéw, charak-
teryzuje si¢ brakiem nieparzystych wspotczynnikéw kumulant oraz estymaty otrzy-
mane przy uzyciu wielomianéw stopnia S = 2 degeneruja si¢ do estymat wedtug
metody liniowej MM. Zatem najpierw rozpatrzy si¢ utworzenie algorytmu do staty-
stycznej estymacji parametru a dla stopnia wielomianu s = 3. W metodzie PMM
przy uzyciu takiego wielomianu ocena 4 jest rozwigzaniem réwnania:

i (x, —a)+h,( Z[x —(a +;(2)]+h Z[x —(a +3a;(2)] =0, (6)

a=4

gdzie: h a), cee |’13(a) — optymalne wspotczynniki, minimalizujgce wariancje.

Dla s = 3 wspotczynniki te znajduje si¢ rozwigzujac uktad trzech rownan li-
niowych (6) zapisany w nastepujacej postaci macierzowe;j

1 2a 3a% + y,(y, +3) hy(a) 1
2a 4a% + y,(y, +2) 6a® +ay,(57, +12) ||h,(a)|=| 2a
9a +3a’y, (57, +12 2
3a% + y,(y, +3) 6a°+ay, (57, +12) a 2+ 2%72(674 +12)+ | [ha(@)] [30% +37,
L + 25 (U574 + 75 +15)
(62)
Wspdtczynniki hi(a), ..., hs (a) sa dane nastepujacymi wyrazeniami
_ 4 4 4
hy(a)= Aﬂ(z (30‘2/\1 _ZZZA2)7 hz(a)Z%“Av hy(er)= AZZ A (7
3 3 3

gazie: Ay = 25 (124247, + 772 ~ 13 + 27+ vars), M=20a+ 7,
Ay =12430 7, +1272 + 205+ 146 7i = ;(i/,l;(; — wspotezynniki i-tej kumulanty.

Po wstawieniu wspotczynnikéw (7) do zaleznos$ci (1) otrzymuje si¢ nastepuja-
ce rownanie dla a:

Aa®+Ba’+Ca+D| =0, 8
a=a
. 1L 18
gdzie: A=A, B:—3A1;Zx\,, C:Aanxv 2Ny, D=A,p, = ZXV A= ZXV
v=1 v=1 v=1 v=1

Po zamianie zmiennej a na y= ator otrzymuje sie rownanie (8) w postaci kano-

nicznej:
y3+3Py+2Q=0 9)
. 28® BC D 3AC-B?
dzie: 2Q = -—+—=, P=—7T—"F—.
g < 27A° 3A* C 3A2
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Liczba pierwiastkow rzeczywistych rownania (9) zalezy od znaku wyrazenia
G=Q?+ P3 Jesli G > 0, to rownanie (9) ma jeden pierwiastek rzeczywisty i dwa
zespolone, jezeli G < 0 — trzy pierwiastki rzeczywiste, a gdy G =0 to dla P = Q jest
tylko jedno rozwiazanie zerowe, lub dla P® = —Q? s3 dwa pierwiastki rzeczywiste.

Pierwiastki rownania (8) znajduje si¢ analitycznie ze wzordéw Cardana:

B B B
ay) =U +Y_ﬁ’ ap) =&l +£2Y_ﬁ’ a(3):$2U_£1Y_ﬁ‘ (10)

gdzie: U ='~§/—Q+,/Q2+P3 Y =%/—Q—,/Q2+P3 , &£,=-05+i05/3.

Gdy wedtug metody wielomianowej PMM poszukiwana ocena ma wiele roz-
wigzan, wybiera si¢ ten pierwiastek rzeczywisty rownania ogdlnego (4), przy kto-
rym maksymalizuje si¢ ilo$¢ uzyskiwanej informacji [9]. Z badan symulacyjnych,
ktére omawia si¢ ponizej, wynika, ze przy stopniu wielomianu s = 3, z otrzymywa-
nych trzech pierwiastkow (10) takie wiasciwosci jako estymata & ma estymata ag)-

Analiza doktadnosci oszacowania

Do ilosciowej oceny zmian niepewno$ci pomiarOw proponuje si¢ zastosowac
wspotczynnik redukcji wariancji estymat:
2

O-a S
9(a)s = ) (11)

O-(za)l

Wspotczynnik ten jest stosunkiem wariancji a(za)s estymaty parametru a, ktora

mozna znalez¢ metoda PMM za pomocg wielomianu S-tego rzedu, i wariancji o—(za)l
dla estymaty liniowej tego parametru (4) uzyskanej metoda momentéw MM (tak jak
w GUM). Jest to rOwnowazne zastosowaniu wielomianow stopnia s =1 w PMM.
Liniowa estymata & o postaci (4) jest nieobcigzona (nie ma przesuniecia) i jest
zgodna [2]. Jej wariancja o?
jest okreslona przez wariancje losowej sktadowej wartosci obserwacji w probce
(drugiego rzedu kumulanta y» zmiennej losowej &) oraz przez liczebnos$¢ probki n:

nie zalezy od warto$ci estymowanego parametru, lecz

Ol =72 (12)

Za pomocg wyrazenia (7) opisujacego optymalne wspotczynniki w PMM oraz
w oparciu 0 wzdr ogdlny (3) otrzymuje si¢ wyrazenie opisujace ilos¢ informacji
szacowanych parametrow a. Uzyskuje si¢ ja z liczebnos$ci probki n za pomoca wie-
lomianéw stochastycznych stopnia s = 3:
Jonia) = 2502+ 24y, +9y2 + 2 )
3n(a) = A, Xo\Le+ 28y, + 9y + 26 +Vale )

gdzie A, ma taka sama postac jak w (7).
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Wariancja asymptotyczna G(za)s jest odwrotno$cig wartosci Jg,,) O postaci:

2
2 X2 V4
of,y="=~1-——— 13
(@)t n { 6+974+7J (13)
Tak wigc, wspotczynnik zmniejszenia wariancji Wynosi
2
V4
=1-— 14
O S (14)

Jest on funkcja wartosci wspotczynnikow kumulant wyzszych rzedow (7 i ) i nie
zalezy od warto$ci kumulanty y»> = m; oraz od liczebnos$ci n probki.

Wspotczynniki kumulant wyzszego rzedu dla zmiennych losowych nie moga
przyjmowac¢ dowolnych warto$ci, gdyz ich kombinacja ma pewien obszar wartosci
dopuszczalnych [9]. Na przyktad, dla symetrycznych rozktadow prawdopodobien-
stwa zmiennych losowych o wlasciwosciach okre§lonych przez wspoétczynniki ku-
mulant stopnia 4 i 6, obszar dopuszczalnych wartosci tych parametréw jest ograni-

czony przez dwie nierdwnosci
B> -2 [ Yo+ 97, +6> 72,

Z ostatniej nierownosci i analizy wzoru (14) wynika, ze wspotczynnik redukcji
wariancji wspotczynnikow kumulant ga)3 jest liczbg z przedziatu (0; 1].
Na rysunku 1 podano wykresy uwzgledniajace te ograniczenia.

g(a)3 g(a)3
N, | [ T=-10]
1 %(‘jo
0.8+ = 0.8
H
N ]
0.6+ 1+ 0.6
' ]
. ]
' ]
H ]
0.4f— 0.4
N ]
i
0.2(F 0.2
R \ .
0 ; : '\.. 0 K
0 5 107, -20 0 20 Ys
a) D)

Rys. 1. Zaleznosci wspotczynnika redukcji wariancji g(a)s od wspotczynnikow kumulant ya, ye
Fig. 1. Dependence of variance reduction coefficient ga)s on cumulant coefficients ya, ys

Wykresy te ilustruja zalezno$ci wspotczynnika gz i sa wykonane jako prze-
kroje funkcji dwu zmiennych opisanej wzorem (14). Przedstawiaja zalezno$¢ dla
jednego z parametrow przy trzech okre§lonych wartosciach drugiego. Mozna row-
niez zauwazy¢, ze wariancja estymaty wielomianowej & znacznie wzrasta i dazy
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asymptotycznie do zera, gdy wartosci wspotczynnikéw kumulant zbliza si¢ do gra-
nicy obszaru ograniczonego z lewej przez parabolg. Tylko gdy wspolczynnik kurto-
Zy wynosi zero, nie obserwuje si¢ redukcji estymaty wariancji. W innych przypad-
kach (gdy (3 # 0) ocena & metoda PMM ma mniejszg niepewno$¢ niz liniowa
estymata tego parametru, np. niepewnos¢ typu A wg GUM. Zysk zalezy od wartosci
wspoteczynnikéw kumulant wyzszego rzedu.

Modelowanie statystyczne estymacji sredniej
metoda wielomianowa

Na podstawie powyzszych rozwazan opracowano pakiet oprogramowania w srodo-
wisku programowym MATLAB. Pozwala on na modelowanie statystyczne propo-
nowanego wielomianowego estymatora menzurandu o symetrycznym niegaussow-
skim rozktadzie rozproszenia jego warto$ci, w oparciu o statystyke wyzszego rzegdu.
Pakiet ten wykorzystuje metod¢ Monte Carlo. Otrzymuje si¢ analiz¢ por6wnawcza
doktadnosci réznych algorytmoéw estymacji statystycznej. Pozwala on takze na wy-
korzystanie probabilistycznych wtasciwos$ci estymat wielomianowych.
Eksperymentalnie otrzymane warto§ci wspotczynnika zmniejszenia wariancji
O3 (11) stanowiag kryterium dla poréwnan skutecznosci metody PMM. Oblicza sig
go dla k-krotnych eksperymentéw o tej samej warto$ci poczatkowej parametrow

modelu. Estymowany wspdfczynnik §,); jest stosunkiem wariancji &(23)3 0szacowan

parametrow metoda PMM dla wielomianu 3. rzedu i wariancji 6‘(23)1 liniowych

oszacowan tego parametru wg wzoru (5).

Wiarygodno$¢ wynikdw symulacji za pomoca statystycznych algorytméw es-
tymacji zalezy od dwoch czynnikow: catkowitej liczebnosci n wektora wejsciowego
X (z ktdorego wyznacza si¢ estymate wartosci poszukiwanego parametru) i liczby
eksperymentow M, ktore przeprowadza si¢ metodg Monte Carlo przy tych samych
warunkach poczatkowych (wartosciach wspotezynnikow kumulant (7 i 3% opisuja-
cych probabilistyczny charakter modelu). Wyniki uzyskane przy zastosowaniu me-
tody Monte Carlo podano w tabeli 1.

Tab. 1. Wyniki symulacji Monte Carlo estymowanych parametrow (czes¢ 1)
Tab. 1. The results from the Monte Carlo simulation of estimated parameters (Part 1)

Wartos$ci teoretyczne Symulacja Monte Carlo

Rozktad @(a)3

Va Ve 9a)s
n=20 | n=50 | n=200

Arc sin -1,3 8,2 0,2 0,27 0,22 0,21
Réwnomierny -1,2 6,9 0,3 0,41 0,33 0,31
£=075 -11 6,4 0,36 0,47 0,39 0,37
Trapezowy £ =05 -1 5 0,55 0,63 0,58 0,55
p£=025 | -07 29 0,76 0,82 0,78 0,77
Trojkatny 06 | 17 084 089 0,86 0,85
Laplace’a 3 30 0,86 0,91 0,87 0,86
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Dane doswiadczalne warto$ci wspotczynnika redukeji wariancji gz Uzyskano
z M = 10* préb MC (trials) dla réznych symetrycznych rozkltadéw obserwacji po-
miarowych. W obliczeniach estymat parametru a wielomianu (10) nie brano pod
uwage informacji a priori o rodzaju rozktadu, ale tylko trzy warto$ci parametrow
modelu y» oraz y i . Warto$ci te mozna otrzymac¢ z analitycznych zaleznos$ci po-
migdzy parametrami rozkladu gestosci prawdopodobienstwa (PDF) i jego momen-
tami, na podstawie ktorych oblicza si¢ odpowiednie kumulanty.

W praktyce w sytuacji, gdy informacja o PDF rozktadu nie jest dostepna
a priori, estymaty poszukiwanych parametréw tatwo uzyskuje si¢ na drodze algo-
rytmicznej za pomocg procedur wykorzystujacych relacje asymptotyczne (15):

o=l Fa= i) 85 -3, 7o = s/ i3 =15/ 1§ +30. (15)
gdzie: g — i-ty moment centralny probki:

k
i :ﬁzl(xv %) (16)

Estymatory o postaci (16) sa zgodne i dla n — oo asymptotycznie nieobcigzone
[11]. Metod¢ obliczania niezbednej wartoéci k probki, ktora zapewni uprzednio
wymagany btad wzgledny oszacowania wspotczynnikow kumulant do 6. rzedu
wlacznie, przedstawiono w [12].

Analiza danych z tabeli 1 wykazuje znaczng korelacje pomiedzy obliczeniami
analitycznymi i wynikami modelowania statystycznego. Wraz ze wzrostem liczeb-
no$ci n probki, roznica pomigdzy teoretycznymi i eksperymentalnymi warto§ciami
wspotczynnika redukcji wariancji g(a)s maleje. Na przyktad, dla n = 50 roznica ta nie
przekracza 10%, a gdy n = 200, to jest mniejsza niz 5%. Wyniki te potwierdzaja
asymptotyczng whasciwos¢ (4) charakteryzujaca ocene wielkosci wydobytej infor-
macji Jsn(a) 0 eStymowanych parametrach, opisang ogélnie wzorem (3). Stuzy ona do
obliczania dyspersji estymat wielomianowych jako rozwigzan uktadu réwnan

0 ogolnej postaci (1), gdyz dla warto$ci rzeczywistej 9, : cr(z@)s =1lim J ;11(3)|9 .
n—oo

Z pracy [2] wynika, ze przy symetrycznym rozkltadzie danych, jako estymator
warto$ci menzurandu, poza §rednig arytmetyczna, stosuje si¢ tez inne parametry
statystyczne, w tym mediang i $rodek rozstgpu. Skuteczne wykorzystanie odpo-
wiednich statystyk zalezy od typu rozkltadu, w tym udziatu (,.ci¢zaru”) ogonow,
liczby modow i ograniczonego rozstepu rozproszenia danych. Warto$¢ wspotczyn-
nika kurtozy s stosuje si¢ tez jako kryterium do wyboru odpowiedniej statystyki.
Mediana jest estymatorem lepszym niz $rednia dla rozkladow jednomodalnych
Laplace'a, Cauchy'ego 0 ,,cigzszych ogonach” niz rozktad normalny. Srodek rozste-
pu (midrange) jest skuteczniejszym estymatorem dla rozktadow o ograniczonym
rozstepie (arc sin, rOwnomierny). Estymuje si¢ tez parametry liniowych kombinacji
roznych statystyk. Na przyktad w pracy [13] wykazano, ze dla rozktadu trapezowe-
go jako kombinacji dwu réwnomiernych najlepszy jest estymator dwuelementowy
0 optymalnych wspotczynnikach wagowych sredniej i srodka rozstepu, zaleznych od
stosunku podstaw trapezu f.
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Wyniki badan uzupehiajgcych przedstawiono w tabeli 2. Parametry modelo-
wania (liczba doswiadczen, objgto$é i wybor parametréw rozkladu obserwacji po-
miarowych) tej tabeli sg okreslone podobnie, jak dla tabeli 1.

Tab. 2. Wyniki estymacji parametréw wg symulacji metoda Monte Carlo (czgs¢ 2)
Tab. 2. The results from Monte-Carlo simulation of parameters’ estimation (Part 2)

Symulacja Monte Carlo
Rozktad f’(a)z cAl(a)s
n=20 | n=50 | n=200 | n=20 n=50 | n=200

Arc sin 0,09 0,06 0,05 1,9 4.2 17

Rownomierny 0,16 0,12 0,1 1,6 3 10
£ =075 0,18 0,14 0,13 1,17 11 1,03
Trapezowy p=05 0,29 0,23 0,21 0,86 0,75 0,72
£ =025 0,42 0,38 0,36 0,76 0,7 0,67
Tréjkatny 0,57 0,54 0,53 0,73 0,68 0,66
Laplace’a 1,38 1,42 1,56 0,11 0,04 0,01

W tabeli 2 porownano doktadno$ci estymat wielomianowych jako stosunki:

A2 )
A O(a)s ,\ O(a)s

Py == Gy == (1
s O—(za)med () O—(Za)mr

gdzie C}(Za)med i &é)mr s eksperymentalnymi odchyleniami estymat mediany i $rodka

rozstepu uzyskanymi przez statystyczne modelowanie metoda Monte Carlo.

Wiyniki eksperymentu przedstawiono tez graficzne na rysunku 2. Rysunek ten
pokazuje, ze istnieje duze zblizenie rozktadu do modelu gaussowskiego.

[Data a (s=I)

1.2 — PDF Gauss (s=1)
W Data a (s=3)
1 = = PDF Gauss (s=3)

a) . . Data

145



10. Wielomianowy estymator parametréw menzurandu o symetrycznych rozktadach ...

0.9999 ¢ Data a (s=1)
QHYEY — Prob plot Gauss(s=1)
0.995 ® PData a (s=3)
0.99 = = Prob plot Gauss(s=3)
0.95
0.9
£ 075
8 5
§ 0.5
a 025
0.1
0.05
0,01
0.005
Sdtits
0.0001 . . . . . . .
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
b) Data

Fig. 2. Przyktad eksperymentalnych oszacowan mierzonego parametru o trapezowym roz-
kladzie (8 = 0,5) bledéw przypadkowych: a) histogramy i aproksymacja PDF funkcja
Gaussa; b) funkcja rozktadu empirycznego i wykresy prawdopodobienstwa Gaussa

Fig. 2. Example of experimental estimates of the measured parameter with a trapezoidal
distribution (8 = 0.5) of random errors: a) histograms and Gaussian approximation of
PDF; b) empirical distribution function and Gaussian probability plots

Hipoteze o waznosci rozktadu Gaussa dla estymat wielomianu zbadano tez za
pomoca testu Lillieforsa w oparciu o statystyki Kotmogorowa-Smirnowa [14]. Te-
stem tym bada si¢ normalno$¢ rozktadu w oprogramowaniu MATLAB. W tabeli 3
przedstawiono wyniki tych badan w postaci szeregu parametréw wyj$ciowych testu.

Tab. 3. Wyniki badania adekwatnoéci modelu Gaussa dla estymat wielomianu (s = 3) na
podstawie testu Lillieforsa

Tab. 3. The results of testing the adequacy of the Gaussian distribution model of polynomial
estimates (s = 3) on the basis of Lilliefors test

Parametry wyjs$ciowe testu Lillieforsa

Rozktad P LSTAT cv
n=20 | n=50 | n=200 | n=20 n=50 | n=200
Arcsin 0,001 | 0,003 0,25 0,03 0,01 0,007
Réwnomierny 0,001 | 0,006 0,31 0,02 0,01 0,007

£=075 0,001 0,12 05 0,02 0,008 0,006
Trapezowy p=05 0,07 0,18 05 0,008 0,007 0,006
£ =025 0,24 0,26 05 0,007 0,007 0.006

Trojkatny 031 | 05 05 | 0007 | 0006 | 0,005
Laplaca 0001 | 009 | o5 | 0016 | 0008 | 0,006

0,009

P jest poziomem istotnosci, ktéry odpowiada wartosci probki testowej statystyki;
LSTAT — warto$¢ probki testu statystycznego; CV — krytyczna warto$¢ statystyki.

Jezeli LSTAT < CV to hipoteza zerowa przy danym poziomie krytycznym jest
prawdziwa. Wyniki w tabeli 3 uzyskano dla r6znych rodzajoéw btedéw pomiaru oraz
liczebno$ci n probki X oraz stalego poziomu istotnosci « = 0,05 hipotezy zerowej
(Gaussa) i M =10* eksperymentéw MC. Z analizy tych i innych wynikéw badan
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eksperymentalnych wynika, ze dla modeli btgdéw pomiaru o rozktadzie, ktory zna-
czaco 16zni si¢ od modelu Gaussa (np. arc sin i rownomierny maja duze wartosci
bezwzgledne wspotczynnikéw kumulant wyzszego rzedu), normalne rozktady esty-
mat wielomianu obserwuje si¢ tylko przy odpowiednio duzych liczbach elementow
probki, tj. n > 100.

Normalizacja trapezowego rozkladu danych pomiarowych o duzej wartosci
L= 0,75 pojawia si¢ dla n > 50. Dla $rednich i matych wartosci £ < 0,5 i dla rozkta-
du tréjkatnego (£ = 0) normalizacja zachodzi juz dla matych probek n = 20.

Dla okre$lonych warunkéw normalizacji otrzymano wyrazenia analityczne
opisujace doktadno$¢ oszacowania wielomianu. Pozwalaja one obliczy¢ standardo-
wa niepewno$¢ wynikow pomiarowych. Nie jest wymagana informacja a priori
0 rodzaju rozktadu, a tylko o warto$ciach ograniczonej liczby kumulant opisujacych
wlasdciwosci probabilistyczne probki pomiarowej. Ponadto, korzystanie z addytyw-
nos$ci funkcji kumulant pozwala w prosty sposob uwzgledniaé niepewnosci genero-
wane przez wiele zrodet i 0 roznych wlasciwosciach probabilistycznych.

Wyznaczanie niepewnosci rozszerzonej

Wyznaczenie niepewnosci rozszerzonej U = kyu(Y) o zadanym prawdopodobien-
stwie p wymaga znajomosci wspotczynnika rozszerzenia Kp. Dla danych z populacji
o rozktadzie jednomodalnym symetrycznym w [17] podano dla k, wzoér:

K, (18)

2
< -
3-y1-p

Dla p = 0,95 dla Gaussa otrzymuje si¢ Ko = 1,96, a z wzoru (18) kp = 2,98.
Inne zalezno$ci do wyznaczania niepewnos$ci rozszerzonej omoéwiono w Do-
datku 2.

W tabeli 4 zawarto warto$ci rozszerzonej niepewno$ci pomiaru U 0 poziomie
ufnoséci p = 0,95 i wspodtczynnik g@ys dla znormalizowanej probki, tj. 0 wariancji
rownej 1.

Tab. 4. Niepewnosci rozszerzone wg GUM i metoda wielomianowa PMM
Tab. 4. Comparison of expanded uncertainty estimation by GUM and PMM methods

Niepewnos$¢ rozszerzona U dla p = 0,95
Rozklad wartosci teoretyczne symulacja Monte Carlo
n=20 n=>50 n=200 n=20 n=>50 n=200

§=1{s=3 | Q@s|s=1| $=3 | O@s|S=1{s=3 | Qs s=1|s=3|s=1(s=3[s=1|s=3
Arc sin 0,23 (0,52 0,12 |0,43 0,06 (0,43| 0,44 | 0,2 | 0,28 0,13 | 0,14 | 0,06
Réwnomierny 0,24 (0,55 0,15 (0,54 0,08 |0,57]| 0,44 | 0,28 | 0,28 | 0,16 | 0,14 | 0,08
> B =075 0,26 [0,59 0,17 |0,61 0,09 |0,64]| 0,44 | 0,3 | 0,28 | 0,18 | 0,14 | 0,09
S | #=05 (044|033 [0,75 | 0,28 0,21 |0,75(0,14|0,20 |0,71| 0,44 | 0,35 [ 0,28 | 0,21 [ 0,14 | 0,1
§ B =025 0,38 (0,86 0,24 (0,86 014 | 1 | 044 |04 |0,28|0,24]|0,14 0,12
Trojkatny 0,39 (0,89 0,25 |0,89 0,13 [0,93| 0,44 [ 0,42 [ 0,28 | 0,26 | 0,14 | 0,13
Laplace 0,40 | 0,91 0,26 |0,93 0,13 (0,93 0,44 | 0,41 | 0,28 | 0,26 | 0,14 | 0,13
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Przedstawione w tabeli 4 wyniki uzyskano na podstawie obliczen teoretycz-
nych, przy zalozeniu estymatoréw niepewnosci standardowej probek takich, jak dla
rozktadu normalnego wg Przewodnika GUM oraz dla metody wielomianowej PMM
z M = 10° wynikéw (trials) symulacji Monte Carlo o wielomianach stopnia s =1
oraz s = 3. Przy wyznaczaniu niepewnosci rozszerzonej U zatozono, ze wartosci
estymatoré6w odchylenia standardowego dla rozpatrywanych liczebnosci n danych
probki maja rozktad Gaussa.

Z pordéwnania warto$ci wspotczynnika g3 wynika, ze dla stopnia wielomianu
s = 3 najwiecej uzyskuje si¢ dla wigkszych liczebno$ci probki n i rozktadow danych
znacznie odbiegajacych od rozktadu normalnego, tj. arc sin, rOwnomierny i trape-
zowy 0 S =0,75. Niepewnos¢ U dla p = 0,95 wg metody PMM jest mniejsza nawet
ponizej 50%. Wyniki z symulacji metodg Monte Carlo oraz z obliczen ro6znig si¢
nieznacznie.

Whnioski

Laczna analiza uzyskanych wynikow teoretycznych i eksperymentalnych umozliwia
sformulowanie podanych ponizej ogdlnych wnioskow dotyczacych mozliwosci
stosowania w metrologii wielomianéw stochastycznych jako narzedzia matematycz-
nego, ktore zaproponowat Kunchenko [9].

— Wielomiany te umozliwiaja konstruowanie algorytméw stuzacych do znajdo-
wania nieliniowych estymat mierzonego parametru w obecno$ci symetrycz-
nych, ale niegaussowskich rozktadow addytywnych btedow losowych opisa-
nych przez statystyki wyzszego rze¢du.

— Badania wykazaty, ze szacowanie wielomianowe powinno si¢ stosowac dla
tych probabilistycznych modeli bledéw pomiarowych (za wyjatkiem Gaussa),
dla ktorych efektywnos$¢ estymaty $redniej arytmetycznej jest wyzsza niz in-
nych estymat statystycznych (mediany, srodka rozstepu).

— Ogodlnie, oceny wielomianowe, syntetyzowane przy s =3, charakteryzuja si¢
wigksza dokladnoscia w poréwnaniu z liniowymi ocenami $redniej arytme-
tycznej. Stopien poprawy zalezy od poziomu niegaussowosci danych probki
wyrazajacej si¢ liczbowo przez bezwzgledne wartosci wspotczynnikow kumu-
lant wyzszych rzgdow.

— Zmniejsza si¢ wariancja i niepewno$¢ standardowa estymat parametrow nie-
gaussowskich rozktadow prawdopodobienistwa sktadowej losowej wystepujg-
cej w obserwacjach pomiarowych. Zalezy to od uwzglednienia okre$lonej licz-
by kumulant. Takie oszacowanie danych probki pomiarowej jest prostszym za-
daniem niz dobor odpowiedniego rozktadu dla tych danych i sprawdzenie jego
adekwatnosci dla oceny niepewnosci pomiarow.

— Doktadno$¢ wynikoéw uzyskanych metoda PPM maleje wraz ze zmniejszaniem
sie liczebnos$ci probki pomiarowej.
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Tab. 5. Centralne momenty i kumulanty kilku podstawowych rozktadow symetrycznych
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Rozdziat 11

Zastosowanie statystyki odpornosciowej do oceny
doktadnosci pomiaréw

Streszczenie. Przedstawiono dwie metody oceny niepewnosci probki danych doswiadczal-
nych o niewielkiej liczebnosci, odporne na zawarte w niej odstajace obserwacje pomiarowe
o wartosciach znacznie rdzniacych si¢ od pozostatych, czyli tzw. outliery. Metodami tymi
wyznacza si¢ parametry statystyczne wyniku pomiaru na podstawie wszystkich danych ekspe-
rymentalnych, ale dane odstajace traktuje si¢ odmiennie jako mniej wiarygodne. Rozwazania
ilustruje przyktad liczbowy wykorzystujacy dane pomiarowe z badan migdzylaboratoryjnych
(key comparision). Poréwnano otrzymane w nim wyniki obliczone metodg o przeskalowanym
odchyleniu medianowym MADs i metoda iteracyjna dwukryterialng podang przez Hubera
z zastosowaniem winsoryzacji danych odstajacych. Podano wnioski.

W praktyce pomiarowej, szczegdlnie w badaniach technicznych i przemystowych,
zdarza si¢ iz wartosci jednej lub kilku obserwacji w probce istotnie odstajg od pozo-
statych danych. Nawet niewielka ich liczba moze znaczaco zmieni¢ klasyczne para-
metry statystyczne probki o malej liczbie elementow, a w wielu przypadkach nie ma
mozliwo$ci powtdrzenia lub uzupelnienia pomiaréw. Warto$¢ wyniku pomiarow
i niepewno$¢ statystyczna Ua, obliczone w dotychczas stosowany sposob zgodnie
z zasadami miedzynarodowego Przewodnika GUM [1], moga okazaé si¢ niewiary-
godne, a nawet sprzeczne ze zdrowym rozsadkiem. Aby unikna¢ takiej sytuacji, tra-
dycyjnie stosuje si¢ testy statystyczne. Pozwalajg one zidentyfikowaé, a nastgpnie
usuna¢ nietypowe, tj. odstajace wartosci danych (ang. outliers). Postepowanie takie
jest skuteczne tylko dla duzych probek, gdyz dla matych probek, stuzace do tego ce-
lu testy, np. test Grubbsa, traca wrazliwos¢ na wartosci odstajace. W przypadku uzy-
skania podczas badan eksperymentalnych probek o matej liczbie danych (np. o du-
zym koszcie, wykonywanych metodami niszczacymi nieliczne posiadane obiekty
lub o pomiarach niemozliwych do powtdrzenia), nalezy stara¢ si¢ wykorzystac
wszystkie otrzymane dane. Usunigcie dowolnej obserwacji z takiej probki zmniejsza
wiarygodnos¢ jej oceny statystycznej. Stosunek odchylenia standardowego s(ua) do
warto$ci oczekiwanej niepewnosci Ua oszacowanej w eksperymencie dla probki o n
nieskorelowanych obserwacjach wynosi okoto [2(n-1)]* [1, 2] (dodatek E.1). Na
przyktad dla n = 10 stosunek ten rowna si¢ 24%, dla n = 4 — wynosi 42%, adlan =3
— ro$nie az do 52%. Usunigcie tylko jednej obserwacji z tak mato licznej probki po-
woduje wzrost odchylenia standardowego s(ua) az o okoto 24%. Z drugiej strony
rozrzut odchylenia medianowego MAD, bardziej odpornego niz S = ua, jest okoto
1,5 razy wigkszy.

Klasyczne metody statystyczne przetwarzania danych opierajg si¢ na zatozeniu
modelowania prawdopodobienstwa ich rozrzutu rozkladem normalnym. Jednak dla
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szeregu przypadkow w praktyce liczba danych nie jest wystarczajaca do budowy
w petni odpowiadajacych im modeli parametrycznych. W latach 60. ubiegtego wie-
ku statystycy, bazujac na wynikach szczegétowych badan ustalili, ze eksperymen-
talne dane przetwarzane przy zalozeniu o wystgpowaniu rozktadu normalnego za-
wierajg zwykle $rednio okoto 10% (od 1% do 20%) danych odstajacych od tego
rozktadu, czyli zanieczyszczeh. Dawniej, ze wzgledu na zmudne obliczenia, opra-
cowywano tylko dane o wysokiej jakosci. Natomiast obecnie, majac do dyspozycji
wydajne komputery — mozna przetwarza¢ prawie kazde dane.

Juz Poincare wskazywat na nieuzasadniona, ale panujaca powszechnie glteboka
wiar¢ w uniwersalno$¢ rozktadu normalnego. Matematycy sadza, ze rozklad nor-
malny mozna zaobserwowa¢ W kazdym eksperymencie. Eksperymentatorzy za$
uwazajg, ze matematycy moga udowodnié¢ teoretycznie, na podstawie centralnego
twierdzenia granicznego, iz musi zachodzi¢ rozktad normalny. W nielicznych tylko
przypadkach, np. gdy wynik pomiaru wyznacza si¢ z duzej liczby zliczen, normal-
no$¢ rozktadu dla samego menzurandu mozna traktowaé jako $ciste prawo fizyki,
a przy malej ich liczbie, ze spelniony jest rozklad Poissona. Wszystkie zatozenia
teoretyczne opierajg si¢ na mozliwosci prowadzenia eksperymentu (uzyskiwania ob-
serwacji) w tych samych stalych warunkach. W makro rzeczywisto$ci zwykle wy-
stepuje przestrzenno-czasowa zmienno$¢ obiektu badan, systemu pomiarowego 0raz
warunkow otoczenia. Dlatego to John Tukey [5] wyznawal nawet poglad, ze nor-
malno$¢ rozktadu danych uzyskanych w eksperymencie jest mitem i takiego rozkta-
du nie ma i nigdy si¢ nie uzyska. Jest to, jak wida¢, zagadnienie dla filozofow. Na-
tomiast w praktyce pomiarowej, szczegolnie przy malej liczbie danych powodem
powstania odstajacych wartoéci niektorych obserwacji pomiarowych moga by¢ bite-
dy wynikajace z nieprzestrzegania zasad prowadzenia do§wiadczenia, niewykryte
uszkodzenia przyrzadéw pomiarowych, bledy i omytki w przetwarzaniu danych,
wplywy zewngtrzne o duzej intensywnosci i wiele innych.

Przyjety ksztalt rozktadu danych do§wiadczalnych jest tylko proponowanym
umownym modelem, ktéremu one powinny podlega¢. Sam wybor moze nie by¢ ide-
alny i cze$¢ wartosci obserwacji podlega innemu rozkltadowi niz przyjety. Parame-
tryczne podejscie przy zalozeniu, ze rozklad jest znany (i powinien by¢ normalny)
tak gleboko zakorzenito si¢ w praktyce statystycznego przetwarzania danych, ze re-
zygnacja z niego zwykle nie wydaje si¢ zasadna.

Celem jest przedstawienie oceny doktadnosci probki metodsg iteracyjng oparta
na statystyce odporno$ciowej (ang. robust statistics). Dzieki matej wrazliwo$ci na
dane odstajgce (ang. outliers) umozliwia ona poprawe wiarygodnosci wynikow przy
probkach réwniez o matej liczno$ci. Podstawy tej statystyki opracowano kilkadzie-
sigt lat temu [4—10]. Rozwijana jest dalej dla réznych zadan przetwarzania danych,
w tym do kalibracji pomiaréw wieloparametrowych [6-10, 12, 14, 15], w wyspecja-
lizowanych technikach pomiarowych, np. w Polsce w chemometrii na Uniwersyte-
cie Slaskim [11-13]. Niektére metody odpornoéciowe sa juz oprogramowane, m.in.
w $srodowisku MATLAB, ale nie trafity jeszcze do podstawowych mig¢dzynarodo-
wych przepisdw metrologicznych, takich jak GUM. Podstawowe informacje o staty-
styce odpornosciowej przedstawit jako pierwszy polskiemu $rodowisku metrolo-
gicznemu Andrzej Zieba z Akademii Gorniczo-Hutniczej na sympozjum Podstawo-
wych Probleméw Pomiaréw w 2007 r. oraz ich zasady ujat w swojej ksiazce [17].
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Ocenarozproszenia danych metodami odpornymi

W praktyce najbardziej rozpowszechnione sa takie procedury analizy statystycznej,
ktére sg optymalne przy zalozeniu normalnosci rozktadu danych. Sg one jednak dos¢
wrazliwe na niewielkie odchylenia rzeczywistego rozrzutu danych od tego zatoze-
nia. Wystepuje to szczegodlnie przy estymacji wariancji. W rzeczywistosci czesto
mamy do czynienia z rozktadami r6znigcymi si¢ od idealnego rozktadu normalnego.
Dlatego tez ostatnio w przetwarzaniu danych doswiadczalnych coraz szerzej stosuje
si¢ metody odporne [2—4, 13, 14]. Pod pojeciem odpornos¢ rozumie si¢ w statystyce
stabilno$¢ warto$ci wyznaczanych parametrow probek pomiarowych, czyli ich nie-
wrazliwos$¢ na rézne odchylenia i niejednorodnosci rozrzutu elementow. W ogdlnym
przypadku powstaja one z przyczyn nieznanych.

Podstawowym modelem w metodach odpornych nie jest zmienna losowa o po-
jedynczym rozktadzie, ale model mieszany. Dla réznych probek danych tylko $rod-
kowa czgs¢ ich uporzadkowanych wartosci mozna dos$¢ stabilnie modelowaé roz-
ktadem normalnym. Za$ dolne fragmenty zboczy modelu rzeczywistego rozktadu,
czyli jego ogony, sa bardziej rozciagniete niz dla rozktadu normalnego czgséci $rod-
kowej i mato stabilne. Obserwacje pomiarowe w tych krancowych obszarach wyste-
puja rzadziej. Wzgledem rozkladu normalnego dla czgséci srodkowej pojedyncze
z nich, szczegdlnie dla matych probek, moga by¢ rozpoznawane jako outliery po-
mimo, ze w rzeczywisto$ci sg pseudo-outlierami. Przyjecie takiego podejscia po-
zwala zachowaé tradycyjny poglad o hipotetycznej jednorodnosci populacji general-
nej, stanowigcy dotychczas podstawe wszystkich ocen statystycznych. Jedynie
w ogonach rozktadu rzeczywistego dopuszcza sie mozliwo$¢ wystepowania odchy-
len odstajacych od rozktadu normalnego czgséci srodkowej. Rownoczesnie jednak na
ogony naktada si¢ pewne ograniczenia. Modeluje si¢ je rozktadem normalnym o in-
nych parametrach lub inng statystyka. Do opisu takiej sytuacji mozna stoSowac po-
dejscie zaproponowane przez Johna Tukeya [5]. Zatozyt on, ze istnieje duza liczba n
danych pomiarowych, wsrod ktorych sg przypadkowo zmieszane ,,dobre” i ,,zte” ob-
serwacje Xi z populacji o $redniej wartosci x. Dobre i zle obserwacje pobrane z tej
populacji wystepuja odpowiednio z prawdopodobienstwem (1 — ¢) lub ¢, gdzie ¢ —
mata liczba. Oba rodzaje obserwacji Xi maja rézne rozktady normalne, tj.: pierwszy
— N(u, 6, a drugi — N(u, 96%), ale o tej samej wartoéci $redniej u (rys. 1). Odchyle-
nie standardowe ,,ztych” jest 3 razy wicksze niz ,,dobrych”. Przy zalozeniu, ze
wszystkie wartosci X; sg niezalezne, rozktad wypadkowy F(x) jest opisany wzorem:

F(x):(l—g)-d)(x;#}rad)[x_—ﬂj M

3o
175
gdzie q)(x):Jz_ fe 2dy.
T _»

Otrzymuje sie rozktad o dolnych cze$ciach zboczy przebiegajgcych nieco po-
wyzej zboczy rozkladu normalnego sporzadzonego dla $rodkowych obserwacji
probki (rys. 1).
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F(x)

0.8 N(u, 6?)

_ 0.2 N(u. 96?)
x

-9 -60 -30 u +30 +60 +90

Rys. 1. Rozktad mieszany wg Tukey'a uwzgledniajacy dane odstajace
F)=(1—-¢e)N(u, 6®) +eN(u 90?) dlag=0,2

Fig. 1. Tukey joint distribution includings outliers
F(X)= (L -¢&) N (1, 6®) +eN (1, 9% for e = 0.2

Wsrod opracowanych dotad metod odpornosciowych i ich algorytmow wdro-
zonych do stosowania szeroko rozprzestrzenito si¢ inne podejscie, zaproponowane
przez Hubera [3] i rowniez uznane juz za klasyczne. Wprowadzil on pewng stalg
warto$¢ ¢ zalezng od stopnia ,,zanieczyszczenia” populacji generalnej. Wartos¢ ta
shuzy do okreslenia granic czgsci Srodkowej histogramu danych pomiarowych, ktora
modeluje sie rozktadem normalnym jako podstawowym [6, 9-11, 17]. Obserwacje
o warto$ciach w obszarach bocznych — ogonach histogramu danych, wystepuja rza-
dziej i wg jednego z kryteridw stosowanych dla rozktadu podstawowego, moga by¢
odstajgce. Polozone skrajnie obserwacje Sciaga si¢ na granice obszaru srodkowego.
Dla nowego ich zbioru nastepuje zmniejszenie odchylenia standardowego i zweze-
nie tego obszaru. Dostosowywanie nalezy powtarza¢ i przebiega ono dalej iteracyj-
nie [9] tak dtugo, az rdznice migdzy warto$ciami parametrow obliczanymi w kolej-
nych krokach beda ponizej wymaganego poziomu doktadnos$ci obliczen. Zastoso-
wanie metody Hubera do oceny wartosci $redniej wynikéw w badaniu procedur la-
boratoryjnych i biegtosci laboratorium zostato juz przedstawione z udziatem autora
w kilku czasopismach polskich [9-11].

Dalej zostanie omoéwiona szczegbtowo iteracyjna metoda Hubera przetwarza-
nia danych, nalezaca do typu o angielskim symbolu IRLS (ang. iteratively reweigh-
ted least squares). Metode stosuje si¢ do atestacji doktadno$ci procedur badawczych
i kontrolnych dokonywanej poprzez poréwnanie wynikow w badaniach migedzylabo-
ratoryjnych. W dwu przyktadach liczbowych poréwna si¢ wyniki z otrzymywanymi
klasycznie i metodg przeskalowanego odchylenia medianowego MADs.

Metoda odporna dwukryterialnaHubera z winsoryzacja danych
odstajacych

Statystyka odpornosciowa polega na zastosowaniu metod, ktére zapewniaja mniej-
szy niz modele klasyczne wptyw danych odstajacych i innych anomalii na wynik

156



Metody rozszerzenia analizy niepewnosci pomiarow

pomiaru. Znajduja one szerokie zastosowanie przy szacowaniu odchylen standardo-
wych ¢. Pod pojeciem odpornos¢ rozumie sie niewrazliwo$¢ na nieprawidtowosci
i niejednorodnosci w probce wywotane przez rozne, w ogélnym przypadku nieznane
przyczyny. Iteracyjna dwukryterialna metoda przetwarzania danych zostata opraco-
wana przez Hubera [4, 10]. Dzigki matej wrazliwo$ci na dane odstajace, czyli outlie-
ry, umozliwia ona poprawe wiarygodno$ci wynikow dla probek o matej liczbie ele-
mentow. Zaklada si¢ w niej, ze cze¢$é srodkowa rozktadu gestosci prawdopodobien-
stwa PDF (ang. probability density function), obejmujaca mate odchylenia od esty-
matora warto$ci menzurandu, nie odbiega zbytnio od przyjetego gaussowskiego
modelu teoretycznego.

W stosowanej obecnie statystycznej metodzie obliczania niepewnos$ci opartej
na zaleceniach migdzynarodowego Przewodnika GUM [1] zaklada si¢, ze przy po-
wtarzaniu pomiaréow uzyskuje si¢ dane, ktore sa probka pobrang z populacji gene-
ralnej modelowanej rozkltadem normalnym o wartosci $redniej u i odchyleniu stan-
dardowym o. Do obliczenia wyniku pomiaroéw z danych probki wyznacza si¢ oceny,
czyli estymatory tych obu parametrow statystycznych, odpowiednio jako ich war-
tos¢ $rednig X, oraz jej odchylenie standardowe jako niepewnos$¢ pomiaru Ua. Przy
wystepowaniu w pomiarach zmiennych losowo oddziatywan mozna jedynie ocenié¢
prawdopodobienstwo, z jakim X jako estymator wartosci menzurandu moze znaj-
dowaé si¢ w danym przedziale, czyli okresli¢ jej niepewnos$¢ ua. Ocena ta osigga
minimum dla $redniej warto$ci probki X, ale jest wrazliwa na dane odstajace od po-
zostatych czyli outliery, ktore zwigkszaja warto$¢ niepewnosci Ua Z kwadratem ich
odlegtoséci od $redniej. W klasycznej procedurze statystycznej wykrywa si¢ takie
dane wg testow Grubbsa (rozdz. 2) i usuwa sig¢ je z probki. Dla probek o matej licz-
bie elementow wiarogodno§¢ wyznaczanych statystycznie jej parametrow jest mata
i zmaleje jeszcze po usunigciu outlierow. Ponadto otrzymywane w praktyce wyniki
nawet dla matych probek z rozktadu normalnego zwykle rozktadaja si¢ niesyme-
trycznie wzgledem ich wartosci $redniej. Im probka jest mniejsza, tym jej asymetria
wzrasta i $rednia warto$¢ modutu skosno$ci osigga maximum dla okoto n = 6 ele-
mentéw. Obliczone jej parametry statystyczne moga znacznie roznic si¢ od parame-
trow populacji, czyli nie by¢ poprawne. Badania rozktadow skosnosci i kurtozy ta-
kich matych probek wykonane metoda Monte Carlo omoéwiono w rozdziale 5.

W statystyce odpornos$ciowej rozwaza si¢ modele rozktadow wraz z danymi
odstajacymi, czyli outlierami. Cecha charakterystyczna takich rozktadow sg bardziej
rozciagnigte ogony niz dla normalnego rozktadu gestosci prawdopodobienstwa
w postaci funkcji Gaussa. Skorzystanie z tej wtasciwosci pozwala zachowaé wy-
godne do analizy zatozenie o hipotetycznej jednorodnosci populacji, na ktéorym
opieraja si¢ wszelkie statystyczne oszacowania i cze§ciowo uwzgledni¢ informacje
zawarta w odchyleniach odstajacych. Z danych prébki pomiarowej oblicza si¢ esty-
mator warto$ci menzurandu, zwykle jako ich warto$¢ srednig. Wskutek wystepowa-
nia wptywow od losowo zmiennych oddziatywan mozna jedynie oceni¢ prawdopo-
dobienstwo, z jakim ta warto§¢ moze znajdowac si¢ w danym przedziale, czyli okre-
§li¢ jej niepewno$¢ Ua.

W omawianej tu metodzie odpornej zaktada si¢, ze tylko dla centralnej czesci
rozktadu danych do§wiadczalnych mozna przyja¢ zatozenie o normalnym rozktadzie
populacji. Dla danych z tej czesci nalezy przeprowadzaé usrednianie, tj. stosowac
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metod¢ najmniejszych kwadratow MNK. Bardziej odporne na duze odchylenia jest
podane przez Laplace'a kryterium modutowe MNM. Dlatego tez w tej metodzie od-
pornej dokonuje si¢ symbiozy obu kryteriow. Dla centralnej cze$ci warto$ci danych
stosuje si¢ metode najmniejszych kwadratow, a poza granicami tego przedziatu, wy-
korzystuje kryterium modutowe w celu zmniejszenia wptywu danych odstajgcych
(outlieréw), ale ich nie usuwa si¢. Dla zmniejszenia czuto$ci na wystgpowanie od-
stajacych warto$ci danych zaproponowano [5], by w obliczeniach stosowa¢ modyfi-
kacje polozenia danych o modutach odchylen & opisang wyrazeniem

|&i [=[ % — it >¢ )
gdzie: ¢ = co — odlegto$¢ od $rodka grupowania danych z, ¢ — stata okre$lajaca
przyjety stopien odpornosci, o— odchylenie standardowe populacji.

Dla obserwacji o odchyleniach mniejszych od co, funkcja czutosci p(e) jest
kwadratowa, a dla wigkszych minimalizuje si¢ modut odchylen |¢| = |xi — . Te ob-
szary czutosci metody ilustruje rys. 2.

-c c
Rys. 2. Wzgledna funkcja czutosci p stosowana w metodzie odpornosciowej
Uwaga: p (&) = & dla|g| <coraz p(s) <&?dla duzych |5|
Fig. 2. The relative sensitivity function p used in a robust method
Note: p (¢) = for |¢|<cand p(e) < &”for large |¢]

Wybrana w taki sposob funkcja p(e) pozwala na mniej ostre podejscie do da-
nych odstajacych na warto$¢ |¢| > co od §rodka grupowania rozktadu danych. Stata ¢
okresla stopien odporno$ci. Warto$¢ tej statej zalezy od stopnia zanieczyszczenia
rozktadu. Tak wigc dla zanieczyszczenia 1% przyjmuje si¢ ¢ = 2, a dla zanieczysz-
czenia 5% c = 1,4. Zwykle wybiera sie ¢ = 1,5. Zgodnie z tak wybranym kryterium
modyfikuje si¢ skrajne z pozyskanych danych, a mianowicie:
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X przy | —il|<co,
X;i*=<f—Coprzy X <p-co, 3)
L+cCoprzy x> fi+co

gdzie £=med{x;} danych x; uszeregowanych rosngco.

Opisane wzorami (3) przetworzenie danych nazywane jest winsoryzacjq od na-
zwiska matematyka amerykanskiego Winsora.

Parametry statystyczne populacji generalnej u i o zwykle nie sa znane i trzeba
uzywac ich estymat wyznaczonych z danych probki. Jako odporng na dane odstajace
oceng $rodka grupowania rozktadu g probki wstepnie preferowana jest mediana
med{xi } Badania wykazaly [9], ze najlepszy jest $rodek rozstgpu miedzy trzecim
(p = 3/4) i pierwszym (p = 1/4) kwartylami prébki (ang. inter-quartile midrange)
(rys. 3). Ich odlegtos¢ od tego $rodka nazywana jest odchyleniem éwiartkowym [16].

Hu-3c u-20 p-o V7 w+o u+2o pu+3oc
u—0.67450 u+0.67450
Rys. 3. Definicja rozstepu miedzykwartylowego (a, b) (o odchyleniu ¢wiartkowym). Linie
przerywane — rzedne: 1. kwartyla a = u — 0,6745¢ oraz 3. kwartyla b= u + 0,6745¢
Fig. 3. Definition of inter-quartile midrange (a, b): Dotted lines — ordinates of first quartile
a=u—0.6745¢ and third quartile b = x + 0.6745¢

Dlugos¢ odcinka migdzy kwartylami wynika jednoznacznie z rozktadu gestosci
prawdopodobienstwa przyjetego dla rozrzutu danych probki. Powierzchnia pod
krzywa rozktadu dla tego przedziatu wynosi 50%.

Odchylenie standardowe populacji ¢ wystepujace we wzorze (3) zwykle nie
jest znane. Jako poczatkowe oszacowanie zakresu przejécia z rozktadu pelnego do
obcietego wprowadza si¢ bezwzgledne odchylenie medianowe MAD (ang. median
absolute deviation), ktére jest oszacowaniem zakresu przej$cia z rozktadu petnego
do obcietego

MAD,, = med{|x; - M,|} @)
gdzie: M, =med{x; }, n — liczba elementéw w prébce.

Dla ustalenia zalezno$ci migdzy parametrami rozktadu PDF obcigtego oraz
przewidywanego dla calej populacji, tj. do spelnienia warunku skalowania, trzeba
przeliczy¢ odchylenie standardowe o za pomocg wspdlczynnika korygujacego, ktory
wyznacza si¢ z poczatkowego rozktadu gestosci prawdopodobienstwa:
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(x=p)?
2

d e 20 (5)

o2
W rozktadzie nieobcigtym d = 1, za§ w obcietym w kwartylach
0,5
d= b—u a-u
D(—=)-2(—")
o o

f(x) =

(6)

gdzie: @(z) — znormalizowana skumulowana funkcja (CPDF) rozktadu normalnego.

Z tabeli rozktadu normalnego wynika

1

d=—"=14826~1483. @
0,6745

Tak wigc zmiana skali dla przejscia od rozktadu nieobcietego do obcietego wynosi:
1,483. Ocena odchylenia standardowego s* probki o liczbie obserwacji N, wyzna-
€zona na podstawie znormalizowanego rozstgpu migdzy kwartylami, wynosi

s* =1,483-MAD, (8)
Roézni si¢ ona od odchylenia standardowego probki s wg Przewodnika GUM [1], tj.:

- L Yk - %2
s= n—lz(x' X) )

Huber [10] wykazal, ze odchylenie s* stanowi niecobcigzong ocene odchylenia
standardowego o i bedzie bardzo stabilne nawet, jesli probka zawiera do 50% odsta-
jacych wartosci obserwacji (outlierow). Aby uzyskaé stabilno$¢ przy wystepowaniu
takich danych, nalezy dla wybranej funkcji p wyznaczy¢ mediane med oryginalnego
zestawu danych. Warto$¢ te przyjmuje si¢ jako poczatkowa oceng XS srodka gru-
powania danych jako bardziej odporng na wartosci odstajace niz ich $rednia. Na-

*

stepnie oblicza sig MAD z (4) i s; z (8) oraz po wyborze ¢ = 1,5 znajduje sig¢ grani-

ce przejscia ¢y =C-s; miedzy obszarami stosowania metody najmniejszych kwa-
dratow MNK i metody najmniejszego modutu MNM.
Stosujac warunki (3), otrzymuje si¢ zmodyfikowany szereg danych pierwszego

kroku iteracji Xi*(l) 0 warto$ci $redniej
o1& -
X1 = _in(l) (10)
izt

Po podstawieniu X; i X; wyznacza sie z (8) — odchylenie standardowe s,(x*) . Ob-

liczong warto$¢ wykorzystuje si¢ z kolei do obliczenia nowego stabilnego odchyle-
nia standardowego
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S5 =1134-5,(x*) (11)

Wspotczynnik 1,134 odpowiada wartosci ¢ = 1,5 dla rozktadu normalnego. Otrzy-
mang wartos¢ S; wykorzystuje si¢ do obliczenia nowej granicy ¢, i kontynuuje si¢

i
oraz )_(]-kfl obliczonych w biezacym j i poprzednim j—1 kroku iteracji okresla sig¢

procedure w taki sam sposob, jak omowiony powyzej. Na podstawie wartosci X

zbiezno$¢ algorytmu. Procedurg powtarza si¢, az zmiany )?}‘ i S? migdzy kolejnymi

krokami stang si¢ minimalne.

Zastosowanie metody przedstawiono dalej w przyktadzie 1. Dotyczy on wyko-
rzystania tej metody odpornej do weryfikacji pewnej metody badawczej przez po-
réwnanie wynikéw pomiaréw badania jednorodnej probki, uzyskanych w wielu la-
boratoriach. Wymaga to omowienia istoty takiego poroéwnania.

Istota poréwnan miedzylaboratoryjnych

W celu sprawdzenia lub walidacji [14] danej metody pomiarowej prowadzi si¢
wspolny eksperyment, w ktorym uczestniczg wybrane laboratoria o odpowiednim
przygotowaniu merytorycznym. Rozklady wynikéw poprawnych badan laboratoryj-
nych powinny z zatozenia asymptotycznie zbliza¢ si¢ do rozktadu normalnego, ale
tak nie jest i wlasnie takie poréwnanie ujawnia nagminne wystepowanie wartosci
odstajacych. Wstgpnie przyjmuje si¢, ze pomiary wykonywane przez wszystkie
uczestniczace w eksperymencie laboratoria maja jednakowa powtarzalnosé. Jednak
zdarza si¢ w praktyce, ze powtarzalno$¢ wynikéw w niektorych z nich jest z obiek-
tywnych powodow gorsza niz W pozostatych. Przy stosowaniu klasycznych testow
statystycznych oddziela si¢ z danych wyniki odstajace [10], a pozostate dane stuza
do wyznaczenia wariancji jako oceny odtwarzalnosci. Bardzo czesto niektore z tych
wynikoéw sg bliskie wartosci granicznej oddzielajacej odchylenia quasi-odstajace
i odstajace. Nieuwzglednienie wszystkich wynikow wptywa znaczgco na wiarygod-
nos$¢ oszacowania wariancji. Wiasnie aby tego unikna¢, preferuje si¢ stosowanie me-
tod odpornych.

Miedzylaboratoryjne badania atestacyjne (ang. key comparisons) polegajg na
okreslaniu poprawnos$ci (ang. trueness) badanej metody [3] i jej powtarzalnosci
(ang. repeatability) szacowanej na podstawie $redniej dyspersji wynikéw otrzyma-
nych przez laboratoria. Stanowi ona obiektywna oceng rzeczywistych technicznych
i organizacyjnych mozliwosci danego laboratorium. Wedtug [3], dotychczas przy
ocenie wskaznikow precyzji — powtarzalnosci i odtwarzalno$ci (ang. reproducibili-
ty) usuwa si¢ odstajace wartosci wynikow obserwacji za pomoca testu Grubbsa.
Usunigcie najgorszych danych uzyskanych przez niektore laboratoria idealizuje rze-
czywiste warunki badan i zwigksza niepewnos$¢ wspdlnego wyniku. Nieuwzglednie-
nie odstajacych wynikéw zmniejsza wiarygodnos$¢ statystycznych ocen doktadnosci,
tj. powtarzalno$ci i odtwarzalno$ci metody pomiarowej badanej w porownaniach
miedzylaboratoryjnych. Jest to szczegdlnie istotne przy kosztownych testach i pro-
bach niszczacych, gdy liczba badanych obiektow i danych w kazdej z probek jest
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zwykle ograniczona. W przyktadzie dwoma metodami odpornymi na warto$ci odsta-
jace wyznaczy si¢ 1 pordéwna wyniki i niepewnosci uzyskane przez laboratoria.

Przyktad 1

Dane liczbowe dla tego przyktadu zaczerpnigto z [3]. W dziewieciu laboratoriach
przeprowadzono wspolny eksperyment polegajacy na pomiarach poréwnawczych
pewnej metody badawczej w celu oszacowania jej doktadnos$ci. Zalozono wstepnie,
ze wiarygodno$¢ pomiarow wszystkich laboratoriow jest jednakowa. Z pomiarow
w laboratoriach otrzymano n = 9 nastgpujacych wartosci srednich X;:

24,140 20,155 19,500 20,300 20,705
17,570 20,100 20,940 21,185.

Dwa podkreslone wyniki (X1 0raz Xs) istotnie odstaja od pozostatych. Przy mo-
delu tradycyjnym (kontaminacji) zaktada si¢, ze poprawne obserwacje pochodza
tylko z rozktadu normalnego. Konsekwencja jest zastosowanie testu, np. Grubbsa,
do znalezienia warto$ci odstajacych i ich odrzucenie. Z pozostatych wyznacza si¢
wynik wspélny dla catego eksperymentu jako warto$¢ $rednig X = 20,41 i standar-
dowe odchylenie s = 0,50. Tak obliczone s tylko na podstawie 7 wartosci b¢dg jako
oceny mniej wiarygodne statystycznie niz dla 9 danych.

Jesli natomiast zalozy sig, ze wszystkie 9 obserwacji pochodzi z pojedynczego
rozktadu niegaussowskiego, to logiczng konsekwencjg jest zastosowanie algorytmu,
ktory przy obliczaniu wyniku nie usuwa zadnej z wartosci danych otrzymanych
w pomiarach. Stosuje si¢ to w dwu rozpatrywanych tu metodach odpornych: o prze-
skalowanym odchyleniu medianowym MAD:s i iteracyjnej dwukryterialnej.

Obliczenie przeskalowanego odchylenia medianowego MADs

Sposoéb postepowania w tej metodzie jest bardzo prosty:
— wyznacza si¢ ze wszystkich n = 9 danych x; mediane med i uznaje ja za esty-
mator wartosci wyniku pomiaru,
— nastepnie oblicza si¢ odchylenie medianowe (ang. median absolute deviation)
MAD wg wzoru(4),
— za standardowg niepewno$¢ pomiaru S(X) uznaje sie przeskalowane odchylenie
medianowe MADs

5(X) = MAD; = x- MAD @

Warto$¢ asymptotyczna x(o) = 1,483 (odpowiadajaca d = 1,483 dla populacji
generalnej) jest stosunkiem s(x)/MAD dla rozktadu normalnego w granicy n — .

Wedlug Zieby [17] taka odporng procedure proponowali Randa (2000), Burke
(2001), Miiller (2001) i nieco inng Cox (2002). W rozdziale 5 swojej ksigzki [17]
Zigba, za opublikowanym w Internecie preprintem Randy z 2005 r. [16], podat mo-
dyfikacje¢ tej metody, tj. by zamiast warto$ci asymptotycznej x(co) = 1,483, ktéra dla
prébek o skonczonej liczbie elementdw n zaniza warto$§¢ oceny wyniku pomiaréw,
stosowac warto$ci x(n) z tabeli 1.
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Tab. 1. Warto$ci mnoznika x(n) dla prob losowych o liczebnosci h wg [17]
Tab. 1. Values of coefficient x(n) for random samples of n elements [17]

n x(n) n x(n) n x(n)
2 1,773 10 1,626 50 1,507
3 2.206 11 1,602 100 1,494
4 2.019 12 1,596 1000 1,484
5 1,800 13 1,581 2000 1,483
6 1,764 14 1,577 . .

7 1,686 15 1,566 . .

8 1,671 20 1,544 © 1,483
9 1,633 25 1,530

Dla probki o n danych speliony jest warunek S(Xn) > $(X). Stad dla analizo-
wanego zbioru 9-ciu danych otrzymuje sie:

med = 20,3; MAD = 0,64
oraz S(Xx) = 1,483-0,64 = 0,95
s(xn) = k(n)-MAD = 1,633-0,64 = 1,045.
Wedtug obliczen tg metodg otrzymuje si¢ estymate warto$ci menzurandu med =20,3
i estymate jej odchylenia standardowego S(xn) = 1,045.
Obliczenia oceny metod3 iteracyjng Hubera

W tabeli 2 podano przyktad obliczen odpornego wyniku pomiaréw wg metody Hu-
bera, nazwanej ,,Algorytmem A” w aneksie C normy PN-1SO 5725-5 [3]. W kolum-
nie ,,0” tej tabeli zamieszczono w porzadku rosngcym wyniki pomiaréw otrzymane

wi=1, ..., 9 laboratoriach jako dane Xi*(o) stanu poczatkowego iteracji. Natomiast
kolumny 1-4 zawieraja kolejno dane dla nastepnych krokow iteracji.

Dla danych poczatkowych oblicza sie:

9
warto$¢ $rednig: Xg = 1Z:Xi 0= 20,511
n-
i=1

i odchylenie standardowe probki:

* 1 9 * _*.2
0T \/EE(Xi ()~ %) =1727
gdzie: x?(o) — dane z kolumny ,,0” tabeli 2.

Jako poczatkowe (dla surowych danych xf(o)) oszacowanie polozenia centrum
grupowania populacji przyjmuje si¢ mediang
Xo = med (X)) = X50) = 20,300
i z (6) jej odchylenie standardowe

s; =1,483-med {‘X?(O) - Xa‘ }
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gdzie: seria roznic ‘x?(o) - x’é‘ przyjmuje wartosci:
2,73 080 0,20 0,145 0 0,405 0,640 0,889 3,84.

Tab. 2. Przyktad obliczen odpornego wyniku pomiarow
Tab. 2. Example of calculation of the robust measurement result

Nr iteracji j 0 1 2 3 4
; 1,424 1,478 1,514 1,539
i~ 18,876 18,909 18,893 18,872
X+, 21,724 21,865 21,921 21,950
Xi() 17,570 18,876 18,909 18,893 18,872
Xa(j) 19,500
X3() 20,100
Xa(j) 20,155
Xs(i) 20,300
Xa(;) 20,705
X7() 20,940
Xa(i) 21,185
Xa(i) 24,140 21,724 21,865 21,921 21,950
Srednia X j 20511 20,387 20407 | 20411 | 20412
S 1,727 0,869 0,890 0,905 0,916
nowe Xj41 | 20300 20,387 20,407 20,411 20,412
nowe $41 0,949 0,985 1,009 1,026 1,039

Otrzymuje si¢ s; =1483-0640=0949 i nastepnie
@1=15-51 =15-0949=1424

Okresla ona granice dla odchylen przejscie z metody o najmniejszej sumie kwadra-
tow MNK do metody najmniejszego modutu MNM:

Xp — @ 1 = 20,300 1,424 =18,876
Xg+@ 1 = 20,300 +1,424 = 21,724
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Poniewaz XI(O) <(x6 -@1), XS(O) >(x8 +¢1), to wartoci X*1(0), X*g(o) wykraczaja po-

za te progi i w kolumnie 1 danym x’i(l) , x’; () Przypisuje si¢ wartosci progow, j.:
X(1) =18876, Xg(1) =21724,

a pozostate dane XZ(l) = X;(O), ey xg(l) = XE(O) nie zmieniajg sig.

Po podobnych jak poprzednio obliczeniach otrzymuje si¢:
. « 12
warto$¢ srednia X = o in(l) =30387;
i=1
i odchylenie standardowe s; =0869.

Do ich obliczenia uzyto wartosci X?(l) pobrane z kolumny ,,1”.
Centrum grupowania rozktadu bedzie teraz

X, =X, =30387.

Nastepnie wyznacza si¢ nowa wartosé

s, —1134 \/ﬁi(xrm ~x)2 =0,985
gdzie: med{ ‘x?(l) - ‘ } =0,664.
Gorna i dolna granice wynosza teraz odpowiednio
X1-02=18909 i Xi+@o=21865
gdzie: ¢ 5 =15-55 =15-0985=1478
W drugim etapie iteracji otrzymuje si¢ warto$ci zmodyfikowane:

Xi(2) =X1 -9 2 =18909 | xg(2)=X1+¢ 2 =21865

Wprowadza si¢ zmienione dane XI(z) i x; ) do kolumny 2 i wraz z niezmody-

fikowanymi danymi x?(o) (i = 2, ..., 8) stosuje si¢ je w tym etapie iteracji. WyniKki
obliczen umieszcza si¢ w kolejnej kolumnie 3 i dalej realizuje si¢ ten sam algorytm
jak poprzednio. Wartosci $rednie dla kroku czwartego i pigtego, tj. X, =20411 oraz

X5 =20412, praktycznie nie roznig sie. Odporne oceny odchylenia standardowego

s; wartoéci $redniej pomiardéw uzyskanych w laboratoriach sa tez zblizone, tj.
s, =1026 i s, =1039
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Analiza wynikéw obliczen

Tradycyjne podejsécie polega na zidentyfikowaniu wartoéci odstajacych (outlierow)
za pomocg kryterium Grubbsa i wyeliminowaniu z dalszego przetworzenia wynikow
krancowych XI(Q) =17570 i xg(o) =24140. W tym przypadku bierze si¢ pod uwage
wyniki tylko z n = 7 laboratoriow. Otrzymuje si¢ wowczas $rednig wartos¢ m = 20,4
i oszacowane dla nich odchylenie standardowe probki s = 0,501. Niepewno$é
wspolnych badan be¢dzie mniej wiarygodna, gdyz wg dodatku E.1 do GUM [1, 2]
ma ona wigksze wlasne odchylenie standardowe niz odchylenie s” wyznaczone me-
todami odpornymi dla n = 9.

Wartosci centrum grupowania danych otrzymane dla obu metod odpornych sa
zbiezne dlatego, ze oceniano dane i doktadno$¢é wynikoéw tego samego badania. Ich
niepewnosci roznig si¢ tylko o 9%, ale poniewaz dla probki o 9 danych doktadnosc¢

oceny jest ok. ZI/ w/2(n —l) =25%, to zbieznos¢ obu metod odpornych jest w prakty-

ce niemal catkowita. Korzystajac z metody dwukryterialnej uzyskuje sie s* =1,039 > s
dobrze odpowiadajace rzeczywistej dyspersji wartosci otrzymanych wynikéw ba-
dan. Po usunigciu dwu krancowych wynikéw poczatkowych XI(O) i X; (0) Otrzyma-
no mniejszg warto$¢ s. Odbiega to od rzeczywistosci, gdyz idealizuje si¢ pomiar za-
ktadajac, ze dane eksperymentalne naleza do populacji generalnej o rozktadzie nor-
malnym.

Dla potwierdzenia tej tezy rozpatrzony zostanie prosty przyktad o symulowa-
nych danych pomiarowych.

Przyktad 2

Dane pobrano z populacji o rozktadzie hormalnym o wartosci $redniej m = 75,238
oraz odchyleniu standardowym o = 13,475. Probka zawierata tylko cztery wartosci:

753 76,0 76,3 1021

Stosujgc kryterium Grubbsa, najwigksza warto$¢ z probki (102,1) zostanie
uznana jako odstajgca, chociaz w rzeczywistosci m + 20 = 102,201. Z odchylenia
medianowego MADs otrzymuje si¢ estymator s(X) = 1,0095 daleko odbiegajacy od
rzeczywistej wartosci odchylenia standardowego o= 13,475.

Natomiast stosujac omdéwiony algorytm iteracyjny otrzyma si¢ warto$¢

S;g =14882 duzo blizsza rzeczywistej wartosci o i bardziej wiarygodnie opisujaca
mozliwy rozrzut warto$ci obserwacji pomiarowych. Otrzymano jg dopiero po 28 ite-

racjach. Nie stanowi to jednak problemu przy stosowaniu wspolczesnej techniki ob-
liczeniowej.

Podsumowanie

Metoda przeskalowanego odchylenia medianowego jest bardzo prosta, ale nie daje
poprawnych rezultatow, gdy wartos¢ odstajaca daleko odbiega od grupy pozostatych
danych. Uwidacznia si¢ to szczegolnie dla mato licznych probek.

166



Metody rozszerzenia analizy niepewnosci pomiarow

Metoda Hubera (Algorytm A wg normy [3]) ma bardziej skomplikowany, lecz
fatwy do zautomatyzowania algorytm. Dzigki wprowadzeniu progu £Co zmniejsza-
jacego czuto$¢ na dane odstajgce, metoda ukierunkowana jest na wyznaczenie od-
pornej oceny niepewnosci.

Przeprowadzona analiza wykazata przydatno$¢ zastosowania rozwazanej od-
pornej metody dwukryterialnej do wyznaczania parametrow statystycznych probek
0 malej liczbie danych, gdy pobrane sa one z populacji generalnej o zalozonym roz-
ktadzie normalnym, ale zawieraja wyniki istotnie odstajace od pozostatych. Pozwala
ona oceni¢ obiektywnie warto$¢ wyniku i doktadno$¢ metody badan.

Ponadto wystepujace w przyktadzie rdznice miedzy statystycznymi ocenami
niepewnosci metody pomiaru wyznaczonymi przez poszczegodlne laboratoria i nie-
pewnos$cig wyniku catego migdzylaboratoryjnego eksperymentu mozna wykorzystaé
jako podstawe obiektywnej analizy rzeczywistego stanu organizacji procesu badan
i sposobu prowadzania dziatalno$ci w tych dwu laboratoriach, ktére miaty wyniki
odstajace.

Zastosowanie metod odpornych w badaniach laboratoryjnych to zagadnienie
obszerne i aktualne, ktore znacznie wykracza poza ramy tej monografii. Niektore
problemy z tej dziedziny zostaty rozpatrzone szczegétowo w Kilku polskich i anglo-
jezycznych publikacjach profesorow Eugenija Volodarskego i Larysy Koshevej
z Kijowa opracowanych wspdlnie z autorem i innymi wspotautorami [19-26]. Opu-
blikowali tez oni monografi¢ w jezyku rosyjskim 0 technicznych aspektach akredy-
tacji laboratoriow badawczych, wydanag przez Narodowy Uniwersytet Techniczny
w Vinnicy na Ukrainie [27].
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Rozdziat 12

Zasady wyznaczania wynikéw pomiaréow
posrednich wielowymiarowych

Streszczenie. Omoéwiono zasady wyznaczania wynikow w pomiarach posrednich wielowy-
miarowych multimenzurandu, czyli estymatorow warto$ci, niepewno$ci i wspotczynnikow
korelacji wielu wielkos$ci powigzanych statystycznie. Ujmuje je Suplement 2 do Przewodnika
GUM opublikowany w 2012 r. Podano opis takich pomiaréw za pomocg algebry wektoréw
losowych oraz przyktad liniowej transformacji danych pomiarowych dwu wielkosci. Omo-
wiono skutki nieprawidtowego zaokraglania przy doktadnym przetwarzaniu danych wejscio-
wych oraz dla danych wyznaczanych z probek o matej liczbie pomiard6w. Omoéwiono propo-
zycje uscislenia podanej w Przewodniku GUM poprawki do liniowej propagacji wariancji
przy wyznaczaniu niepewnosci pomiaréw o funkcjach nieliniowych. Przedstawiono propozy-
cje opracowania mi¢dzynarodowych zasad publikowania danych pomiarowych z badan eks-
perymentalnych w dualnej postaci: tak jak dotychczas — na papierze i towarzyszacej dostepne;j
w Internecie publikacji z oryginalnymi wynikami pomiaréw, aby uzytkownik moégt sam pozy-
skiwac i weryfikowac potrzebne mu dane eksperymentalne.

We wszystkich dyscyplinach naukowych opartych na eksperymencie, w przemysle
i w innych dziedzinach gospodarki wykonuje si¢ coraz wiecej pomiardw posrednich
wielu wielkosci powigzanych ze sobg statystycznie, czyli wyznacza si¢ parametry
multimenzurandu wielowymiarowego (ang. multivariate). Na przyktad pozyskuje
si¢ rOwnocze$nie wartosci sygnalow wyjsciowych czujnikow o parametrach zalez-
nych od wielu wielko$ci, przetwarza sie¢ i je wyniki wykorzystuje do monitorowania
i sterowania w czasie rzeczywistym (on-line). Wartosci te podlegaja rozrzutom lo-
sowym i moga by¢ ze soba w rézny sposob skojarzone, nie tylko deterministycznie,
ale i statystycznie przez obiekt badany, system pomiarowy i oddziatlywania ze-
wnetrzne. Z danych pomiarowych wyznacza sie estymatory warto$ci, niepewnosci i
wspotczynnikow korelacji Kilku wielkosci analitycznie powiazanych z mierzonymi
bezposrednio, czyli mierzy si¢ je posrednio. Wyznaczania niepewnosci i zaokragla-
nia wynikow pomiaréw posrednich parametrow multimenzurandu oraz prezentacji
ich danych cyfrowych wykonuje sie obecnie do$¢ dowolnie, gdyz proces tworzenia
migdzynarodowych przepisow metrologicznych nie moze nadazy¢ za zréznicowa-
nymi w réznych dziedzinach potrzebami techniki pomiarowej. Mig¢dzynarodowy
przewodnik o wyrazaniu niepewnosci pomiardéw GUM [1] oraz poradnik NASA [2]
zawieraja zalecenia dla szacowania wynikow pomiardw pojedynczych wielkosci.
Niezbedna jest tez standaryzacja procedur wyznaczania, przetwarzania, oceny do-
ktadnosci i sposobu publikowania wynikow pomiaréw multimenzurandu, aby
otrzymywane dane miaty wysoka jakos¢ i odpowiednig wiarygodno$¢ metrologicz-
ng. Zagadnieniom tym jest poswiecony dopiero niedawno ukonczony Suplement 2
do GUM, dostepny w Internecie [la]. Suplement ten liczy ponad 70 stron. Poza
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wstepem 1 odniesieniami do innych przepisow zwiazanych z nim tematycznie obej-
muje: pojecia i definicje, notacj¢ i podstawy wektorowego opisu pomiarow wielo-
wymiarowych, wielowymiarowg funkcjg gestosci prawdopodobienstwa, Wyznacza-
nie niepewnosci multimenzurandu z uwzglednieniem dotychczasowych zasad GUM,
zastosowanie metody Monte Carlo, 5 przykladow, 4 aneksy i bogatg bibliografie.
Pomimo tak bogatej treSci nie zawiera on omowienia szeregu zagadnien niezbed-
nych do wdrozenia w praktyce pomiarowe]j jednolitego sposobu szacowania wyni-
kéw pomiarow multimenzurandu oraz zasad przetwarzania i rozpowszechniania je-
go danych.

W literaturze polskiej pomiary wielowymiarowe omawiano tylko ogdlnie i za-
ledwie w kilku publikacjach [3, 12-16]. Zagadnienia wyznaczania estymatorow pa-
rametrow statystycznych dla tych pomiaréw zaczgto rozpatrywac bardziej szczego-
towo dopiero w latach 2010-2012 [6-9, 12]. Ich zaczynem byla inicjatywa autora,
by zaprosi¢ do udzialu w Kongresie Metrologii KM 2010 w Lodzi dr. Vladimira
Ezhele — gléwnego specjaliste w Os$rodku Przetwarzania Danych rosyjskiego Insty-
tutu Fizyki Wielkich Energii (Rosatom). W pracach zgtoszonych na KM 2010 [4, 5],
opartych na dhugoletnim doswiadczeniu z przetwarzania wynikow wielowymiaro-
wych eksperymentéw w badaniach podstawowych z fizyki, Ezhela przedstawit pro-
pozycje ujednolicenia wymagan dla zaokraglania i przetwarzania danych takich po-
miaréw oraz konieczno$¢ zmiany formy prezentacji ich wynikéw na dualng — dru-
kiem i elektronicznie. W szczegolnosci dotyczytoby to wielkosci wyznaczanych po-
$rednio z tych samych wejéciowych danych eksperymentalnych i z warto$ci podsta-
wowych statych fizycznych publikowanych przez CODATA [11]. Rozdziat ten
opiera si¢ na tresci kilku wspolnych prac z W. Ezhelg [6-9]. Autor starat si¢ w nich
potaczy¢ wieloletnie jego doswiadczenie w badaniach podstawowych i przetwarza-
niu danych w fizyce i wlasne z techniki pomiarowej i metrologii. Najwazniejsze za-
gadnienia i wnioski omawia si¢ ponizej.

Opis danych pomiaréw wielowymiarowych czyli multimenzurandu

Mierzong pojedyncza wielko$¢ skalarng opisuje si¢ zmienng losowa X. Minimalna
struktura danych wyrazajaca wynik pomiarow takiego menzurandu zawiera estyma-
tor wspotrzednej punktu skupienia dla rozrzutu warto$ci obserwacji pomiarowych
i towarzyszgcg mu rozszerzong niepewno$¢ pomiaru [1]. Jest to przedzial wyrazany
jako wielokrotno$¢ odchylenia standardowego o, w ktorym z zadanym prawdopodo-
bienstwem, czyli dla wymaganej ufnosci, wystepuje okreslony estymator. Jako es-
tymator warto$ci mierzonej przyjgto w GUM warto$¢ $rednig X , ktéra ma naj-
mniejsze odchylenie standardowe dla prébek danych z populacji o rozktadzie nor-
malnym. Jednakze dla probek z populacji o rozktadach niegaussowskich mniejsze
odchylenia standardowe maja inne estymatory, np. $srodek rozstgpu dla rozktadu
réwnomiernego (rozdz. 6) i zblizonych don rozktadow trapezowych (rozdz. 7), dla
ktorych jeszcze doktadniejszy jest estymator dwuelementowy (rozdz. 8).

W ogdélnym przypadku posrednich pomiarach wielowymiarowych, po przetwo-
rzeniu zbioru bezposrednio mierzonych m wielkoéci wejsciowych X; wg funkcji
Fi (X1, ..., Xm) uzyskuje si¢ zbior n wielkosci wyjsciowych Yi. Jako wyniki pomia-
rOw wyznaczane Sg estymatory wartosci poszczegdlnych wielkosci sktadowych, ich
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odchylenia standardowe o; lub niepewnos$ci rozszerzone u(Xi) i wzajemne powiaza-
nia statystyczne opisane przez kowariancje oix lub wspotczynniki korelacji pik.

Przy przetwarzaniu danych trzech lub wigcej skojarzonych losowo wielkos$ci
mierzonych opis analityczny wielowymiarowego rozktadu normalnego komplikuje
si¢. Opis operacji dokonywanych na wielowymiarowych danych pomiarowych
upraszcza si¢ przy zastosowaniu algebry wektorow losowych. Zbidr mierzonych
wielkosci losowych Xi przedstawia si¢ wowczas przez wejSciowy wektor losowy X,
za$ zbidr wyznaczanych posrednio danych wielko$ci losowych Y;j (ang. observables)
tworzy wyjsciowy wektor Y. Zalezno$¢ obu wektorow [3, 6, 12—-14] zapisuje si¢
ogolnie jako

Y =F(X) @

gdzie: X =[X1, X2,...Xm]" — menzurand wejsciowy jako wektor losowy o m elemen-
tach Xi; Y =[Y1, Y2.... Yo]™ 0 n elementach — menzurand wyjsciowy jako wektor o n
elementach Yj; F ( - ) — operator, ogolnie nieliniowy wigzacy oba wektory.

Dla liniowych zalezno$ci opisujacych pomiar, operator F ze wzoru (1) staje si¢
macierzg S 0 wymiarach n x m, tj.

Y=8X (1a)

W tym przypadku liczba wielko$ci wyjsciowych n nie moze przekroczy¢ liczby m
wielkos$ci wejsciowych, gdyz uktad niezaleznych rownan liniowych ma spetnia¢ wa-
runek n < m. Z pomiarow m wielkoséci wejsciowych Xj mozna wtedy otrzymac co
najwyzej n = m wielkosci wyjsciowych ;.

Przy nieliniowym operatorze F liczba wielko$ci wyjsciowych n nie jest ograni-
Czona przez m i réwna sig¢ liczbie niezaleznych funkcji Fj wiazacych sktadowe wek-
toréw X i Y. Moze wiec by¢ nawet n > m.

Na rys. 1a i 1b podano dwa przyklady wyznaczania danych dwuwymiarowego
(n =2) menzurandu Y z przetwarzania danych pomiarowych menzurandu X o m =3
sktadowych.

X, u(X,) >
, _ Vi= (X X% X0 ,
X Xy u(X) —> 3 _ HX. X, X) >V, 1
X, u(X,) >
a)
X, X,
X)), u(X,) >
ux,), w ) Y= £(X, X, X)
i u( X, X,) Y. U
X Y= £(06 X » Uy
Xoo u( X))
b)

Rys. 1. Przyktady posredniego wyznaczania danych dwu wielkoéci Y = [Y1, Y2]T z danych
trzech mierzonych wielko$ci wejsciowych X = [X1, Xz, X3]T: a) nieskorelowanych,
b) skorelowanych X1, Xz

Fig. 1. Examples of indirect evaluation of measurement data of two jointed output variables
Y = [Y1, Y2]T from measurements of three input variables X = [X1, X2, X3]™: a) no cor-
related, b) correlated X1, X2
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W przypadku b) wielkosci wejsciowe X1, X2 sa ze sobg skorelowane. Opisuje
si¢ to ich kowariancja o12, lub niepewnoscia u(Xi, Xz). Skorelowanie wielko$ci wyj-
sciowych zalezy od skorelowania danych na wejsciu i funkcji przetwarzania. Moze
si¢ ono pojawi¢ dla nieskorelowanych wielkosci wejsciowych.

W jednoczesnych pomiarach wielu wielkosci poszczegdlne m-wymiarowe ob-
serwacje sg realizacjami wektora losowego. Gegstos¢ prawdopodobienstwa ich wy-
stepowania podlega rozkltadowi wielowymiarowemu w przestrzeni wspotrzednych
Xi wektora X. Ksztalt rozktadu moze by¢ rdzny, a jego geometria zalezy nie tylko od
rozktadow poszczegodlnych sktadowych wektora, ale 1 od ich statystycznego powia-
zania. Przy nieliniowym przetwarzaniu danych, rozktad i jego przekroje na wejsciu
i wyjsciu majg inne ksztatty [1a]. Dla zadanego prawdopodobienstwa rozrzuty kon-
ca wektora losowego X o m elementach Xi wystepuja w pewnym ograniczonym ob-
szarze przestrzeni m-wymiarowej. Jest to np. hiperprostopadtoscian o m bokach
réwnoleglych do osi wspotrzednych i rownych odchyleniom standardowym o jego
sktadowych X; [5]. Otrzymuje si¢ go bezposrednio z jednowymiarowych przedzia-
low rozrzutu sktadowych X, gdy sa one statystycznie niezaleznie, np. gdy kazdy
mierzy si¢ osobno i modeluje rozktadem réwnomiernym. Koniec $redniego wektora
X znajduje si¢ w centrum tej bryly.

Jesli rozrzuty kazdej z m wielkosci sktadowych Xi multimenzurandu sa opisane
rozktadem normalnym i mierzy si¢ je rownocze$nie, to koniec wektora X podlega
m-wymiarowemu rozktadowi normalnemu. W wielu przypadkach takim rozktadem
z dopuszczalnym przyblizeniem modeluje sie rzeczywiste rozrzuty obserwacji wie-
lowymiarowych. Jego opis jest bardziej ztozony niz pojedynczej zmiennej losowej —

obok warto$ci $rednich wspotrzednych Xi konca wektora sredniego X i ich odchy-
len standardowych ai, wystepuja tez wspotczynniki korelacji wzajemnej pik. Podob-
nie jest opisany wektor wyjsciowy Y. Wyznaczenie skorelowania jest konieczne,
gdy wszystkie, Iub kilka sktadowych wektora Y sg wspOlnie przetwarzane nume-
rycznie lub rownoczes$nie uczestniczg W innych pomiarach.

Dla sktadowych menzurandu w postaci wektora, podobnie jak dla pojedynczej
wielko$ci mierzonej, istniejg granice obszaru rozrzutu danych o zadanym prawdo-
podobienstwie, czyli o danym poziomie ufnosci. Takim obszarem dla rozktadu
m-normalnego jest m-hiperelipsoida wpisana w m-hiperprostopadtoscian. Bryly te
dobrze opisuja analitycznie dodatnio okreslone formy kwadratowe [5, 12-15]. Dla
m-wymiarowego rozktadu normalnego macierz kowariancji 0 wymiarach m xm
opisuje m-wymiarowg elipsoide. Katy nachylenia jej osi i potozenia punktow stycz-
nosci zaleza od wspotczynnikow korelacji pomiedzy sktadowymi wektora X [6]. Je-
§li dane pomiarowe tych sktadowych nie sa skorelowane, to osie hiperelipsoidy sa
réwnolegle do osi wspotrzednych wektora.

Dla wektora X o liczbie elementow m = 2, dwa przypadki dwuwymiarowego
rozktadu normalnego przedstawiono na rys. 2. W tym przypadku przekrojem dla
prawdopodobienstwa p(x,y) = 0,5 jest elipsa wpisana w prostokat o bokach o1, +o7
i nachyleniu osi gtéwnej zaleznej od wspdtczynnika korelacji pyxy. Wzory dla tego
rozktadu podano w [5, 12—14]. Dwuwymiarowe prawdopodobienstwo p(X,y) wynosi
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exp | - 3
ZIZGXO'y\/l—pXZy 2(1_,0xy)

gdzie: &2, 05 — wariancje, py, = E(x=X)(y—y) wspotczynnik korelacji, X,y —

wartosci Srednie.

0.16

8.14

0.1z

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

Rys. 2. Dwuwymiarowy normalny rozktad gestosci prawdopodobiefistwa p(x, y) dla dwu
wspotczynnikéw korelacji: pxy = 0 oraz pxy = 0,7. Ponizej: przyktady poziomicy dla
p(x, y) = const [14]

Fig. 2. Two-dimensional normal PDF p(x, y) of correlation coefficients: pxy= 0 and pxy= 0.7.
Below: border line of data dispersion space for p(x, y) = const [15]

Rownanie linii o statej gesto$ci prawdopodobienstwa p(X,y) = const wyznacza
si¢ z (2) przez przyrownanie wyktadnika do wartosci statej. Dla p = 0,5 mamy

A2 - . -2
X—X X=X - -
( 2) _pry( ) y-y) (v 2y) :1_p3y @)
X Oy Oy Oy
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12. Zasady wyznaczania wynikow pomiaréw posrednich wielowymiarowych

Jest to rownanie elipsy o $rodku potozonym w koncu wektora $redniego [ X,y ]

i wpisanej w prostokat +ox, T0y. Warto$ci srednie X, y oraz obie wariancje O'f , 0'5
i wspotczynnik korelacji pyy oblicza si¢ z wynikdw pomiar6w w znany sposob.

Postacie rozktadu (2) dla dwu wartoéci wspotczynnika korelacji pyy i przebiegi
linii o statej ggstosci prawdopodobienstwa p(X, y) = const podaje rys. 2. Przy ox # oy
i braku skorelowania (pxy = 0) — lewa figura rys. 2, osie elipsy wpisanej w prostokat
sa rownolegte do jego bokdéw 20y, 20y. Dla wspolczynnika korelacji 0 < |px| <1,
dluzsza oS elipsy jest nachylona do osi odcietych x pod katem

1 0,0
$=arcy 2Py —— .
oy —0oy

Taka elipse dla pyy = +0,7 przedstawia dolna prawa figura z rys. 2 [12], a dla
ujemnego wspotezynnika pyy , Otrzymywanego gdy o2 >0 —rys. 3,

O

=

=

44‘
—Q ——Qa—

Rys. 3. Zaleznosci dla elipsy statej gestosci p(X, y) = const iwspotczynnika korelacji pxy < 0
Fig. 3. Formulas for ellipse of p(x, y) = const and of the of correlation coefficient pxy < 0

Punkty stycznosci elipsy z bokami prostokata +ay, oy sa odlegte od osi uktadu x, y
w $rodku elipsy odpowiednio o Xo = fpxyox | 0 Yo = pxyoy. Przy pelnej korelacji
pxy = =1 elipsa degeneruje si¢ do jednej z przekatnych prostokata.

Wynik pomiaréw wektora wejsciowego X wyznacza si¢ w postaci dwuelemen-

towej — jako wektor warto$ci $rednich X i macierz kowariancji ¢, lub w postaci

trojelementowej, gdy wraz z X podawana jest macierz diagonalng odchylen stan-
dardowych ¢ i macierz korelacji r w skrocie korelatorem. Macierz ¢ jest powigzana
Z macierzami r i ¢ nastepujaca zaleznoscia [6, 12—15]:

c=or0" 4)

Elipsoidalny obszar rozrzutu danych pomiarowych wystepuje dla dodatnio okreslo-
nej macierzy kowariancji ¢ (i r), tj. gdy jej wartos$ci wiasne 4;, czyli jednokrotne
pierwiastki rownania charakterystycznego, sa dodatnie

det [c-41] =0 ®)
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Forma przedstawiania parametréw wyznaczanego posrednio wektora wyjscio-
wego Y jest identyczna jak wektora X. Wartosci $rednie wspotrzednych wektora Y
wyznacza si¢ z uktadu réwnan (1). Dla niepewnosci stosuje si¢ liniowg propagacje
wariancji, prawdziwa przy zalezno$ciach liniowych (2) oraz jako przyblizenie dla
matych przyrostow wspolrzednych zaleznosci nieliniowych, ktére wystepuja przy
wyznaczaniu niepewnos$ci. Macierze kowariancji cy i cx wektorow wejsciowego
i wyj$ciowego sg wowczas powigzane nastepujgcym rownaniem liniowym:

Cy=S-cy-ST (6)

gdzie: S — macierz wspotczynnikow wrazliwosci

g o | O
o(X) | oy Y
ox, T axg

Z macierzy kowariancji cy mozna otrzyma¢ macierz niepewno$ci oznaczong na
rys. 1 jako Uy.

Macierz korelacji wielkosci wyjsciowych ry otrzymuje si¢ bezposrednio z ma-
cierzy kowariancji cv, lub przeksztatcajac korelator wejsciowy rx wg (4).

Jesli ktoras z wielkosci ma rozktad niegaussowski, to obszar rozrzutu jest o in-
nym ksztalcie i do jego opisu trzeba stosowac¢ inne funkcje, w tym kopuly (ang. co-
pulas) [7]). W wielu przypadkach mozna w przyblizeniu zastgpi¢ ten obszar hipere-
lipsoida.

Wyniki pomiarow dwuwymiarowych o rozktadzie (2) mozna przedstawi¢ jed-
ng z dwu rownowaznych struktur macierzowych: wektor $redni i macierz kowarian-
Cji Cv = ¢yy lub wektor $redni z niepewno$ciami i macierz korelacji ryy.

{)’(] Uf 00y " Pxy - Xtoy 1 py @)
Y| (040, Py a§ toy | |py 1

Rownanie charakterystyczne macierzy Cxy ma postac

<l

det |c, —A1|=2° (0% +07) A+ 0lor (1-pl,) =0 (6a)

a jej wartos$ci whasne A1, A2, czyli pierwiastki rownania (6a) wynosza

hagp =1(o%+0?)x L (02 + 02 ~dolot (1-pl) (6b)

W przypadkach krancowych: dla py, = 0 elipsa jest potozona poziomo, a pierwiastki
(6a) 1= 02,22 = 0)2, sa kwadratami obu $rednic; za$ dla |pxy| = 1 elipsa staje si¢
jedna z przekatnych prostokata, gdyz 1, = 0,841 = o2 + 0'5 .

Dla 0 < pxy < 1 oba pierwiastki spetniajg warunek 11> > 0, a dtugoéci $rednic po-
chylonej elipsy wynosza [4]:
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12. Zasady wyznaczania wynikow pomiaréw posrednich wielowymiarowych

2 2

Aa A
Dotyczy to tez pierwiastkow 4 12 = 1 + pyy réwnania (1 — 17)% — p,2= 0 dla macie-

rzy korelacji ry,. Jej elipsa o potosiach (1 £pyy)* wpisana jest w kwadrat +1 oraz
styczna w £pyy. Obie macierze cyy, ry sa potokreslone dodatnio.

Transformacj¢ liniowa dwu mierzonych bezposrednio parametréw zilustruje
analitycznie i liczbowo przyktad 1 [6]. Zawiera on obliczenia dla liniowego prze-
twarzania danych multimenzurandu.

Przyktad 1 [5]

Menzurand wyjsSciowy o dwu parametrach X, y wyznacza si¢ z wejSciowych danych
pomiarowych {; # o dwuparametrowym rozktadzie normalnym jako ich sume i r6z-
nice. Ta liniowa operacja ma posta¢ wektorowa

y n] 11 -] [-n
Standardowe niepewnoéci dla kazdej ze skladowych wektora wyjsciowego [X, y]'
mozna otrzymaé znang metodg liniowej propagacji niepewnosci. Sg one ze soba

skorelowane. Ich wspotczynnik korelacji pxy mozna obliczy¢ metoda wektorowa.
Z rownan (4)—(6) wynika

2
. - 1 1 o; 0.0, |11 1 _ O'f 0'2—0'5
Xy 1 — 2 1 -1 2_ 2 2
0:0nPen % O; — 0y Oy

i o _ [ 2, 2 _ [ 2, 2
gdzie: oy —\/Gg to,+20.0,p, , Oy —\/O'g +o, —20.0

"

77p§'7

Elementy niediagonalne macierzy kowariancji Cxy nie zaleza od p¢,. Z Cxy Wy-

znacza si¢ macierz korelacji
oo 1 py
R
Pxy

gdzie: — wspolczynnik korelacji wielkosci wyjsciowych X, Y zalez-
ny od wspoétczynnika korelacji p¢, wystepujacego we wzorach dla ox i oy.

2 2
_%¢ 7%

0xOYy

Przy nieskorelowanych skladowych wektora wejsciowego [¢ #], tj. dla
pen= 0, macierz Cyy upraszcza sie
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2 2 2 2
i {ggzw,, 2 }
Xy 2 2

o,—-0, O.+0,

2 2

. , . _ _ 2 2 _Ug—O'n
1 WOwCZzas: Oy =0y = O'g+0',7 oraz pxy—ﬁ-
o toy

Na rys. 4 (u gory) przedstawiono schematycznie operacje liniowego prze-
ksztalcenia dwuelementowego wektora wejsciowego [, #]T o nieskorelowanych
sktadowych w wektor [X, y]", a ponizej dane liczbowe obu wektorow.

Elipsa rozrzutu wynikow
n pomiaru o okreslonym
prawdopodobienstwie P < 1 y

V2-0.345 |
1.155

wektor,” $redni e

¢ 500 ) 1845 X
(V2)-(1.500 + 0.100) 1.0 | oo

= £l r s =
(V2)-(0.345 £ 0.001) Gm = e 10

x= (&) /(N2)

/ y=(¢-m/(2)

e

1.845 £ 0.100 1.00000 | 0.9998
= rix,y) =

1.155 £0.100 0.9998 | 1.0000

Rys. 4. Przykiad liniowego przeksztatcenia wektora losowego [ #]T w wektor [x, y]" [6]
Fig. 4. Example of linear transformation of 2D random vector [¢, #]T to vector [x, y]" [6]

Z podanych na rys. 4 wartosci elementow macierzy korelacji r(x, y) wynika, ze
niepewnosci skladowych wektora wyjsciowego [X, Y] sa silnie ze sobg skorelowane.
Jednakze zaokraglenie warto$ci elementéw niediagonalnych do 3 cyfr znaczacych,
jak to zaleca Przewodnik GUM w punkcie 7.2.6, datoby pxy = 1. Spowodowatoby to
degeneracje elipsy do przekatnej prostokata, tj. do catkowicie deterministycznej
wspotzaleznosci niepewnosci obu sktadowych.

Przy przetwarzaniu wektora losowego X wg nieliniowego operatora F zgodnie
z (1) ksztalt geometryczny obszaru rozrzutu konca wektora Y zmieni si¢ zaleznie od
F [1a]. Dlatego tez nalezy §ledzi¢ zmiany granic tego obszaru oraz potozenie wierz-

chotka wektora $redniego Y .

Przy funkcjach przetwarzania o matych nieliniowo$ciach, lub dla matych war-
tosci niepewnosci sktadowych wektora X zwykle mozna w przyblizeniu tez stoso-
wac liniowa propagacje wariancji wg wzoru (6) [7, 13].
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Przyktad przetwarzania nieliniowego oméwiono w [1, 4, 8]. Wykorzystano da-
ne z Przyktadu H.2 w GUM [1], powtorzonego tez w Suplemencie 2, w ktorym
Z trzech probek o 5-ciu rownoczesnych pomiarach napigcia, pradu i przesunigcia fa-
zowego w dwdjniku impedancyjnym wyznacza si¢ warto$ci i niepewno$ci modutu

jego impedancji Z=\R?+X? i jej sktadowe prostokatne R, X.

Ujecie wektorowe mozna tez stosowaé w analizie i prognozowaniu traktowa-
nych losowo bledow granicznych pomiaréw wieloparametrowych. Jesli nie daje si¢
a priori oszacowac wartosci ich wspotczynnikow korelacji rij, to dla duzych ich war-
tosci przyjmuje si¢ je jako rowne 1 z odpowiednim znakiem, lub tez najniekorzyst-
niejszy ich wariant. Dla niewielkiej korelacji zaktada si¢ wspotczynniki rj; = 0.

O znieksztalcaniu danych multimenzurandu przy przetwarzaniu

Przy wyznaczaniu z surowych danych pomiarowych estymatorow parametréw men-
zurandu stosuje si¢ zaokraglanie otrzymywanych wyrazen liczbowych. Zalecenia dla
tej prostej operacji nieliniowej opisano w Przewodniku GUM [1], ale tylko dla poje-
dynczej wielkosci mierzonej. W Suplemencie 2 [1a] oraz innych przepisach metrolo-
gicznych i przewodnikach nie ma $cistych zalecen jak poprawnie zaokragla¢ dane
dla pomiarow wielu skojarzonych parametrow. Niezalezne zaokraglanie wartosci
i niepewnosci sktadowych oraz elementow macierzy kowariancji (lub korelacji) wek-
tora losowego moze znieksztalci¢ wyniki zarowno wykonanych prawidtowo pomia-
réw multimenzurandu wejsciowego X, jak i wyznaczanych posrednio z nich sktado-
wych multimenzurandu wyj$ciowego Y, w przypadku ogdlnym powigzanego z X za-
leznoscia nieliniows (1).

V. Ezhela wyznaje poglad, podzielany tez przez niektorych badaczy w naukach
podstawowych, ze surowe lub prawidlowo zaokraglone dane wektora wejsciowego
X nalezy traktowaé jako absolutnie doktadne przy wszelkich dalszych przeksztatce-
niach tych danych. Ponadto uwaza, ze konsekwentnie nalezy:

— utrzymywa¢ dodatnig potokreslono$¢ macierzy kowariancji, ktora daje n-elip-
soidalny obszar rozrzutu pomiar6w o okreslonym prawdopodobienstwie dla za-
leznosci liniowych (jako zastepczy dla zalezno$ci nieliniowych);

— utrzymywaé wierzchotek zaokraglanego wektora wewnatrz tego obszaru.

W czotowych czasopismach naukowych Ezhela znalazt wiele przyktadéw
oszacowan wynikéw pomiardéw i ich procedur przetwarzania, ktore nie spetniajg ta-
kich wymagan tzw. ,,dobrej praktyki” (uwagi o symbolu m na koncu jego pracy [4]).
Przyczyny takiego stanu sg nastepujace:

(i) Podaje si¢ wartosci $rednie i odchylenia standardowe sktadowych multimenzu-
randu, a pomija macierz korelacji.

(if) Estymatory sg ,,nadmiernie” zaokraglane, tj. tak, ze macierz kowariancji nie
jest dodatnio okreslona.

(iii) Koncowy wektor $redni po nadmiernym zaokragleniu wychodzi na wiele od-
chylen standardowych poza granice obszaru rozrzutu badz surowych wynikow
obserwacji pomiarowych, badz ich warto$ci przetworzonych w pomiarach po-
$rednich wg operatora F ze wzoru (1).
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Na rysunku 5 pokazano konsekwencje takich znieksztatcen dla poprawnych
poczatkowych danych wektora [X, Y] z rys. 4, za§ w Przykltadzie 2 o0szacowano
liczbowo warianty a i b dla wartosci danych z Przyktadu 1 i przypadku 4 z rys.5.

y
x= 1.845(100)
pypen y= 1.155(100)
x=1.84(10)

y=1.16(10)
x=1.8(1)
y=12(1)

4. Wektor $redni nadmiernie zaokraglony
Przesuniecia obszaru rozrzutu

2. Zignorowana
korelacja

czywisty

1845 X 1.845 X 1.845 x

Rys. 5. Przypadki nieprawidlowo zaokraglanych skorelowanych dwuwymiarowych danych [6]
Fig. 5. Cases of presentation of the improper rounded correlated 2D data [6]

Przyktad 2
Wyniki pomiaréw posrednich menzurandu Y wg rys. 5:

Y =[1,845(100); 1,155(100)]
Przypadek 4 a. Zaokraglenie pojedynczej ostatniej cyfry:
Y1=[1,84(10); 1,16(10)]
Wektor réznicy: AY1=Y1-Y =[-0,005; 0,005]
Przypadek 4 b. Zaokraglenie dwu ostatnich cyfr:
Y2=[1,8(10); 1,16(10)]
Wektor roznicy: AY,=Y2-Y =[-0,045; 0,045]

W analizie macierzowej wektorow losowych potozenie konca wektora zaokra-
glonego wzgledem centrum elipsoidalnego obszaru rozproszenia wyznacza si¢ za
pomocg miary odlegtosci wg Mahalanobisa [10]. Dlugosci odchylen sktadowych
odnosi sie do ich odchylen $rednich standardowych wg formy kwadratowe;j

27 =AY (% y) Ay T @

0,0y

Punkty elipsy stycznej wewnetrznie do prostokgta o bokach +(ox, oy) majg y* = 1.
Dla zaokraglen 4a i 4b otrzyma si¢:
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2 1 1 1 —-0,9998 | | —0,005
22 =[-0,005; 0,005]  —— - ————. : =25>>1
0,01 1-0,99982% |-0,9998 1 0,005
2 1 1 1 —0,9998 | | —0,045
72 =[-0,045;0,045] — ———— : =2025>>1
0,01 1-0,9998 2 | —0,9998 1 0,045

Konce obu zaokraglonych wektorow s$rednich wychodza tu znacznie poza obszar
rozproszenia danych pierwotnych, tj. niezaokraglonych, na wiele odchylen standar-
dowych. Czgsto w publikacjach obszar ten podaje si¢ wokol konca zaokraglonego
wektora (prawy dolny rog rys. 5) i jego wymiary zaokragla si¢ do gory by objat ob-
szar danych surowych.

Przyktad 2 ilustruje, Ze niezalezne zaokraglanie sktadowych wektora sredniego
i ich niepewnosci, takie jak wg zalecen GUM dla pojedynczej wielkosci mierzonej,
moze da¢ niepoprawny rezultat przy przetwarzaniu skojarzonych statystycznie da-
nych wielowymiarowych. Trudno jest to wykry¢ i skorygowaé bez dostepu do da-
nych oryginalnych.

Rozwazania te postuzyty V. Ezheli do uzasadnienia koniecznos$ci standaryzacji
struktury oraz procedury zaokraglania wartosci zmierzonych i przetwarzanych da-
nych w pomiarach wieloparametrowych. Proponuje on by zestaw danych wielowy-
miarowego menzurandu obejmowat nastepujace parametry:

— wektor $redni, tj. wartosci $rednie jego sktadowych,

— wektor odchylen standardowych tych wartosci,

— wspotczynniki korelacji,

— obliczong minimalng warto$¢ wlasng dodatnio okreslonej macierzy kowariancji
lub korelatora,

— informacj¢ o zastosowanej cyfrowej precyzji obliczen.

Przy tak okreslanych danych Ezhela wyznaczyt powigzane ze sobg progi do-
puszczalnego zaokraglania przy dokladnym przetwarzaniu parametrow statystycz-
nych wektora losowego [4, 5, 7]. Dla niepewnosci standardowych i wspotczynnikow
korelacji otrzymat wielocyfrowe warto$ci liczbowe znacznie przekraczajace liczby
znakow stosowane w pomiarach i zalecane przez przepisy metrologiczne.

Zdaniem autora, takie wygorowane wymagania wynikaja z przyjecia nieprawi-
dtowego zatozenia, ze niepewnosci parametréw statystycznych wektora wejsciowe-
g0 sg pomijalnie male, czyli jego dane traktuje si¢ jako zmierzone absolutnie do-
ktadnie. Nie zachodzi to dla rzeczywistych danych pomiarowych. Progi podane
przez Ezhelg dotycza wige doktadnosci samego przetwarzania wektora losowego.

Przy szacowaniu wynikow pomiarow wieloparametrowych nalezy uwzglednié
tez wplyw liczebnosci probek na dokladno$¢ estymowanych parametréw i na zao-
kraglanie ich warto$ci liczbowych. Omowi sig to szczegotowo ponizej.

O zaokraglaniu danych multimenzurandu przy ograniczonej
liczebnosci probek

W praktyce pomiarowej zwykle nie mozna pomina¢ niepewnosci sktadowych mul-
timenzurandu wejsciowego X zaro6wno o charakterze losowym, opisywanych staty-
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styczng metoda typu A, jak i niepewnosci pochodzenia instrumentalnego szacowa-
nych metodg typu B. W krancowych przypadkach dominuje jeden ich rodzaj.

Przyczyny losowych rozrzutéw obserwacji pomiarowych sa dwojakie, tj.:

— wielko$ci mierzone w obiekcie badanym sa juz losowe,

— warto$ci tych wielkoS$ci sa state, ale wskutek duzych zaktdcen w obiekcie i to-
rach pomiarowych pojawiajg si¢ rozrzuty warto$ci kolejnych obserwacji po-
miarowych.

Udzialy obu powyzszych zrodet losowosci sg zwykle rozne.

W pierwszym z przypadkdéw zadanie pomiarowe moze polegaé¢ na doktadnym
zbadaniu nie tylko samych estymat wartosci $rednich skltadowych menzurandu X,
ale i autokorelacji przy wyznaczaniu ich odchylen standardowych (rozdz. 3) oraz
wspotczynnikow korelacji i innych parametrow statystycznych opisujacych model
rozktadu i estymatoréw niepewnosci tych wszystkich parametrow. Nalezy wtedy
pobra¢ z obiektu badanego mozliwie jak najwiekszg liczbe obserwacji, aby parame-
try statystyczne byly bliskie parametrom populacji badanego wektora losowego X.
Tylko dla populacji o skonczonej liczbie elementéw i znanych wartosciach, gdy po-
bierze si¢ je wszystkie, to takie dane wejsciowe mozna traktowa¢ jako pozbawione
btedow losowych.

Przy posrednim wyznaczaniu parametrow wektora wyjsciowego Y, utrate in-
formacji zminimalizuje si¢, gdy po cyfrowym przetwarzaniu i zaokragleniu koniec
tego wektora pozostanie wewnatrz obszaru opisujgcego rozrzut przetworzonych su-
rowych danych wejSciowych. Powinno si¢ wige $ledzi¢, czy przy przetwarzaniu
mozna przyjaé, ze zachowat si¢ elipsoidalny obszar rozrzutu zmiany granic obszaru
ich rozproszenia oraz potozenie wierzchotka wektora $redniego wzgledem tego ob-
szaru, np. wykorzystujac miare odlegtosci Mahalanobisa wg (7). Wtasnie dla spet-
nienia tych warunkéw V. Ezhela wyznaczyl powigzane ze soba wzory dla progow
zaokraglania warto$ci, niepewno$ci i wspotczynnikéw korelacji menzurandu wyj-
sciowego Y, tj. minimalne dopuszczalne liczby ich cyfr [7, 10]. Z wzorow tych wy-
nikta konieczno$¢ wyznaczania bardzo duzej liczby znakow, nie do zaakceptowania
przy szacowaniu niepewnosci dla wiekszosci pomiarow multimenzurandu. Progi te
mogg postuzy¢ jedynie do oceny doktadno$ci samego procesu przetwarzania wekto-
ra losowego, gdyz nie uwzgledniajg niepewnosci danych wejsciowych.

Nawet gdy pomijalne sa niepewnosci typu B, wynikajace z nieusunigtych ble-
déw instrumentalnych i bledow metody pomiarowej dla sktadowych wektora wej-
sciowego X, to wymagana doktadno$¢ cyfrowego przetwarzania danych istotnie za-
lezy od liczb obserwacji N w probkach pomiarowych. Liczby ta determinuje wiel-
ko$¢ wyznaczanych statystyczne niepewnosci typu A nie tylko dla warto$ci sktado-
wych wektorow X i Y, ale i dla wszystkich innych parametrow statystycznych wie-
lowymiarowego rozktadu kazdego z nich.

Dla jednowymiarowego rozktadu normalnego wzgledna niepewno$¢ standar-
dowa odchylenia standardowego jest rtowna w przyblizeniu od [2(N — 1)] 2. W ta-
beli E.1 Przewodnika GUM [1] podano, ze dla probki liczacej np. tylko 5 pomiarow
wynosi ona az 36%. Dla 50 pomiaréw niepewnos¢ ta spada, ale zaledwie do 10%.
Niepewnosci statystyczne wspotczynnikéw korelacji beda jeszcze wigksze, gdyz za-
lezg od warto$ci i niepewno$ci dwu sktadowych wektora. W takim przypadku pre-
cyzja przetwarzania danych wejsciowych nie musi wigc by¢ nadmierna. Dla probek
0 ograniczonej liczebno$ci powinno wystarczy¢ by byta ona o rzad wigksza niz naj-
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mniejsza (lub nastgpna) cyfra pewna dla niepewnosci. Niepewno$¢, jako wielkosé
drugiego rzedu wystarczy zaokragla¢ do dwu, lub przy malej liczbie pomiarow
w probee, nawet tylko do jednej cyfry, a estymator jej wartosci — na tym samym
miejscu dziesietnym, czyli podobnie, jak wedtug zalecen Przewodnika GUM [1, 1a]
dla pomiaréw jednej wielkosci: niepewnos$¢ — do co najwyzej 2 cyfr, a tylko wspot-
czynniki korelacji bliskie 1 — do 3 cyfr.

Podane przez V. Ezhele zalezno$ci dla progow bezpiecznego zaokraglania przy
precyzyjnym przetwarzaniu cyfrowym danych wektoréw losowych [7] nie dotycza
probek pomiarowych o matej lub $redniej liczebnosci oraz nie obejmuja tez przy-
padkow, gdy przypuszcza si¢, ze doktadnos¢ odchylen standardowych i wspotezyn-
nikow korelacji wektora wejsciowego X jest mata ze wzgledu na nieusunigte nie-
znane btedy instrumentalne i oddzialywania zewngtrzne (niepomijalne niepewnos$ci
typu B). Dla takich probek powinno si¢ wyznacza¢ wartoéci $rednie sktadowych
wektora Y z takimi niepewno$ciami, jakie wynikajg z niepewnosci danych wejscio-
wych. Wyniki koncowe nalezy tak zaokragla¢, by nie wprowadzi¢ duzych dodatko-
wych bledéw. Dwie takie propozycje omowiono w [9, 10]. Niezalezne zaokraglanie
sktadowych wektora wg zasad dla skalarnych wielkosci moze spowodowaé poja-
wienie si¢ wynikéw niespetniajacych i tych wymagan. Przedstawia to przyktad 3.

Przyktad 3

W tabeli 1 i na rys. 6 zilustrowano zaokraglanie danych surowych wynikow pomia-
ru o dwuwymiarowym rozktadzie normalnym.

Tab. 1. Zaokraglenia sktadowych i odchylef standardowych sktadowych dwuwymiarowego
wektora losowego [x, y]
Tab. 1. Rounding of components and standard deviations of the 2D random vector [, y]

Zaokraglenia X (%) Vi o(¥:) 20(%;) | 20(%)
Dane surowe 0,3242 | 0,0664 | 0,1555 | 0,0256 | 0,1328 | 0,0512
A. do 3 cyfr 0,324 0,067 0,156 0,026 0,133 0,051
B. do 2 cyfr 0,32 0,07 0,16 0,03 0,14 0,05
C.do L cyfry 03 | <01 | 02 | <of | <02 | <ozt

Po jednolitym zaokragleniu surowych wartosci $rednich X, y wg zasad GUM

jak dla skalara, do trzech, dwu i jednej cyfry liczby najblizszej, otrzymano punkty
potozenia A, B i C koncéw wektora $redniego oraz elipsy A, B i C o srodkach
w tych koncach. Na rys. 6 elipsy te wpisane sg w prostokaty odpowiednio o bokach
+ a()‘(), + a(y) odchylen standardowych tak samo zaokraglonych, ale tylko w gore
i przy niezmiennej warto$ci wspotczynnika korelacji ryy. Elipsa A pokrywa sig¢
z elipsa dla surowych, tj. niezaokraglonych danych. Punkty B i C sa przesunigte
wzgledem $rodka elipsy A. Elipsa B’ jest przeniesiong do punktu C elipsa B.
Wszystkie elipsy znajduja si¢ wewnatrz duzego prostokata C. Elipsy B i C sg wigk-
sze od A i powinny obejmowac jg i elipse danych surowych, ale je przecinaja, gdyz
ich $rodki sg przesuniete. Zmiana nachylenia osi elips B i C przez zmiane wspot-
czynnika korelacji ry nie rozwiaze tego problemu.
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Opis elipsoidalnego obszaru rozrzutu przyjety jako niesymetryczny wzgledem
konca zaokraglonego wektora bylby niewygodny w praktyce. Sytuacja poprawia si¢
dla elips odpowiadajacych rozszerzonym niepewnos$ciom obu sktadowych (nie sa
podane na rysunku 2), np. o wspotczynniku rozszerzenia kpx = kpy = 2, czyli dla elips
wpisanych w prostokaty o dwukrotne powieckszonych i zaokraglanych bokach £2ay,
+20y. Z danych tabeli 1 wynika np., ze 25(Xg)— (X — X5 ) >20(Xg ). Obie takie elip-
sy B», C; beda juz obejmowaé podwojnie powigkszong elips¢ Az.

VAN
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//”’ \\\ C
-~ \
// \
// \
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Rys. 6. Elipsy A, B, C rozrzutu wektora [, y]" o dwuwymiarowym rozktadzie normalnym
uzyskane przy jednolitym (jak wg GUM dla skalarow) zaokraglaniu sktadowych i ich
niepewnos$ci odpowiednio do 3, 2 i 1 cyfry oraz stalym wspotczynniku korelacji
Iy = const [9]

Fig. 6. Scattering ellipses A, B, C of vector [x, y]T of two variable Normal distribution ob-
tained after recommended by GUM for scalars unified rounding of its components
and uncertainty to 3, 2 and 1 digit and constant correlation coefficient rxy = const [9]

Zaokraglanie wspotczynnikow korelacji o wartosciach bliskich +£1 wymaga
bardzo ostroznego traktowania.

Z Przyktadu 3 wynika, Zze dla pomiar6w multimenzurandu probkami o ograni-
czonej liczebnosci brakuje jeszcze odpowiednich ustalen o jednolitym zaokraglaniu
wartosci, niepewnosci i wspotczynnikéw korelacji mierzonych wielkos$ci wektoro-
wych i o precyzji wymaganej przy ich przetwarzaniu. W niepewnosci wyznaczanej
dla tych parametrow powinno si¢ uwzgledni¢ wptyw liczby pomiarow w probkach
i ich niepewnosci typu B od nieusuwalnych btedéw instrumentalnych. Dwie propo-
zycje zaokraglania dla danych przyktadu H.2 z GUM podano w [7].

Whniosek. Struktura danych opisujacych pomiary wieloparametrowe powinna ko-
niecznie zawiera¢ informacj¢ o liczbie pomiardw w probce i o niepewnosci typu B
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kazdej z mierzonych wielkosci. Jest to niezbedne do wyznaczenia niepewnosci sta-
tystycznych (typu A) uczestniczacych w ocenie standardowych niepewnosci skta-
dowych multimenzurandu i niepewnos$ci wspdtczynnikdéw korelacji. Niepewnosci te
stuza do ustalania precyzji obliczen i zaokraglania wyznaczanych posrednio parame-
trow wektora Y [10].

O propagacji niepewnosci funkcji silnie nieliniowych wg GUM

W Przewodniku GUM [1], do obliczen niepewnosci Uc pojedynczej wielko$ci mie-
rzonej o funkcji przetwarzania f (-) podano wzor dla liniowej propagacji wariancji

2y (A2
us(y) =2, * ue (%) (8)
i1\ K

Dla funkcji nieliniowych jest to przyblizenie wystarczajace dla matych niepewnosci.
Dla duzych nieliniowo$ci w Uwadze do punktu 5.1.2 dodano dodatkowy wyraz, tj:

2
NN o f of o3 f
L e [U?(%;) U*(x;) ©)
=1 j=1 é’Xié’Xj 0”Xi 5Xi0’)XjﬂXj

Wzor ten wielokrotnie powtorzono w wielu dokumentach metrologicznych i pod-
recznikach z fizyki i metrologii oraz w czotowych czasopismach $wiatowych. Ezhe-
la zauwazyt jednak [5], ze sktadnik w nawiasie z trzecig pochodng moze spowodo-
waé, iz z obliczef otrzyma sie ujemng warto$¢ wariancji u?(F) — patrz Przyktad 4, co
jest sprzeczne z matematyczng definicjg wariancji jako wielko$ci dodatniej.

Przyktad 4 [6]

Nalezy wyznaczy¢ niepewno$¢ standardowg wielomianu F(X)=1 — x + 2x% + 3x® + 4x*
dla zmiennej losowej X o rozktadzie normalnym z wariancja o® wokoét x = 0. Dla li-
niowej propagacji z (8) otrzymuje si¢:
u }F)=¢?
Wedtug wzoru (8) rozszerzonego o (9) wariancja u?(F) wynosi:
u2(F) = a?{F’(0)*+ ¢?[(1/12) F’(0)+ F’ (0) F"’(0)]} == 0?(1L - 10 6?).
Drugi skladnik w nawiasie powoduje, ze przy ¢ > 0,1 otrzyma si¢ ujemng warto$é
wariancji u?(F). Dodatnig wariancje U?(F) > O otrzyma sie z (8) po uzupehieniu
0 (9), ale z pominieciem w (9) drugiego sktadnika z F’’’(0), tj.
W(F) = ?{F’'(0)*+? (112) F’(0)} = > (L + 4,5 6

Ezhela wykazat wigc, ze zalecane w Uwadze do punktu 5.1.2 GUM dodanie
dodatkowego sktadnika wg wzoru (9) okazato si¢ w tym przypadku niemozliwe do
zastosowania dla zbyt duzych ¢?. Uwaga powinna by¢ wigc zmieniona lub uzupet-
niona ograniczeniami dotyczacymi stosowania tego sktadnika, wynikajacymi z war-
tosci kolejnych cztondow rozwinigeia w szereg funkcji opisujacej pomiar.
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Powinno si¢ wigc analizowa¢ doktadno$¢ wyznaczania niepewnosci przy sto-
sowaniu liniowego przyblizenia wariancji dla funkcji nieliniowych, nawet w pomia-
rach pojedynczej wielkoS$ci.

W posrednich pomiarach wielowymiarowych o nieliniowych funkcjach prze-
twarzania mozna stosowa¢ dwie metody wyznaczania niepewnos$ci i wspolczynni-
kéw korelacji danych wyjsciowych:

— wykorzystujac liniowe przyblizenie propagacji wariancji wg zalezno$ci (6),

— przetwarzajac wartosci kazdej z wielowymiarowych obserwacji wejsciowych
wg funkcji nieliniowej opisujacej pomiary posrednie i nastgpnie wyznaczajac
parametry rozktadu dla tak otrzymanego losowego wektora wyjsciowego. Przy
tej metodzie i niezbyt duzych rozrzutach na wyjsciu unika si¢ koniecznosci
wprowadzania poprawek dla niepewnos$ci uwzgledniajacych nieliniowos$ci.

W pomiarach wieloparametrowych opisywanych funkcjami nieliniowymi wy-
miary m i n wektoro6w wejsciowego i wyjsciowego oraz rzad T wyrazOw rozwiniecia
w szereg Taylora sa nastgpujaco ze soba powiazane [9]:

(m+T)

gdzie: n i m — wymiary wektorow wyjsciowego i wejsciowego, T — rzad szeregu
Taylora wielkos$ci wyjSciowej.

W opisie i obliczeniach pomiarow wielowymiarowych wykorzystuje si¢ macie-
rze wrazliwos$ci zawierajace pierwszych pochodne. Zwykle nie sprawdza si¢ stoso-
walno$ci aproksymacji liniowej. Moze to tez stanowi¢ dodatkowe zrédto niepo-
prawnosci danych koncowych.

Stosowanie nieliniowej propagacji wariancji moze by¢ istotne np. przy wyzna-
czaniu duzych warto$ci niepewnosci wzglgdnych dla pomiaréw parametréw rozkta-
dow losowych wektoréw wielkosci fizycznych powigzanych nieliniowymi, nawet
dos$¢ prostymi, np. tylko iloczynowymi zalezno$ciami algebraicznymi (jak w most-
kach pomiarowych). Ujednolicone zalecenia, wraz z przyktadami, powinna zawiera¢
rozszerzona wersja Suplementu 2 do GUM o wyrazaniu wynikoéw pomiaréw wielo-
wymiarowych, lub mozna by nawet opracowa¢ nowy dokument tylko o niepewno-
$ciach pomiaréw posrednich opisanych funkcjami nieliniowymi.

O propozycji dualnej formy publikowania danych pomiarowych

W przewodniku GUM [1] (w tym w zataczniku H.2) i w jego Suplemencie 2 [1a]
oraz w innych poradnikach metrologicznych, np. [2] i w literaturze podstawowej [3,
12-14] nie ma gruntownych zalecen dla procedur numerycznego przetwarzania
i wyrazania danych multimenzurandu oraz przekazywania tych wynikow. Analiza
zebranych przez V. Ezhelg przyktadow w pracy [4] wykazata wystepowanie wielu
nierzetelnosci w prezentowanych wynikow eksperymentalnych prac naukowych
nawet w czotowych czasopismach naukowych. Rowniez w korektach danych kilku
podstawowych statych fizycznych FPC (ang. Fundamental Physical Constancies)
[4, 8, 9, 11] opublikowanych w latach 1998-2010 przez mi¢dzynarodowa organiza-
cje CODATA (ang. Committee on Data for Science and Technology) Ezhela wykryt,
ze ciaggle wystepuje nieprawidtowa macierz korelacji, tj. o ujemnych wartosciach
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wilasnych. Wielowymiarowe rozktady tych danych nie bgda wowczas rozktadami
normalnymi. Szybka adaptacja do stosowania w praktyce zalecen Suplementu 2 do
GUM [1a] pozwolitaby zgromadzi¢ doswiadczenie z wyznaczania wynikow pomia-
réw wielowymiarowych, czyli pomiaréw multimenzurandu. W tresci tego Suple-
mentu nie ma sformutowanych wymagan co do poprawnego zaokraglania i przeka-
zywania takich danych pomiarowych przy ograniczonej liczebnosci probek.

Forma komunikacji w nauce i technice jest obecnie w znacznym stopniu zo-
rientowana na tradycyjng forme przekazu — na papierze. Zdaniem i to nie tyko Ezhe-
li, nie wystarcza juz ona do wymiany danych z do$wiadczen wieloparametrowych
i dla wyznaczania warto$ci i niepewnosci pochodnych statych fizycznych oraz
w metrologii o najwyzszych doktadnosciach. Jednakze dzigki rozwojowi elektro-
nicznych $rodkow publikowania, czyli e-publikatorow, otwarly si¢ nowe mozliwo-
sci, ktore pozwalaja unikna¢ wystepujacych ograniczen.

Jako rozwigzanie zapobiegajace powyzszym niedogodnosciom Ezhela zapro-
ponowal przejscie na dwuczesciowg forme publikacji [4]. Tradycyjnemu tekstowi
opisowemu, dobrze juz redakcyjnie sformalizowanemu, towarzyszylyby zwigzane
z nim pliki komputerowe przedstawiajgce dane zrodtowe o odpowiedniej rozdziel-
czosci cyfrowej, w pelni czytelne dla komputera, przeznaczone do dlugotrwatego
przechowywania i dostgpne w Internecie. Dzigki temu recenzenci i potencjalni uzyt-
kownicy raportowanych danych pomiarowych bgdg mogli sprawdza¢ ich komplet-
nos¢ i spojnos¢. Utatwitoby to pobieranie i zapobiegnie degradacji tych danych przy
przeksztatcaniu ich formy zapisu i zapewnito praktycznie wieczne ich przechowy-
wanie. Propozycja ta nie trafita dotad do praktyki jako sposob na podwyzszanie jako-
éci danych i weryfikacje wiedzy. Jednak podobna opini¢ wyrazono z kregéw OECD,
by publikacje i rozpowszechnianie danych oprze¢ na e-publikacjach (cytat w [4]).

Zdaniem V. Ezheli [4, 8, 9], nie ma jeszcze w pelni przygotowanych podstaw
merytorycznych i organizacyjnych do pelnego wykorzystywania istniejacych juz
obecnie ogromnych mozliwosci e-publikatoréw w zachowywaniu i przekazywaniu
poprawnych wynikow pomiardw o praktycznie nieograniczonej objetosci z hyper-
linkami i z szybka transmisjg. Dla realizacji tego celu nalezy sformutowa¢ odpo-
wiednie standardy dla plikéw odczytywanych i zrozumiatych dla komputera, zwig-
zanych z publikacjami na papierze i zawierajacych pelne dane pomiarowe prawi-
dtowo przedstawione liczbowo.

Przy stosowaniu plikow komputerowych pojawi si¢ np. kilka nowych zagad-
nien wymagajacych ustalen miedzynarodowych, np.:

— jaka powinna by¢ minimalna struktury danych, aby prawidtowo zapisa¢ wyniki
badan?

— jak kontrolowa¢ precyzj¢ numeryczna danych przy ich przetwarzaniu, aby nie
utraci¢ wynikow i ich doktadnos$ci?

Przed metrologia i informatyka oraz innymi dziedzinami dzialalnosci ekspery-
mentalnej stoi wiec duze wyzwanie — opracowanie zalecen do wyrazania i przeka-
zywania wielowymiarowych danych pomiarowych za pomoca e-publikacji i wdro-
zenia do praktyki metod numerycznej weryfikacji tych danych. Podstawe do opra-
cowania projektu takich przepisOw moga stanowi¢ standardy robocze juz stosowane
w $wiatowych centrach danych, np. w NIST (USA). Przyktady oméwiono w [8, 9].
Opierajac sie na dotychczasowym trybie i tempie udoskonalen i rozszerzania zakre-
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su przepisow GUM dotyczacych niepewno$ci pomiarOw autor nie jest w stanie
przewidzie¢ kiedy tak duze zmiany proponowane przez Ezhel¢ moga sie pojawic.

Podsumowanie i wnioski

W tym ostatnim rozdziale przedstawiono w zarysie problemy wystepujacych przy
wyrazaniu i publikowaniu wynikéw pomiaréw posrednich wielowymiarowych, czyli
pomiaré6w multimenzurandu. Oméwiono w skrdcie sposodb opisu wynikoéw tych po-
miar6w w ujeciu wektorowym. Podano przyktady zaokraglania danych pomiarow
dwuparametrowych przy ich przetwarzaniu i wyznaczaniu wynikéw oraz wskazano
na konieczno$¢ poprawy zalecenia 5.1.2 w GUM o niepewnosci funkcji silnie nieli-
niowych.

Nie ma jeszcze powszechnie akceptowanych standardéw numerycznego wyra-
zania danych pomiaréw wieloparametrowych i mozliwosci ich numerycznej weryfi-
kacji przy tradycyjnej formie publikacji ,,na papierze” oraz przy formie elektronicz-
nej stosowanej obecnie w do$¢ dowolny sposob. Mozna by tego uniknaé po ujedno-
liceniu sposobu wyrazania danych wielowymiarowych w formie ,,czytelnej i zrozu-
miatej” dla komputera. Przewiduje si¢ tez istotne zmiany w sposobie postugiwania
si¢ danymi pomiarowymi.

Nawigzano do propozycji podanej przez V. Ezhelg w [4] i opisanej we wspol-
nych publikacjach [8, 9], aby zakresem przepiséw miedzynarodowych obja¢ dualny
sposob prezentacji i publikowania danych pomiaré6w wieloparametrowych — na pa-
pierze i w postaci towarzyszacej e-publikacji.

Nalezatoby tez zbada¢ — jak stosowane w podstawowych badaniach fizycznych
metody i procedury precyzyjnego przetwarzania ogromnych zbioréw danych wielo-
parametrowych mozna zaadaptowaé¢ do wykorzystania w metrologii najwyzszych
doktadnosci i w wieloparametrowych pomiarach uzytkowych o bardziej odpowie-
dzialnych zastosowaniach. Po niezbednych uproszczeniach mozna by tez je stoso-
wac 1 w pomiarach uzytkowych z wieloparametrowymi probkami o malej liczbie
obserwacji. Dotyczy to w szczegdlnosci pomiaréw o rozrzutach wynikéw opisywa-
nych niepewnos$cig typu A, porownywalng lub wicksza od niepewnosci typu B uj-
mujacej wptywy nieusuwalnych lecz nieznanych instrumentalnych btgdow systema-
tycznych i bledow metody. Wyniki tych badan mogty by stanowi¢ podstawe uzupet-
nien przysztej udoskonalonej wersji Suplementu 2 do GUM [1a].

Zracjonalizowane sposoby wektorowego opisu wielowymiarowych danych
pomiarowych i oméwiony sposdéb wyznaczania ich niepewnosci, zracjonalizowany
w stosunku do Suplementu 2 w GUM, moga by¢ juz uzyteczne w wielu dziedzinach
nauki i techniki, m.in. w identyfikacji obiektow sterowania i identyfikacji powiaza-
nych ze sobg zmian parametrow obiektow pod wptywem wielu rownoczesnych od-
dziatywan, w badaniach materiatéw elektronicznych, w wieloparametrowych pomia-
rach powierzchni, w nanotechnologii, w monitoringu i diagnostyce urzadzen, proce-
s6w przemystowych i stanu §rodowiska oraz w badaniach medycznych.
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Dodatek 1

Przyktady obliczenia efektywnych estymatoréw prébek
z rozkladu rbwnomiernego i Laplace’a

W praktyce mogg pojawic si¢ nieprawidlowosci w ocenie doktadnosci wyniku po-
miarow, gdy rzeczywisty rozktad prawdopodobienstwa danych pomiarowych istot-
nie r6zni si¢ od rozktadu przyjetego jako ich model matematyczny. Zgodnie z zale-
ceniami Przewodnika GUM oblicza si¢ warto$¢ $rednig arytmetyczna i wyznacza jej
odchylenie $rednie standardowe jako niepewno$¢ standardowa Ua. Oba te parametry
sg najbardziej wiarygodnymi estymatorami tylko dla rozktadu normalnego opisane-
go funkcja Gaussa. Natomiast dla wielu innych rozktadow prawdopodobienstwa ist-
niejg efektywniejsze, tj. o mniejszym odchyleniu standardowym parametry staty-
styczne do oceny warto$ci i niepewnosci wyniku pomiaru, ktére powinno si¢ wyko-
rzystywac (patrz rozdzialy 6-9). Zilustruja to podane ponizej dwa przyktady oceny
doktadnosci menzurandu dla probek o danych z populacji o rozktadzie rownomier-
nym oraz dwuwyktadniczym czyli Laplace’a. Symulowane przyktady liczbowe za-
czerpnigto ze wspolnych z M. Dorozovetsem prac [4, 5].

1. Efektywnos$é estymatoréw probki z rozktadu rownomiernego

Dla probki z populacji o rozktadzie rownomiernym (uzywa si¢ tez nazw: rozklad
jednostajny lub prostokatny) wg zasad statystyki [M3, 125-127] najbardziej efek-
tywna oceng wyniku pomiaru jest $rodek rozstgpu (ang. midrange), gdyz ma on
najmniejsze odchylenie standardowe (rozdz. 6, rys. 1). Oblicza sie go jako warto$¢
$rednia Qs z najmniejszego oraz najwiekszego z elementéw probki po ich uporzad-
kowaniu wedhuig wartosci i po usunigciu danych odstajacych, czyli outlierow, wg
kryteriow innych dla tego rozktadu [6] niz testy Grubbsa dla rozktadu normalnego:

_ Os1+0sn
2

Standardowe odchylenie (niepewnos¢) srodka rozstgpu probki oblicza si¢ [M3]
Ze WZOoru:

)

Sr

v @)

Up(Xp ) =Sgy =7
A( r,s) S,r 2(n—l)~(n—2)
gdzie V =(q, — Qs jest rozstepem danych probki.
Wedlug zalecen GUM probke danych z rozktadu rownomiernego opisuje si¢

przez warto$¢ $rednig i jej odchylenie standardowe, czyli niepewno$¢ ua Wyznacza-
na metoda statystyczna typu A. Jest to jednak estymator mniej efektywny niz $rodek
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rozstepu Qrs, gdyz jego standardowe odchylenie ua(Qrs) jest mniejsze i przy maleniu
liczby obserwacji n w probce wzrasta proporcjonalnie do 1/n, a standardowa nie-
pewno$é Ua wartosci $redniej — do 1/vn. Srodek stepu jest wiec korzystniejszym pa-
rametrem do opisu doktadnosci probek z populacji o rozktadzie réwnomiernym.
Stwierdzenia te zostanie poparte ponizej przyktadem liczbowym.

2. Przyktad 1. Oszacowanie parametréw menzurandu dla prébki z popu-
lacji o rozkladzie rownomiernym

Wykonano pomiary warto$ci natgzenia pradu uptywu izolacji I[nA] pozyskiwane
kolejno przez rownomierne probkowanie. Warunki pomiaru i aparatura pomiarowa
nie ulegata zmianie. Otrzymano n = 120 podanych ponizej danych liczbowych g;(l)
skorygowanych przez poprawki:

1,6682 16773 1,6881 16719 1,6793 1,6833 1,6700 1,6635
1,6704 16705 1,6871 1,6733 16819 16711 1,6647 1,6637
1,6727 1,6832 1,6749 1,6635 1,6659 1,6888 1,6861 1,6758
16730 1,6621 1,6615 1,6654 1,6664 1,6856 1,6765 1,6843
1,6617 1,6649 1,6648 1,6863 1,6676 1,6634 1,6632 1,6900
1,6853 1,6839 1,6850 1,6613 1,6666 1,6808 1,6725 1,6836
1,6701 16798 1,6780 1,6677 1,6771 16767 1,6734 1,6797
1,6658 1,6754 1,6791 1,6882 1,6736 1,6840 1,6710 1,6601
1,6696 1,6697 1,6869 1,6750 1,6844 1,6832 1,6809 1,6682
1,6898 16710 1,6672 1,6732 16761 16667 1,6724 1,6621
1,6893 16712 1,6763 16751 1,6766 1,6718 1,6623 1,6687
1,6800 1,6795 1,6852 1,6832 1,6897 1,6653 1,6891 1,6675
1,6656 1,6658 1,6730 1,6845 1,6680 1,6664 1,6661 1,6840
1,6763 1,6847 1,6610 1,6844 1,6673 1,6610 1,6859 1,6738
1,6818 1,6693 1,6860 1,6797 1,6700 1,6653 1,6632 1,6760

Nalezy oszacowac najlepsza wartos¢ wyniku pomiaru oraz jej miar¢ niedoktadnosci.

Rozwigzanie
Opisane zostang kolejno wykonywane czynnosci.

1. Zrezygnowano z utworzenia wykresu wartosci otrzymywanych kolejno obser-
wacji, gdyz nie wnosi on istotnej informacji ilosciowe;.

2. Zaklada sig, ze wyniki obserwacji pochodzace z tej samej populacji wartosci Sy-
gnatu pomiarowego (lub ich odczytow). Nalezy najpierw sprawdzi¢, czy nie sg
one ze sobg skorelowane. Jest to istotne, gdyz jak wykazano w rozdziale 3, efek-
tywna liczba obserwacji wykorzystywana w obliczeniach niedoktadno$ci jest
wowczas mniejsza niz liczna okreslona w Przewodniku GUM. Do realizacji celu
konieczna jest tylko informacja o wzajemnych stosunkach odstepéw czasu mig-
dzy kolejnymi obserwacjami. Jesli probkowanie byto rownomierne, to wartosci
px funkcji autokorelacji nalezy wyznaczy¢ na podstawie ciggu kolejnych obser-
wacji wg wzoru:
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n-k
> (@i —a) @ik —0)
pr ==L
n—k s%(q;)

gdzie: k — liczba okreséw probkowania mi¢dzy rOwnomiernie pobieranymi ob-
serwacjami pomiarowymi.

Otrzymane kolejne wartosci pk przedstawiono jako punkty (rys. 1) i potaczono
linig tamang. Funkcja px maleje do zera juz dla drugiej obserwacji i nastepnie waha
si¢ wokot tej warto$ci. Oznacza to brak autoskorelowania wynikéw obserwacii.
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Rys. 1. Eksperymentalna funkcja autokorelacji danych pomiarowych
Fig. 1. Experimental autocorrelation function of measurement data
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Rys. 2. Histogram obserwacji z przyktadu 2
Fig. 2. Histogram of observations of the example 2

3. W celu sprawdzenia rodzaju rozktadu sporzadza si¢ histogram probki. Przyjeto
m =10 przedziatow — klas zgrupowania danych (rys. 2). Na osi X odtozono
kolejne numery j przedziatlow wartoéci obserwacji (j = 1, ..., m), a na osi y —
czestos¢ empiryczng Wi = ni/n (nj — liczba pomiarow w przedziale j, n — liczba
wszystkich pomiarow). Szeroko$¢ przedzialow wyznaczana jest z zalezno$ci:

h = [max(g;) — min(g;)]/m 3)
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Szerokos¢ przedziatow wynosi 0,003. Z ksztattu histogramu wywnioskowano, ze
jako model matematyczny dla wartosci obserwacji mozna by przyja¢ rozktad
robwnomierny. Hipotez¢ te nalezy sprawdzi¢ ilosciowo wykorzystujac jedno
z kryteriow, np. »* [M1, M2]. Kryterium to oznacza, ze przy liczbie stopni swo-
body histogramu v=m-2-1 i przyjetym poziomie istotnosci a rozbiezno$é
miedzy wynikami obserwacji, a zalozonym rozktadem nie powinna przekroczy¢
o [%]. Wartosci y° wyznacza si¢ ze wzoru:

lz=m§:<wj—Pj) @

gdzie: p; — prawdopodobienstwo dla przedziatu j wg zatozonego rozktadu.

Dla rozktadu rownomiernego z danych tego przyktadu z (4) wynika:

10 (w: —p. )?

2° :1202—( L) =50.

=1 P

Z tabeli rozkladu x2, np. w [M1] uzyskuje sie warto$¢ ;(ia . Dla histogramu

zrys. 1 przy @ = 0,025 v=10-3=7 otrzymuje si¢ 72 op5= 16. Sprawdzenie
hipotezy o rozktadzie rownomiernym dato wynik pozytywny, gdyz

72=50< 172,0,025 =16.

. Po tym sprawdzeniu przyjeto dla wynikéw obserwacji rownomierny rozktad

prawdopodobienstwa. Dane probki po uporzadkowaniu majg nastepujace warto-
$ci krancowe

1,6601 ... 1,6900
Srodek rozpiecia probki:
/2 = (G1 + G100 )/ 2 = (16601 +1,6900)/ 2 = 1,67505
Rozpigtos¢ czyli rozstep probki
V =120 — 051 =16900-1,6601 = 0,0299

Standardowe odchylenie wyniku pomiaru (niepewnos¢ standardowa $rodka roz-
pigcia)

\ 0,0299

= = ~0,00018
J2(n-1)-(n-2) +2-119-118

S

Jezeli jako model zostanie przyjety a priori normalny rozktad wynikéw obser-
wacji, to najlepsza ocena liczbowa wyniku pomiaru begdzie warto$¢ $rednia, po-
dobnie jak jest to podane w Przewodniku GUM
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13 | 1,6745
—@J_Z:lqj() ~1,

9. Jej standardowa niepewno$¢ wyniosta by

= ~0,00078
n(n-1)

Jest ona az okolo 4,4 razy wigksza od standardowej niepewnosci $rodka
rozstepu, jesli nie ma outlieréw, lub zostaty one z probki usunicte! Ma to duze
znaczenie dla takich pomiardw, w ktérych niedoktadno$¢ wynikajaca z rozrzutu
wartosci obserwacji jest dominujaca.

10. Jesli niepewnosc¢ typu B jest pomijalna, to wynik pomiaru mozna zapisac:

I =1,6745+0,0008

Janusz Jaworski wykazat [3], ze niepewnosci rozszerzone dla duzych probek
z rozktadu normalnego i rownomiernego, wyznaczone w oparciu o ich niepewnosci
standardowe dla wspotczynnika rozszerzenia K = 2 rdznig sie ponizej 5%. Na tej
podstawie uwaza on, ze przy szacowaniu niepewnosci standardowej ua(x) wystarczy
postugiwac si¢ tylko wzorami podstawowymi z Przewodnika GUM, tj. tylko takimi
jak dla rozktadu normalnego. Nie uzasadniajg tego wniosku wyniki powyzszego
przyktadu 1. Gdy ocene niedoktadnosci rozktadu réwnomiernego oparto na wyzna-
czeniu $rodka rozpigcia i jego odchylenia standardowego wg wzorow (1) i (2), to
pojawily si¢ zbyt duze réznice.

3. Efektywnosé¢ estymatorow probki z populacji o rozktadzie Laplace’a

Rozktad Laplace’a (dwuwyktadniczy) otrzymuje si¢ jako réznice dwu niezaleznych
zmiennych losowych o rozktadach wyktadniczych [M3, tab. V]. Rozktad ten podano
narys. 3.

px) 4

45

3.6

27 \
18 // \
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Rys. 3. Rozktad Laplace’a
Fig. 3. Laplace distribution
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Opisuje go nastepujaca zaleznos¢:
x4

p(x):ze A —o<X<o (5)

gdzie &jest punktem srodkowym rozktadu, A jest parametrem jego szerokosci.

Dla tego rozkladu najbardziej efektywna oceng wyniku pomiaru nie jest $red-
nia kwadratowa. Jest nig natomiast mediana (skrot ang. Med) jako warto$¢ $rodko-
wa uporzadkowanej probki [M3].

Rozpatrzymy przypadek, gdy uzyskane wyniki obserwacji gi nie sg skorelowa-
ne. Nalezy uporzadkowac je kolejno wg wartosci, tj.:

qs,l < qs,Z < qs,3 <..< qs,n

W zapisie tym zastosowano nowe oznaczenia obserwacji gsi wynikajace z ich kolej-
nosci po uporzadkowaniu. Wowczas mediang Qmed oblicza si¢ nastgpujaco:
— dla nieparzystej liczby obserwacji

Umed = s, (n+1)/2 (6a)
— dla parzystej liczby obserwacji

Oreq = QS,n/Z +ZQS,n/2+1 (6b)

Standardowe eksperymentalne odchylenie mediany probki z populacji o rozkladzie
Laplace’a jest V2 razy mniejsze od standardowego odchylenia wartosci $redniej probki

2 1 s s ua@)

e Non T2 Vn V2 A2 "

4. Przyklad 2. Obliczenia estymatoréw menzurandu dla prébki
z populacji o rozkladzie Laplace’a

Dana jest probka o n = 100 skorygowanych za pomocg poprawek wynikow qi ob-
serwacji uzyskanych przy rOwnomiernym probkowaniu:

7496 7670 7,497 7632 7393 7615 7,489 7,699 7,554
7520 7,455 7,826 7523 7,752 7,479 7,632 7,521 7,559
7,424 7545 7,523 7601 7505 7576 7,592 7501 7,543
7,413 7,460 7,540 7601 7,413 7674 7523 7,543 7,393
7,520 7,569 7,699 7,478 7,252 7525 7540 7,431 7,615
7,497 7,467 7537 7656 7523 7501 7552 7,297 7,592
7,558 7,413 7,614 7478 7528 7516 7536 7,513 7,505
7826 7582 7,275 7427 7545 7367 7,581 7,537 7,496
7543 7,467 7559 7424 7559 7481 7552 7516 7,521
7582 7478 7,615 7588 7,481 7634 7,478 7,617 7,490
7537 7,481 8067 7426 7,478 7540 7,581 7,367 7,229
7,592
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Nalezy oszacowa¢ warto$¢ najlepszego wyniku pomiaru i jego odchylenie standar-
dowe.

Rozwigzanie

1. Sporzadzono funkcj¢ autokorelacji probki. Otrzymano przebieg podobny jak na
rys 1 dla rozktadu rownomiernego. Wyniki obserwacji okazaty si¢ nieskorelo-
wane.

2. Sporzadzono histogram serii obserwacji zawartych w probce wykorzystujac
m = 10 klas grupowania (rys. 4) o szeroko$ci wynoszacej 0,0839. Szerokos¢
przedzialéow wyznaczono ze wzoru (3).

o5 AW.p
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Rys. 4. Histogram obserwacji z przyktadu 1
Fig. 4. Histogram of observations of the example 1

Z ksztaltu tego histogramu wywnioskowano o mozliwosci przyjecia jako modelu
matematycznego rozkladu Laplace’a. Sprawdzono hipoteze o tym rozkladzie
wykorzystujac kryterium y? na poziomie istotnosci o = 0,05 i liczbie stopni swo-
body v=n, -2-1=10-3=7

10 \W: —p: 2
12:1002—( Ll =9,102 ®)
=1 P

22 =9102< 42,5 =14,11

Uzyskano wynik pozytywny. Podobne sprawdzenie dla rozktadu normalnego da-
je wigksza roznicg.
— W wyniku sprawdzenia jako model matematyczny rozktadu prawdopodo-
bienstwa wynikow obserwacji przyjeto rozktad Laplace’a.
— Probka jest parzysta i po uporzgdkowaniu ma nastgpujgce wartosci srodkowe:

7,523 7,525
3. Warto$¢ mediany probki wynosi

Omed = (G5 50 + Gs 51 )/ 2 = (7,523+7,525)/ 2 = 7,524
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4. Ocena warto$ci standardowego odchylenia warto$ci obserwacji probki

1 100 —\2
)= — . — =0,113656 ~ 0,114
s(a) \/ 100_12(Q. Q)

i=1
1 100
100 >0 =7,53113~ 7,531 — wartos¢ $rednia probki.
i=1
5. Standardowe odchylenie wyniku pomiaru (mediany) wynosi

s(q;) 0113656

S(qmed):ﬁ_m

6. Przy przyjeciu rozktadu normalnego jako modelu matematycznego wartosci ob-
serwacji, najlepsza oceng wyniku bytaby warto$¢ $rednia. Jej standardowa nie-
pewno$¢ wyniostaby nieco wigcej, tj.:

uA(c_l)= S(q) _ 0113656 1.

Jn o Y100

gdzie: a:

~ 0,008

5. Wnioski z przyktadéw liczbowych

1. Przy wyznaczaniu najlepszej oceny wyniku pomiaru oraz szacowaniu jego nie-
doktadnosci, jesli nie ma informacji, ze wyniki obserwacji podlegaja na pewno
zadanemu a priori rozktadowi prawdopodobienstwa, to przy stosowaniu kon-
wencjonalnego podejscia nalezy sporzadzi¢ histogram i sprawdzi¢ hipoteze
0 przyjetym modelu rozktadu oraz przyjac¢ rodzaj rozkladu w jak najwickszym
stopniu odpowiadajacy wynikom obserwacji. Przyjecie nieadekwatnego rozkladu
moze spowodowaé zmiang wartosci wyniku pomiaru i znacznie zmieni¢ ocen¢
jego niepewnosci, jak ilustruja to oméwione powyzej przyktady 11 2.

2. Dla uniknigcia niejednoznacznosci przy opisie niedoktadnosci wynikow obser-
wacji o innych rozktadach niz normalny standardowe odchylenia innych ich es-
tymatorow niz warto$¢ $rednia powinno si¢ oznacza¢é w odmienny sposob niz
niepewnos$¢ Ua wyznaczana metodg typu A wedlug Przewodnika GUM. Od-
miennos$¢ rozktadu obserwacji trzeba uwzglednié tez przy jego splocie z innymi
rozktadami przy pomiarach posrednich i z rozktadem wypadkowym oszacowa-
nym dla niepewnosci typu B.

3. Przedstawione powyzej zasady wyboru wlasciwego rozktadu obserwacji pomia-
rowych wraz z eliminacja trendu i sktadowych okresowych (szczegétowo oma-
wianych w rozdziale 2) oraz wyznaczaniem niepewnosci typu A dla obserwacji
skorelowanych (rozdziat 3) sa propozycjami dotychczas nieobjetymi w tresci
Przewodnika GUM i jego Suplementow.
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Dodatek 2

O propozycjach wyznaczania niepewnosci rozszerzonej
dla nowego GUM

Stan prac prowadzonych przez Migdzynarodowy Komitet d/s Przewodnikéw w Me-
trologii JCGM nad nowa wersja Przewodnika GUM 2 omawia publikacja [1]. Wersja
ta jest oparta na podej$ciu wedtug Bayesa. Proponuje si¢ w niej zmodyfikowany wzor
do wyznaczania standardowej niepewno$ci pomiaru u(y), tj.

u(y): n—UA +Ug 1)

Wzor ten uwzglednia zwickszanie si¢ niepewnosci Ua obliczanej wg Przewod-
nika GUM 1 metoda statystyczng typu A, wraz ze zmniejszaniem si¢ liczebnosci da-
nych pomiarowych n w probee. Jest ono opisane rozktadem Studenta tak, jak dla
probki z populacji o rozktadzie normalnym.

Standardowe odchylenie wartosci §redniej X probki przy pomiarze pojedynczej
wielko$ci X przy ug = 0 wynosi:

u(x) =as(q) 2

S|
>

gdzie: g= [—= , X=0=

. oy Sai) 1 & 2
2.0 uA(x)—S(q)—W—\/n(n_l)g(qi a)

(patrz tab. 2 w rozdz.1)

Wykres zalezno$ci wspotczynnika o od n przedstawiono na rys. 1.

=
>

1.2 \\

4 8 12 16 20 24 n

—
v

Rys. 1. Zaleznos$¢ wspotczynnika a od liczebnosci probki n
Fig. 1. Coefficient a as function of the number n of sample elements
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Przebieg charakterystyki wspotczynnika a w funkcji n jest taki, jak dla danych
probki z populacji o rozktadzie normalnym i wynika z rozktadu Studenta. Warto$¢
wspodtczynnika o wynikajaca ze wzoru (1) mozna stosowacé tylko dla probek o n > 4.
Botsiura i Zakharov podajg [7], ze symulacja metodg Monte Carlo wartosci $redniej
ze $cistego wzoru rozktadu Studenta dla liczby n = 3 daje stabilng warto$¢ rowna 4.

Podejscie Bayesa w zastosowaniu do zagadnien niepewno$ci pomiaréw i konse-
kwencje nowego wzoru (1) oraz sposob obliczania niepewnosci rozszerzonej U dla
probki z populacji o rozkladzie normalnym omoéwit w sposoéb bardzo przystepny
Pawet Fotowicz w publikacjach [2—4].

Dla innych rozktadow i ich estymatoréw rozszerzanie si¢ rozktadu przebiega
inaczej niz dla rozktadu normalnego i réwniez zalezy od liczebnos$ci probki n. Przy-
ktadem sg podane w pracy [4] i omowione w rozdziale 6 przebiegi estymatoréw od-
chylen standardowych wartosci $redniej oraz $rodka rozstgpu probek o liczebnosci n
z populacji o rozktadzie rownomiernym i ptasko-normalnym. Sa one wyznaczone me-
todag Monte Carlo. Wyznaczenie niepewnosci rozszerzonej Up(y) 0 zadanym prawdo-
podobienstwie p, realizowane na podstawie niepewnosci standardowej u(y) = s(y) dla
rozpatrywanego estymatora y menzurandu danych probki o dowolnym rozktadzie wy-
maga znajomosci jego wspotczynnikow apy i Kpy. ZWyKle przyjmuje sie tez, ze warto-
$ci niepewnosci rozszerzonej U, dowolnych estymatoréw y dla probek o wiekszych
liczebnosciach n, pobieranych wielokrotnie z tej samej populacji maja w przyblizeniu
rozktady Gaussa.

Jesli jako estymator menzurandu probki przyjmuje si¢ warto$¢ sredniag Y, to

otrzyma si¢
Uy (y) =ayp -y, (¥)-5(Y) ©)

W pracy o nowym GUM [1] dla wspotczynnika rozszerzenia k, wartos$ci sredniej
populacji o rozktadzie dowolnym, w tym niesymetrycznym oraz o rozktadzie jedno-
modalnym symetrycznym podano nastgpujace wzory przyblizone

1 2
kp £ ——— 4
1-p 3-J1-p

Dla p = 0,95 otrzymuje si¢ odpowiednio k, = 4,47 i K, = 2,98, gdy dla rozktadu nor-
malnego jest kp, = 1,96.

Whikliwg analize wspotczynnika K, metoda Monte Carlo dla kilku rozktadow
oraz réznych liczebnosci probki n przeprowadzit 1. P. Zacharow z wspotpracowni-
kami [6-8]. Wspotpracujac z E. A. Klimova podali oni dla wartoéci $redniej kilku
podstawowych rozktadow [6] wzory okreslajace kurtoze¢ K oraz wspotczynnik roz-
szerzenia kp dla prawdopodobienstwa p. Zestawiono je w tabeli 1.
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Tab. 1. Wzory wspotczynnika rozszerzenia kp dla kilku rozktadow prawdopodobienstwa
Tab. 1. Formulas of the coverage factor kp for few basic PDF distributions

Rozktad Kurtoza Wspbtczynnik rozszerzenia kp ko dla

prawdopodobienstwa K dla prawdopodobienstwa p p=0,95
arc sin 15 J25sin ”—Zp 1,40985
réwnomierny 1,2 pv3 1,64545
trojkatny 06 (1—,/1— p)JE 1,90177
normalny 0 t, () 1,95996

1+4° 1+1-,0,24

trapezowy Trap —12—= Kogs = V83—

(1+ A )2 1+ 42
normalny + Studenta 6/(v-4) Ko.os =1o95 (W -2 )/ v

gdzie: tp— wspotczynnik wg rozktadu Studenta, v=n-1 — liczba stopni swobody

Rozktad Trap ma posta¢ symetrycznego trapezu liniowego (rys. 2). Powstaje on
jako splot dwu rozktadéw rownomiernych o réznej szerokosci. Dlugosci podstaw tra-
pezu s3 sumg i réznica dtugosci rozstgpow obu tych rozktadéw. Krancowymi przy-
padkami rozktadu Trap jest rozktad trojkatny (dla dwu jednakowych rozktadéw row-
nomiernych) i rozktad rownomierny.

PO A -

1
I
I
|
-A -B 0 B A «x

Rys. 2. Rozktad trapezowy Trap
Fig. 2. PDF of trapeze distribution Trap

Jesli niepewnoéci splatanych rozktadow rownomiernych wynosza Uz i Uz = 4 uy,
(gdzie 0 <A < 1), to dla niepewnos$ci tworzonego przez nich rozktadu trapezowego
otrzymuje sig:

u:\/uf+uf :u1\/1+/12 (5)
Punkty charakterystyczne rozktadu Trap (rys. 2) opisane sa w funkcji us i A wzorami:
A=v31+A)y, B=v3(1-A)y, C=1/ [2J§(1+ ﬂ)ul] (6a, b, c)

Wartos$ci kurtozy i wspotczynnika rozszerzenia Ko,gs rozktadu Trap podano w tabeli 1.
Inne estymatory dla tego rozktadu oméwiono w rozdziatach 7 i 8.
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Zakharov i Botsiura w pracy [7] wyznaczyli zalezno$ci wspotczynnika rozsze-
rzenia kp w funkcji liczebnosci probki n dla kilku warto$ci prawdopodobiefistwa p z
uwzglednieniem wzorow (1) i (2). Przedstawiono je na rysunku 3. Najbardziej ptaski
jest przebieg dla p = 0,95. Wyznaczyli tez wspotczynnik kp dla rozktadu ptasko-nor-
malnego jako splotu rozktadu rownomiernego z rozktadem Gaussa.

k \
3,1 \
0,99
2.8
’ \-—__
2,5
2,2
0,95
1,9 1/
0,9
1,6
13
4 8 12 16 20 n

Rys. 3. Wspotczynnik rozszerzenia k w funkcji liczebno$ci probki z populacji o rozktadzie nor-
malnym

Fig. 3. Coverage coefficient k as function of number of elements in sample from set of normal
PDF

Natomiast w pracy [8] ci sami autorzy zbadali metoda Monte Carlo doktadnos¢
réznych wzor6w na wspotczynniki rozszerzenia niepewnosci wartosci Sredniej, w tym
rowniez wg rosyjskiej normy GOST. Wzory (4) daja btedy siggajace nawet 100%. Do
stosowania w praktyce preferuja nastgpujace wzory

2
+
keum = togs(Vefr )|~ z 5 )
a +y
ke = \/[to,gs(n—l)]er(kBUB)z ®)
3= 2, .2
a+y

gdzie: vy :(n —1)(1+y2>2 . a= n—_é , y:\m- uB(y)/s ,  toos—dlarozktadu
n -

Studenta.
Z badan metodg MC doktadnosci obu wspotczynnikdéw rozszerzenia keum i K3

dla r6znych kombinacji rozktadow normalnego i rOwnomiernego oraz réznych war-
tosci y i N wyniklo szereg interesujacych wnioskow. I tak wartosci Keum nie zalezna

202



Metody rozszerzenia analizy niepewnosci pomiarow

od rozktadu niepewnoéci ug. Natomiast najmniejsze btedy, rzgdu +4,5%, uzyskuje sig
dla ks ze wzoru (8). Wzor ten nalezatoby uwzglgdni¢ w nowym GUM 2 opartym na
podejsciu wg Bayesa. Miedzynarodowa akceptacja tej interesujacej propozycji wy-
maga jeszcze szerszych badan symulacyjnych doktadnosci wzoru (8) z uwzglednie-
niem innych rozktadoéw niz normalny i rOwnomierny, powtorzenia tych badan w kilku
NMI i osrodkach naukowych oraz publikacji w jezyku angielskim w gtéwnych (main
stream) czasopismach metrologicznych.

Dla rozktadow niegaussowskich inne estymatory sa bardziej efektywne od $red-
niej — patrz rozdziaty 6-8 i publikacje [5, 9]. Pomimo to w literaturze jest niewiele
informacji 0 wyznaczaniu ich niepewnosci rozszerzonej. M. Dorozhovets, z inspiracji
autora, opracowat kryteria dla wykrywania outlierdw w probkach o rozktadzie row-
nomiernym [9]. Wyznaczyt tez analitycznie odpowiednik rozktadu Studenta dla nie-
pewnosci Sv srodka rozpigcia V tego rozktadu i podany ponizej wzoér dla jego niepew-
nosci rozszerzonej Uyy.

Usp =kyp sy = - p) s 1} (n-1) ©)

2-(n+1)

gdzie: ky, = (l— p)_ﬁ —1 — wspotczynnik rozszerzenia, V =X, — X;mn — TOZStEp,
V2 [n+1

Sy = — odchylenie standardowe SD.
n-1 \Vn+2

Ocena niedoktadnosci przyrzadow i nawet dopuszczalnych przedzialow zmian
parametréw badanych obiektow nadal jest czesto dokonywana przez btad graniczny
jako przypadek najgorszy z mozliwych. Jezeli wlasciwo$ci menzurandu lub dane sy-
gnatu w torze pomiarowym modelowane sg jednym z rozktadow niegaussowskich, to
aby oszacowa¢ niepewno$¢ rozszerzong trzeba z bledu granicznego lub z rozstepu
danych prébki wyznaczy¢ odchylenie standardowe o. Zaleznos$ci migdzy tymi para-
metrami dla kilku podstawowych rozktadow podano w tabeli 2.

Tab. 2. Odchylenie standardowe kilku rozktadow gestosci prawdopodobienstwa o znanym roz-

stepie Qgr
Tab. 2. Standard deviation of few probability density distributions (PDF) of a known range qgr

2-delty Diraca Arcus sinus Réwnomierny Trojkatny Normalny g,~3¢
Rozktad P () ot plg) p(4)
=112 v
P@) ! g
q 4 ] q i
-Ter g | ! ¥ g, 0 He | gy 0 g, -%,,, ’ f.-g,‘
=g =i3c
Odchylenie o o 4 o Do Gor
standardowe ] ~ V3 Vo Jo
5(g) - - '
w % od G 100% 71% 58% 41% 33%
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Methods of Extension of the Measurement Uncertainty
Analysis

Summary

This monograph presents the results of author and co-operating with him metrolo-
gists from Poland, Ukraine and other countries studies on the extension the analysis
of measurement uncertainty covered by the international Guide to the Expression of
Uncertainty in Measurement (GUM). It is devoted to the discussion of selected stud-
ies on the adaptation of modern basics of the probability theory and stochastic pro-
cesses to metrological practice. The content of the monograph includes a preface,
12 autonomous chapters and two additives, together 191 pages of text.

Chapter 1 provides a synthesis of the currently used methods of description of
the accuracy of measuring instruments through the errors and the uncertainty of
measurement according to the GUM recommendations. In the following chapters are
proposed methods to extend these recommendations. They are focused on applica-
tions not only in measurements of the Metrological Service, but in all utility studies.

In Chapter 2, for measurement observations obtained by sampling the continu-
ous signal of the measured value discussed is cleaning of a row data from the un-
known regularly variable systematic components. Estimating the uncertainty of type
A, when these cleaned data linked with each other statistically, i.e. autocorrelated
with autocorrelation function obtained experimentally from these data, is discussed
in Chapter 3.

As a next presented are the results of research on the possibility of use the
probability distribution in the form of the function cos? as an alternative to the nor-
mal distribution (Ch. 4), but with a limited scope for the probability equal to 1. Lists
are also the results of modeling using Monte Carlo method, for the statistics of
skewness and kurtosis of small numerous data samples from normal, uniform and
triangle distributions (Ch. 5).

Then other than the average the estimates of measurand and its uncertainty for
the data of measurement results modeled by non-Gaussian distributions, including
uniform, arc sin, trapezoidal Trap and CTrap distributions and their convolutions are
considered in chapters 6-9. The midrange is the best for uniform distribution. A new
two-element estimator 0.5(mean + mid range) is proposed for trapezoidal distribu-
tions (Ch. 8). It is more efficient then single-element estimators such as mean, medi-
an and mid range. The unconventional way of determining the most effective from
the considered estimators for samples with unknown a priori distribution, is obtained
by the use of Monte Carlo and resampling methods, without identifying the sample
distribution (Ch. 9).

Chapter 10 gives the results of studies on the use in the uncertainty analysis the
polynomial maximization method (PMM) — based on cumulants. Chapter 11 exam-
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Summary

ines two the robust statistical methods for determining the measurement uncertainty
and their implementation in interlaboratory studies. Compared are results obtained
by method applied the rescaled median absolute deviation MADs and by the itera-
tive Huber method with winsoryzation.

The last 12 chapter explains some of the basic issues concerning the determina-
tion of uncertainty and rounding of the indirect multidimensional measurement data.
This is a clarification and some extension of the contents of Supplement 2 to the
GUM.

The content of the monograph chapters is supplemented by two additions. The
first contains examples of calculation the more efficient estimators of measurand
than the average for uniform and Laplace distributions. The second presents a few
suggestions for the determination of the expanded uncertainty, which are applicable
in the new guide GUM 2 based on the Bayesian approach, and also for the midrange
as the estimator.

This monograph is intended both for metrology services and for all those who
make and interpret results of measurements in industry, as well as in all other areas
of economy, medicine, the military and science.
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Methods of Extension of the Measurement Uncertainty
Analysis

Contents

Preface, Summary, Greetings

Chapters and their abstracts

Chapter 1
Methods of evaluation the measurement errors and uncertainty and need of
their extension

Abstract. After the short introduction to the theme of monograph, the measurement
process is discusses, the definitions and basic formulas for determining
measurement errors, including the limited “worse case” errors and the uncertainty of
measurement due to the international guide GUM are given. Characterized is scope
and restrictions on the use of uncertainty. Given the need to expand the way of
uncertainty estimation by method A data obtained by sampling the measurement
signal. It should be preceded by cleaning the data from the regular unknown
components and take into account the autocorrelation between the observations of a
sample. For data distributions other than Normal appropriate estimators have to be
applied, and in the case of small samples with the presence of outliers the robust
statistics should be used. The list of a basic Polish and foreign language literature
are given. In the attachment, two examples the accuracy evaluation of Uniform and
Laplace pdf data samples by GUM or other method is compared.

Keywords: process of measurements, error, uncertainty, the GUM Guide

Chapter 2
Discrimination and elimination of the impact of drift and oscillation in the
sample data on the uncertainty of type A

Abstract. A new approach to upgrading the type A uncertainty evaluation due
GUM recommendations is presented. The set of raw data obtained by known, e.g.
regular sampling can be “cleaned” by elimination the systematic components as
trend and periodical ones. The positive influence of this cleanings on standard
uncertainty type A is presented and disused in detail on two numerical examples.

Keywords: uncertainty type A, systematic components of rough data, trend,
harmonic disturbances
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Chapter 3
Evaluation of the uncertainty of auto-correlated measurement data

Abstract. Principles of the estimation of uncertainty calculation due international
guide GUM [1] are presented and limitations of their type A method are discussed.
Expanding of the application range of this method to regularly sampled statistically
related observations is proposed by taking in consideration the influence of their
autocorrelation function. Obvious is previous identification and cleaning of the raw
sample data from regularly variable components. Equivalent number of effective not
correlated observations is introduced for use. This upgraded method of uncertainty
type A calculations is compatible with other GUM recommendations. It has been
illustrated by the numerical example. Conclusions and literature is also included.

Keywords: measurement, uncertainty, autocorrelation, equivalent number of
observations

Chapter 4
Function cos? as model of probability density distribution — properties and
examples of application

Abstract. Unconventional probability density distribution function (PDF) of the
form of the one period of cosines function shifted up and of its area under curve
equal of 1 is proposed as alternative to Normal distribution, i.e. Gauss function. It is
presented that if a cosine function is shifted up by its amplitude A, such function
(2Acos?(")), can be applied as approximation of the central part of Normal PDF
(£2,5 of its standard deviation) with the accuracy better then 2,1%. In reality the
distribution of measurements is always of limited range and uncertainty type A
obtained by COS? PDF is smaller than recommended by international Guide GUM
[1]. Analysed data from experiment and simulated data confirmed that new
proposed unconventional distribution have an advantage of a lowering uncertainty
interval by comparison to Gauss distribution at the same level of confidence and
calculations are simpler and faster. Distribution COS? could be successfully applied
for the fast uncertainty evaluation of measurements, for its automation and in
statistics.

Keywords: COS? probability density function, replacement of Normal
distribution

Chapter 5
Statistics of skewness and kurtosis of small measurement samples from
populations of normal and two other distributions

Abstract. Statistics of skewness and kurtosis distributions and their basic
parameters for a set of samples of certain small numbers of elements are finding.
These distributions were determined using the Monte Carlo method. The samples
were repeatedly taken at random from a normally distributed population and for
comparison from the population of a few other simple distributions. Knowledge of
skewness and kurtosis statistics may allows a more reliable estimate of the standard
deviation and the uncertainty of the value of the measurand estimator from the
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measurement samples of a small number of observations, when the range of their
value distribution is known. Also compared are the average modules and standard
deviation of skewness of small samples taken from three populations of normal,
uniform and triangular distributions.

Keywords: distributions: normal, uniform, triangular; measurement sample,
skewness, kurtosis

Chapter 6
Midrange as estimator of measurand for data from population of uniform and
flatten-Gaussian distributions

Abstract. In this paper statistical properties of samples of varying number of
observations, taken from a population of uniform distribution, have been examined
by the Monte Carlo simulation. Their midrange has a smaller standard deviation
than the mean value recommended by the Guide GUM as estimator of measurand.
Calculated also is distribution similar as Student for Gauss, coverage factors and
expanded uncertainty of such samples. Then also was found that for samples from
the population of flatten-Gaussian distribution with increasing the level by the
normal distribution the advantage of mid-range quickly decreases. Some final
conclusions are enclosed.

Keywords: uniform PDF, flatten—Gaussian PDF, estimator, sample mid-range,
mean value, uncertainty

Chapter 7
Single component estimators of measurand data of few non-Gaussian PDF-s

Abstract. The single-component estimators of the measurand value of data samples
modelled by the few non-Gaussian probability distributions (PDF) are considered
and their accuracy are evaluated. For symmetrical trapezoidal PDF of straight as
well curved sides, using the Monte-Carlo method of simulation standard deviation
(SD) of mean value, mid-range and mediana estimators are evaluated. It is
established that in the ratio of upper and bottom bases of trapeze in the range from 1
to 0.35 the most accurate is the mid-range. Below this range smaller is standard
deviation (SD) of the mean value. Investigated are also ratios of mean and midrange
SD of arc sin convolutions with normal or uniform PDF models for simulated data
samples.

Keywords: trapezoidal probability density functions — PDF, midrange, estimators,
measurand uncertainty evaluation

Chapter 8
Two-component estimators of the measurand of data of trapezoidal probability
distributions

Abstract. Two-component estimators (2C) of the measurand value of data samples
modeled by symmetric trapezoidal probability distributions are considered and their
accuracy are evaluated. For symmetrical trapezoidal PDF of straight as well curved
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sides, using the Monte-Carlo simulation method standard deviations (SD) of above
estimators are evaluated. Established are broad range 0 < g < 0,75 of upper and
bottom bases ratios # of the most accurate 2C estimator as the linear form of mid-
range and mean values of the sample for linear trapezoidal PDF Trap(a, b), and
shorter for CTrap(a, b, d). The new simplified 2C-estimator of equal coefficients is
also proposed and positively tested. Above estimators successfully extend existing
estimation of the measurand value and its accuracy by the uncertainty type A
recommended in the international Guide GUM [1]. Problems solved above are not
described before in literature. They could be effectively applied in practice of
measurements and in applied statistics for estimation of more accurate results.

Keywords: trapezoidal probability distributions, mean, midrange, two-element
estimators, evaluation of measurand uncertainty

Chapter 9
Choosing the measurand estimator using Monte Carlo and resampling methods

Abstract. The main purpose of this work is the expansion of the ways for choosing
the best estimator of empirical data, when this data is only available information.
Proposed methods are divided into two types: Monte Carlo simulation and
resampling methods: “jackknife” and “bootstrap”. Numerical examples are also
given.

Keywords: effective estimator, Monte Carlo modeling, resampling methods

Chapter 10
Polynomial estimator of measurand based on cumulants of non-Gaussian
symmetrically distributed data

Abstract. In this paper the non-standard method for evaluating of the average non-
Gaussian-distributed symmetrically sampling with a priori partial description
(unknown PDF) is propose. This method of statistical estimation is based on the
apparatus of stochastic polynomials and uses the higher-order statistics (moment &
cumulant description) of random variables. The analytical expressions for finding
estimates and analyze their accuracy to the degree of the polynomial s = 3 are given.
It is shown that the uncertainty estimates for received polynomial is generally less
than the uncertainty estimates obtained based on the mean (arithmetic average).
Reduction factor depends on the MSE values of higher order cumulant coefficients,
characterizing the degree of the sampling distribution differences from the Gaussian
model. The results of statistical modelling based on the Monte Carlo method,
confirmed the effectiveness of the proposed approach.

Keywords: uncertainty, estimator, non-Gaussian model, stochastic polynomial,
means value, variance, cumulant coefficients

208



Metody rozszerzenia analizy niepewnos$ci pomiarow

Chapter 11
Application of robust statistic to evaluation the accuracy of measurements

Abstract. Presented are two methods of assessing the value and uncertainty of the
measurand from the sample of experimental data that are resist to contained therein a
small number of outliers, i.e. values of measurement data significantly different
from the others. This allows setting credible statistical parameters of the
measurement result based on all experimental data. The considerations illustrate two
numerical examples of interlaboratory measurements. Compared are results obtained
by method applied the rescaled median absolute deviation MADs and by the
iterative Huber method with winsoryzation. Given are conclusions and bibliography.

Keywords: outliers, uncertainty of measurements, standard deviation, median,
robust mean value, interquartile mid-range

Chapter 12
Backgrounds of the evaluation of indirect multivariate measurement results

Abstract. A short review of some problems arising in the correct numerical
expression and evaluation of results of indirect multi-parameter measurements is
given. As a theoretical basis for determining the estimates of values, uncertainties
and correlation coefficients of the indirectly obtained multi-measurand, processed
from data of the simultaneously measured variables, the algebra of random vectors
is used. A numerical example illustrates the linear transformation of two variables
and the types of improperly evaluated results of that may occur with over-rounding.
Proposed is an upgrading of the GUM and its Supplement 2 clauses about proper
formula of the uncertainty propagation for nonlinear functions. As necessary
complement to it was the urgently needed standardization of the publishing
measurement data in dual form: so far — on paper and on the accompanying e-
publication containing the results of the original measurements. Then user can ease
to take and review them himself. Given is also a brief set of conclusions and
bibliography.

Keywords: multivariate measurements, correlated data uncertainty evaluation,
fundamental constancies, e-publishing

Appendix 1
Examples of calculation of the effective estimators for data samples with uniform
and Laplace distributions

Appendix 2
The proposals for the determination of the expanded uncertainty in the new
GUM

English Summary, titles of Chapters and their abstracts
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